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Untersuchungen aus dem 
Universitätslaboratorium zu Gôttingen. 


XIV. 


Von 


O0. Wallach. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Februar 1905. 


1) Ueber Bestandteile der Salbeïidle. 


In dem gewôbnlichen Salbeiôl aus Salvia officinalis, welches 
rechtsdrehend ist, sind als wesentliche Bestandteile nach- 
gewiesen: d-Pinen, Cineol, Salven, Borneol, Thujon 
und zwar ist das Thujon, wie ich kürzlich gezeigt habe (Ann. 
d. Chem. 336, 270), in der a- und B-Modification, in der Haupt- 
menge aber als rechtsdrehendes $-Thujon in dem Oel enthalten. 

Es war mir nun von Interesse, in dem Handelsbericht von 
H. Haensel in Pirna 1904, Quartal II, Seite 23, ein aus der 
breitblätterigen Form (grandiflora?) von Salvia hergestelltes Oel 
aufgeführt zu finden, für das Linksdrehung, [ap — — 10,06 ° und 
d = 0.9084 bei 15°] angegeben wird. 

Man konnte vermuten, daB man es hier mit einer neuen Quelle 
für das linksdrehende a-Thujon zu tun habe, auf dessen Rein- 
gewinnung man bisher allein auf das Thujaël angewiesen ist. 

Herr H. Haensel hatte die Freundlichkeit, mir 120 Gramm 
seines Präparates für eine Untersuchung zur Verfügung zu stellen, 
die aber, wie ich gleich bemerken will, zu dem unerwarteten Re- 
sultat geführt hat, daB dieses Oel aus der groBblätterigen Salbei- 
Varietät, welche botanisch der gewühnlichen, schmalblätterigen, 
so nahe steht, überbaupt keine Spur Thujon enthielt. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1906. Heft 1. 1 


À * 


2 O0. Wallach, 


Zur Untersuchung kamen folgende Fraktionen, welche unter 
Atmosphärendruck nachstehende Siedepunkte aufwiesen : 

1) bis 160°, 2) 160—175°), 3) 175—185°, 4) 185—215°. 

Die erste Fraktion zeigte folgende Eigenschaften: 

d — 08755, nn — 1,4663, an — — 18° 57. 

Diese Fraktion gab sebr leicht ein Nitrosochlorid, welches 
bei der Behandlung mit Alkali in das bei 132° schmelzende 
Nitrosopinen überführbar war. Diese Fraktion bestand also 
wesentlich aus l-Pinen. 

In der zweiten und dritten Fraktion lief sich in dem um 
175° siedenden Anteil mit Hülfe der Bromwasserstoff-Reaktion 
mit Leichtigkeit eine beträchtliche Menge Cineol nachweisen 
und mit seinen characteristischen Eigenschaften isolieren. 

Die zweite Fraction reagierte auferdem mit salpetriger 
Säure in der Art des Phellandrens. Es gelang nur eine sebr 
kleine Menge des Reactionsproduct zu isolieren und durch Kry- 
stallisation aus Aceton in Form eines rein weïfen, krystallinischen, 
bei 85—86° schmelzenden Kôrpers abzuscheiden, der sich aber 
nicht wie eines der bekannten Phellandrennitrite verhielt und 
über dessen Natur daher noch nichts ausgesagt werden kann. 

Die vierte Fraktion endlich reagierte mit Semicarbazid. 
Das in reichlicher Menge erhaltene Semicarbazon schmolz beim 
Umkrystallisieren bei 236° und zeigte alle Eigenschaften des 
Camphersemicarbazons. In der Tat lief es sich leicht unter Ab- 
scheidung von festem Campher zerlegen. Eine optische Bestim- 
mung an dem Präparat zeigte aber, da man es nicht mit gewôhn- 
lichem, sondern mit Links-Campher zu tun hat. 

D = 15190, L(Aether) = 5,5182, d 0,77 t— 18! p — 21,581} 
1= 1 dm, a = — 6° 30’ [a]n = — 39,11. 

Dieses reichliche Vorkommen von Links-Campher in dieser 
Modifikation des Salbeiüls ist recht bemerkenswert, da das Vor- 
kommen von freien Links-Campher bisher nur im ätherischen Oel 
von Matricaria Parthenium L und im Oleum Tanaceti beobachtet 
wurde (Gildemeister & Hoffmann, $S. 227). 


2) Ueber den Phellandrengehailt des ätherischen Oels 
von Schinus molle L. 


Nachdem ich nachgewiesen habe, (Ann. d. Chemie 336, 9), daf 
manu nicht nur physikalisch, sondern auch chemisch verschiedene 
Modificationen von Phellandren zu unterscheiden hat, ist es 
wünechenswert, daB für die schon bekannten Vorkommen dieses 
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Koblenwasserstoffs festgestellt wird, mit welcher Modification man 
es zu tun hat. 

Zur Untersuchung kam ein mir zur Verfügung stehendes 
Präparat von Phellandren aus Schinusül, welches mir schon vor 
längerer Zeit durch die Firma Schimmel & Co. übermittelt wurde. 

Das durch Destillation mit Wasserdampf frisch gereinigte 
Produkt zeigte folgende Eigenschaften: 

d—0.829 bei 19°, an— + 70. 

Das Präparat bildete leicht ein Nitrit, aus welchem nach 
dem fraktionierten Krystallisieren aus Aceton hoch (bei 111°) und 
niedrig (bei c. 96°) schmelzende Anteiïle erhalten werden konnten. 
Das durch Spaltung mit Alkali daraus gewonnene Nitrophellandren 
gab bei der Reduction ein Keton, das in das Semicarbazon 
übergeführt wurde. Das Präparat färbte sich am Licht schwach 
gelblich und war nicht absolut einheitlich. Als Hauptbestandteil 
konnte aber daraus nach mehrfacher Krystallisation aus Methyl- 
alkohol das Semicarbazon des Carvotanacetons mit allen 
seinen charakteristischen Eigenschaften abgeschieden werden. Die 
gut krystallisierte Verbindung schmolz bei 172—173° und schied 
beim Erwärmen mit verdünnten Säuren leicht ein carvonartig 
riechendes Oel ab. 

Aus diesem Befund ist der SchluB zu ziehen, da der unter- 
suchte Koblenwasserstoff jedenfalls der überwiegenden Menge nach 
aus a-Phellandren besteht. Ob auch kleine Mengen von 
8-Phellandren darin enthalten sind, muB noch dahingestellt bleiben. 


8) Ueber das Vorkommen eines Alkohols von den 
Eigenschaften des Pinocarveols im ätherischen Oel von 
Eucalyptus globulus. 


In dem Handbuch von Gildemeister und Hoffmann über 
die ätherischen Oele findet man bereits die kurze Notiz, da in 
hochsiedenden Anteilen des Oels von Euc. gl. der Ester eines 
Alkohols enthalten sei, der zwischen 215—220° siedet, d — 0.96, 
[ulr — — 17° zeigt. 

Herr Dr. Helle hatte schon vor längerer Zeit die Freundlich- 
keit, mir ein kleines Präparat dieses Alkohols zuzustellen, den 
er durch den Phtalsäureester hindurch gereinigt hatte und von 
von dem er folgende Eigenschaften angibt: 

Siedepunkt 104—105° unter 9%, d=0,9704, np — 1,49505 bei 
20°. Für das Drehungsvermügen dieses Präparats wurde hier er- 
mittelt in: 14‘};-iger ätherischer Lôüsung [a]n — + 21,06. 

1* 
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Die folgende Untersuchung, an welcher sich Herr Dr. Frie- 
drich Jäger mit groBem Eifer beteiligt hat, wurde hier wesent- 
lich mit einem von Schimmel & Co. bezogenen Rohôl durchge- 
führt, aus dem der Alkohol hier nach folgendem Verfahren ab- 
geschieden wurde. 

Je 25 Gramm der hochsiedenden Anteile des Eucalyptusôls 
wurden in der zehnfachen Menge absoluten Aethers gelôst und 
mit etwas mehr als 4 Gramm Natrium in dünner Drahtform zu- 
sammengebracht. Nach Verlauf von 4 oder Bb Tagen hat sich 
ein Natriumalkoholat gebildet. Nun wurden 25 Gramm Phtalsäure- 
anhydrid zu der Masse gegeben und wieder einige Tage in der 
Kälte stehen gelassen. Dann wurde das entstandene Phtalester- 
saure Natrium durch Zusatz von Wasser in Lôüsung gebracht, aus 
der wässrigen Lôüsung die organische Säure durch Ansäuren mit 
Schwelfelsäure in Freiheit gesetzt, durch Kochen mit alkoholi- 
schem Kali verseift und der abgeschiedene Terpenalkohol mit 
Wasserdampf übergetrieben, ausgeäthert, mit Pottasche getrocknet 
und im Vacuum fractioniert. 

Der so gewonnene reine Alkohol siedete unter 12" bei 92° 
und zeigte folgende Eigenschaften: d — 0.9745, np — 149630 bei 
20°. |[M—45,59.] In 12,75°)-iger Lüsung [a]n = — 52,46. 

Ein auf entsprechendem Wege gütigst durch Herrn Dr. Ohlig- 
macher in Leipzig dargestelltes Präparat zeigte in 13,97°/.-iger, 
ätherischer Lôsung [a]o = — 58,92. 

Die Analyse lieB keinen Zweifel darüber, da8f dem Alkohol 
die Zusammensetzung CioH150H zukommt. 

Gefunden = 78,26, H — 10,92 
Berechnet — 78,86, H — 10,62 

Die Eigenschaften des natürlich vorkommenden Alkohols äh- 
neln ganz auferordentlich denen des von mir 1893 auf syntheti- 
schem Wege dargestellten Pinocarveols (Ann. d. Chem. 277, 
149; 249, 387). 

Für diesen Alkohol fand ich: Siedepunkt 215—218°, d — 0,978, 
np — 1,49787 bei 22° [M = 46.6b]. 

Nach der folgenden Untersuchung kann auch kaum mehr be- 
zweïfelt werden, da man es in dem Naturproduct mit der optisch 
aktiven Modification des Pinocarveols zu tun hat. Es liegt hier 
also einer der wenigen Fälle vor, daB eine Verbindung der 
Terpenreihe früher synthetisch gewonnen als in ihrem natürlichen 
Vorkommen nachgewiesen ist. 

Zur näheren Characterisierung wurde der Alkohol C:oH:50H 
durch Umsetzung mit Carbanil in das Phe nylurethan 
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CioHi50.CONHCsH5 übergeführt. Diese Verbindung lieB sich 
durch Umkrystallisieren aus Methylalkohol in zwei Bestandteile 
zerlegen. Einen leichter lôslichen, der nur in sehr geringer 
Menge auftrat und der bei 94—95° schmolz und einen in derben 
Krystallen vom Schmelzpunkt 82—84° krystallisierenden, der in 
überwiegender Menge entstand. Dies Hauptproduct wurde ana- 
lysiert. 
Berechnet für CioH150. CONHC:Hs: C = 75,21, H — 7,82, N — 5,18 
Gefunden: C — 74,89, H — 8,04, N — 5,3 
C— 75,00, H=—7,99, — 

Das bei 82—84° schmelzende Urethan zeigte nur sehr schwaches 
Drehungsvermügen, nämlich in 23°-iger alkoholischer Lüôsung 
[av = — 4,108. 

Der Alkohol CioH:50H wurde ferner der Oxydation unter- 
worfen und zwar mit Chromsäure, einerseits in Eisessiglôsung, 
andererseits ohne Anwendung eines Lüsungsmittels bei Gegenwart 
von verdünnter Schwefelsäure. In beiden Fällen entstand die 
um zwei Wasserstoffatome ärmere Verbindung Ci0H140, welche in 
alkoholischer Lüsung mit Semicarbazid reagierte. Auch das Semi- 
carbazon konnte durch Krystallisation in zwei Bestandteile zer- 
legt werden, nämlich 1) in leichter lüsliche durchsichtige farb- 
lose Krystalle vom Schmelzpunkt 209—210°, als Hauptbestand- 
teil und 2) in feine Nädelchen, welche in Methylalkohol und in 
Essigester ganz auBerordentlich schwer lôslich sind und erst bei 
etwa 320° unter Zersetzung schmolzen. 

Analyse der Verbindung vom Schmelzpunkt 209—210 0, 
Berechnet für CioHuN . NHCONH: : C— 63,68, H = 8,28, N — 20,32 0/0, 

Gefunden : C — 63,50, H — 8,48 
C = 63,65, H — 8,40. 

Eine Stickstoffbestimmung in der schwerer lôslichen hoch- 
schmelzenden Verbindung ergab 20,44°/o N. 

Beide Verbindungen leiten sich also von dem Oxydations- 
product C10H:40 ab, welches durch Erwärmen mit verdünnter 
Schwefelsäure unter teilweiser Verharzung aus den Semicarbazo- 
nen regeneriert werden kann. 

Die so gewonnene Verbindnng Ci0H110 wurde gleichfalls ana- 
lysiert. 

Berechnet für Ci0H140: C— 79,92, H = 9,42 0/0. 
Gefunden: C — 79,60, H — 9,49 %,o. 

Das reine Product wurde ferner in ein Oxim verwandelt, das 
unter 20m" bei 140° siedete und beim starken Abkühlen zu einer 
strahlig krystallinischen Masse erstarrte, die in allen organi- 
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schen Solventien so lôslich ist, daB sie nicht gut umzukrystalli- 
sieren War. 

Im Folgenden seien die Eigenschaften des natürlichen Alko- 
hols im Eucalyptusôl mit denen des synthetischen Pinosarveols 
zusammengestellt : 


Alkohol CioH150H Pinocarveol 
aus Eucalyptusôl aus Pinylamin 
Siedepunkt 215—22C ° 215—218 
d 0,9745 0,978 
np 1,4963 1,4978 
Schmelzpunkt des 82—84° 82 --84° 
Urethans | 94—95° DO 


Dazu ist noch zu bemerken, da nach dem Vermischen der 
gleich schmelzenden Urethane verschielener Herkunft keine 
Schmelzpunktsdepression eintrat. 

Während die Alkohole sonach vollständige Uebereinstimmung 
aufweisen, traten bei dem Oxydationsproduct CioH110, namentlich 
bezüglich der Eigenschaften des Oxims, merkliche Differenzen 
auf, die aber sehr wohl darin begründet sein künnen, daB die 
Verbindungen aus dem natürlichen Alkohol optisch activ, die aus 
dem synthetischen optisch inactiv sind. Die Untersuchung muf 
nach dieser Richtung noch weiter verfolgt und ergünzt werden. 


4) Ueber das Semicarbazon des d- und l-Fenchons und 
das Vorkommen von Il-Borneolester im Thujaôül. 


Während das Sauerstoffatom des Camphers sich leicht zu 


Condensationsreactionen hergiebt — der Campher setzt sich z. B. 
sehr glatt mit Hydroxylamin und mit Semicarbazid um —, zeigt 


das Fenchon ein anderes Verhalten, obgleich bei sonst (wie man 
wenigstens bisher annimmt) ganz analogem Bau Campher und 
Fenchon sich nur durch die räumlich verschiedene Stellung einer 
Methylgruppe von einander unterscheiden : 


H:C CO :C CO 
| C(CHs} | | C(CHs | 
HC CH HC CH. CHs 


PS 4 ENG 0 2 
Na Né 


_Campher Fenchon. 
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Fenchonoxim bildet sich nur langsam und das Semicarbazon 
des Fenchons ist bisher auf directem Wege überhaupt noch nicht 
hergestellt worden. 

Rimini gibt an (Gazz. chim. ital. 30. IL. 604) bei der Be- 
handlung von Isopernitrosofenchon mit alkoholischer Semicarbazid- 
Iüsung eine bei 186—187° schmelzende Verbindung von der Zusammen- 
setzung des Fenchonsemicarbazons erhalten zu haben, sagt aber 
bei der Gelegenheit: , . . . analog wie beim Campher, Tanaceton 
und Menthon habe ich versucht, das Semicarbazon des Fenchons 
direct aus dem Fenchon herzustellen. Aber alle bisher dà- 
hin zielenden Versuche — sei es daf in der Kälte oder 
unter Erwärmen gearbeitet wurde — haben bisher ein ne- 
gatives Resultat ergeben, indem es mir nicht gelungen 
ist, eine wahrnehmbare Menge des Products zu gewinnen: man 
erhielt immer unverändertes Fenchon wieder.“ 

Offenbar wird das glatte Eintreten der sonst für Ketone s0 
characteristischen Reaction durch das Vorhandensein einer s. g. 
»Sterischen Hinderung“ bedingt, welche man im gegebenen Fall 
nur im Gesamtbau des Moleküls und nicht allein in der Nach- 
barstellung des Methyls zum Carbonyl zu suchen hat, denn s0- 
wohl das 12-Methylcyklopentanon als auch das 1.2-Methylcyklo- 
hexanon setzten sich sehr schnell mit Semicarbazid um. (Vgl. 
Annal. d. Chem. 329, 376; 331, 322). 

Die Annahme, daB sich das Semicarbazon des Fenchons auf 
directem Wege überhaupt nicht erhalten lasse, ist aber irrtümlich: 
der ProzeB der Bildung erfordert nur viel mehr Zeit als in ana- 
logen Fällen. Man erhält — vorausgesetzt, dafi man vom rei- 
nem Fenchon ausgeht — die Verbindung ganz sicher unter fol- 
genden Bedingungen. 

Je 10 Gramm Semicarbazidchlorhydrat und 10 Gramm Na- 
triumacetat werden in 20 ccm Wasser gelüst und mit dem Re- 
agens eine Auflüsung von 10 Gramm Fenchon in 50 cem Alkohol 
vermischt. Man läft die klare Lüsung bei gewühnlicher Tempe- 
ratur mindestens zwei Wochen stehen. Gieft man die Flüssigkeit 
dann in viel Wasser, so scheidet sich ein Oel ab, welches eine 
Auflüsung von Fenchonsemicarbazon in Fenchon vorstellt und 
beim Stehen an der Luft unter allmähligem Abdunsten des 
letzteren erstarrt. Viel zweckmäfiger und ükonomischer verfährt 
man indeB s0, daB man nach der angegebenen Zeit das Reactions- 
product der Destillation mit Wasserdampf unterwirft. Es geht 
Alkohol und unverbrauchtes Fenchon über, das auf diese Weise 
wiedergewonnen wird, während in dem Destillationsrückstand das 
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in kochendem Wasser nicht ganz unlôsliche Semicarbazon teils 
auskrystallisiert, teils in compacter Masse zurückbleïbt. Die Aus- 
beute pflegt auch bei Verlängerung der Reactionszeit kaum mebr 
als 40—50°/ vom Gewicht des angewandten Ketons zu betragen. 

Das Fenchonsemicarbazon ist in heifiem Methylalkohol ziem- 
lich leicht und in kochendem Wasser merklich lôslich und kry- 
stallisiert aus verdünnten alkoholischen Lôsungen in auferordent- 
lich scharf ausgebildeten, centimetergroen, glänzenden dicken 
Prismen, welche bei etwa 174° zu sintern beginnen und bei 182 
bis 183° glatt schmelzen. Durch Säuren wird die Verbindung 
leicht in die Componenten gespalten. Die Analyse zeigte, daB 
das Präparat eine normale Zusammensetzung besitzt. 

0.2518 Gramm gaben 0.5798 CO2 und 0.2084 H:0. 


Berechnet für CioH16: N. NHCONH: Gefunden 
C.63,06 62,80 
HO ET 9,28 


Reines Rechts- und Links-Fenchon verhalten sich in Bezug 
auf die Semicarbazonbildung vollständig gleich. Die Semicar- 
bazone lenken das polarisierte Licht in demselben Sinne wie das 
Ausgangsketon ab und stellen Spiegelbildformen von einander vor. 

Ein racemisches Gemisch von d- und 1-Fenchonsemicar- 
bazon Zzeigte einen Schmelzpunkt von 172—173° und geringeres 
Krystallisationsvermügen. 

Bezüglich der Intensität des Drehungsvermügens wurden in 
methylalkoholischer Lôsung (L) folgende Beobachtungen gemacht: 

Für Rechts-Fenchonsemicarbazon: 

S=1,483, 00 16,2406, 54 = 0,8120,:1t== 20 °p=8108 1/0 
l= 2 dm, = +612, 

[aln = + 47,04. 

Für Links-Fenchonsemicarbazon: 

S = 0,3104, L=—5,3374, d—0,807, t—17°, p—5,506°h, 
1—=1dm,a——2°5 

[a]o = — 46,88 

S — 1,1546, L—13,3920, d —0,8140, t—17°, p = 7,937 ‘ho, 
t—2dm, a=—6°3 , 

[a] — — 46,82. 

Aus reinem d- und ]-Fenchon erhält man, wie gesagt, bei 
Einhaltung der oben angegebenen Bedingungen das durch seine 
Krystallisationsfähigkeit ausgezeichnete Semicarbazon mit allen 
oben präcisierten Eigenschaften. Geht man aber von einem Rob- 
Fenchon aus, das noch andere mit Semicarbazid reagierende Be- 
standteile enthält, so wird die Krystallisationsfähigkeit des Fen- 
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chonsemicarbazons und damit seine Reingewinnung erheblich be- 
einträchtigt. 

Das zeigte sich zunächst als ein für rein gehaltenes 1-Fenchon- 
Präparat aus Thujaül mit Semicarbazid umgesetzt wurde. 

Als Ouelle für Links-Fenchon dient bekanntlich bisher allein 
das Thujaül, aus dessen zwischen 190—200° siedender Fraction 
es in der Weise gewonnen werden kann, daf man mit Hülfe von 
Salpetersäure oder Permanganat das Thujon fort oxydiert. (Vgl. 
Ann. d. Chem. 272, 102). 

Als nun ein auf diese Weise gewonnenes, zwischen 191—193° 
siedendes und in der Kälte vollständig erstarrendes Präparat 
nach den obigen Angaben mit Semicarbazid behandelt wurde, re- 
sultierte ein aus Methylalkohol in Nadeln krystallisierendes 
Product, welches einen hüheren Schmelzpunkt und geringere Lôs- 
lichkeit in Methylalkohol zeigte, als das auf analogem Wege dar- 
gestellte Semicarbazon aus reinem d-Fenchon. Es gelang nun da- 
durch, daB man das in Nadeln krystallisierte Präparat sehr lang- 
sam aus viel Methylalkohol krystallisieren lie, die ursprünglich 
erhaltenen nadelfôrmigen Krystalle in zwei Fractionen zu zer- 
legen, nämlich in kleine, durchsichtige, nunmehr in Methylalkohol 
auBerordentlich schwer lüsliche längliche Prismen vom Schmelz- 
punkt 238° und in viel leichter lôsliche grofie tafelfürmige Kry- 
stalle, welche bei 182—183° schmolzen und aus dem characteri- 
stischen, erst beschriebenen l-Fenchonsemicarbazon bestanden. 

Es wurde darauf das hochschmelzende Semicarbazon in etwas 
grüBerer Menge dargestellt und durch Erwärmen mit Säuren 
zerlegt. Die Spaltung verlief sehr glatt. Als Spaltungsproduct 
trat ein im Kühlrohr sofort erstarrendes Keton von allen Eigen- 
schaften des Camphers auf. Damit stimmt nun auch das Ver- 
halten des hochschmelzenden Semicarbazons. 

Setzt man zu einer Auflüsung von 5 Gramm Semicarbazid- 
chlorhydrat und 5 Gramm Natriumacetat in 10 cem Wasser eine 
Lüsung von b Gramm gewühnlichem Campher in 25 cem Alkohol, 
so bleibt die Flüssigkeit ganz klar. Schon nach 24 Stunden kry- 
stallisiert aber ein groBer Teil des Camphers in Form seines 
Semicarbazons aus der Lüsung aus: Campher bildet also viel 
schneller Semicarbazon als Fenchon. Das Camphersemicarbazon 
ist selbst in kochendem Methylalkohol schwer lôslich (1 Gramm 
gebraucht etwa 30 cem) und zeigt im ïübrigen die eben angege- 
benen Eigenschaften. Das Semicarbazon des d-Camphers ist be- 
reits aus essigsaurer Lüsung von T'iemann 1895 (Ber. chem. 
Ges. 28, 2182) gewonnen worden. Tiemann gibt den Schmelz- 
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punkt zu 236—2380 an, was mit meinem Befunde vollkommen 
stimmt. Eine Angabe von Rimini (1900, Gazz. chim. it. 30. I. 
603), nach der das Camphersemicarbazon bei 245 © schmelzen soll, 
kann ich nicht bestätigen. Man erhält beim Umkrystallisieren des 
Camphersemicarbazons zwar auch kleine Mengen so hoch schmel- 
zender Anteile. Diese sind aber kein reines Semicarbazon. 

Das 1-Fenchon aus Thujaël enthielt demnach als Fremdbestand- 
teil Campher. Eine optische Untersuchung des Campher-Prä- 
parats zeigte aber, daf nicht gewôhnlicher d-Campher, sondern 
Links-Campher vorliegt. 

S = 0,2860, L (Aether) — 5,029 ; d = 0,729, t = 17°, p—= 4,48) 
1= 1 dm, a = — 1°18/, [ap = — 89,9. 

Der bisher ganz übersehene Gehalt an 1-Campher im 
l-Fenchon läft sich nun weder durch fractionierte Destillation 
noch durch Ausfrieren des Präparats entfernen. Ebenso hat es 
sich als unmüglich erwiesen, den Campher durch Behandlung des 
Präparats mit rauchender Salpetersäure oder durch mehrtägiges 
Kochen mit verdünnter Salpetersäure zu zerstôren. Es wird bei 
dieser Behandlung auch viel Fenchon vernichtet, ohne dafi der 
Rest campherfrei wird. Dagegen kann man die Tatsache, daf 
sich Campher sehr viel schneller mit Semicarbazidlüsungen umsetzt 
als Fenchon zur Eliminierung des Camphers und vülliger Rein- 
darstellung des Fenchons benutzen. 

Zu dem Zweck läft man eine alkoholische Lüsung des cam- 
pherhaltigen Fenchons mit einer Semicarbazidlüsung von erst an- 
gegebener Concentration zwei Tage bei gewühnlicher Temperatur 
stehen und destilliert dann Alkohol und nicht angegriffenes Keton 
mit Wasserdampf ab. Aus dem Rückstand krystallisiert Campher- 
semicarbazon, vermischt mit etwas Fenchonsemicarbazon aus und 
aus dem Destillat kann man das nicht angegriffene Fenchon 
wiedergewinnen, das gewühnlich schon nach einmaliger Behand- 
lung campherfrei ist, anderenfalls noch einmal derselben Operation 
unterworfen werden muf. 

Der nunmehr feststehende Gehalt des 1-Fenchons an Campher 
erklärt es, warum die Drehungsintensität des 1-Fenchons von mir 
bei seiner Entdeckung etwas niedriger gefunden wurde als die 
von d-Fenchon, während die krystallisierten Derivate in dieser 
Hinsicht vollkommene Uebereinstimmung zeigten. Aus letzteren 
war der Fremdkürper durch Krystallisation eben zu entfernen 
gewesen, aus dem freien Fenchon aber nicht. 

Es entsteht nun natürlich die Frage, ob der 1-Campher schon 
als solcher im Thujaël neben l-Fenchon und ]-Thujon enthalten 
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ist, oder erst durch die Manipulation der Oxydation in das Prä- 
parat hineinkommt.  Ersteres war von vornherein unwahr- 
scheinlich, denn anderenfalls hätte mir bei der neuerlichen ausführ- 
lichen Untersuchung über das Thujon des Thujaÿls (Ann. d. 
Chem. 336, 258), bei welcher die Behandlung der um 209° sieden- 
den Bestandteile des Rohüls mit Semicarbazid eine so wesentliche 
Rolle gespielt hat, das Auftreten von Camphersemicarbazon nicht 
wohl entgehen künnen. Neuerdings angestellte Versuche, bei 
deren Durchführung mir Herr Dr. E. Bücker wieder behülflich 
gewesen ist, haben ferner gezeist, da8 sich auch aus der zwi- 
schen 205—220° siedenden Fraction des Thujaüls (Siedepunkt des 
Camphers 210°) bei directer Behandlung mit Semicarbazid wohl 
Semicarbazon des a-Thujons, nicht aber Camphersemicarbazon ab- 
scheiden läfit. 

Dagegen hat sich die Vermutung bestätigt, da im rohen 
Thujaül Bornevl, bezichungsweise Ester des 1-Borneols 
enthalten sind, wie solche bereits in verschiedenen ätherischen 
Oelen beobachtet wurden (vergl. Gildemeister und Hoffmann, Die 
ätherischen Oele, Seite 206) und daf diese bei der zur Heraus- 
arbeitung des Fenchons notwendigen oder wenigstens bisher ge- 
übten Behandlung des Oels mit Oxydationsmitteln verseift wer- 
den, während gleichzeitig das l-Borncol in l1-Campher übergeht. 

Die zwischen 205 —220° siedende Fraction des Thujaüls wurde 
in einer kupfernen Blase einige Stunden mit Kalilauge gekocht, 
die flüchtigen Bestandteile mit Wasserdampf abgeblasen, der al- 
kalische Rückstand durch Ausäthern von neutralen Producten be- 
freit, dann angesäuert und wieder mit Aether ausgezogen. In 
den Aether gingen organische Säuren vom Geruch hüherer Fett- 
säuren. Damit war der Estergchalt in der betreffenden Thujaül- 
fraction dargetan. Nun wurde ein Teil der mit Wasserdampf 
nach dem Verseifen abgeblasenen Anteile mit Semicarbazid be- 
handelt. Es konnte Thujon-Semicarbazon, nicht aber Campher- 
semicarbazon im Reactionsproduct aufgefunden werden. Nachdem 
jedoch ein anderer Anteil derselben neutralen Fraction einige 
Stunden mit so viel 5°/o-iger Permanganatlüsung durchgeschüttelt 
worden war, da die Rotfirbung bestehen blieb, konnte aus dem 
wiederum mit Wasserdampf abgeblasenen Product nach der Be- 
handlung mit Semicarbazid nunmebr mit leeichtigkeit die 
Bildung von Camphersemicarbazon (Schmelzp. 236°) nachgewiesen 
werden. 

Damit dürfte genügend sicher gestellt sein, daB die Quelle 
für das Auftreten von I-Campher im l-Fenchon aus Thujaël im 
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Vorhandensein von l-Borneolester in diesem Oel zu 
suchen ist. 


5) Ueber Darstellung und Verhalten von 
Methyl(l)-Phenyl(3)-hexen. 


Die Darstellung eines phenylierten Cyklohexens hat Herr 
Kaschinsky auf meine Veranlassung unternommen, um den Ein- 
fluss der Phenylgruppe auf das allgemeine Verhalten der hy- 
drierten cyclischen Verbindungen zu untersuchen und um even- 
tuell einen Weg zur Gewinnung phenylierter Adipinsäuren zu er- 
ôffnen. Ein bequemes Mittel für den Zweck bot die Anwendung 
der Grignardschen Reaction auf das zugängliche 1.3-Methyl- 
hexanon. Aetherische Lüsungen aequimolekularer Mengen von 
BrMgC6Hs und Methylhexanon wurden 1 bis 1'} Stunden er- 
wärmt, nach beendeter Reaction das Product mit Eiswasser durch- 
geschüttelt und mit Essigsäure angesäuert. Die von der wässrigen 
Schicht getrennte ätherische Lüsung wurde über Pottasche ge- 
trocknet und dann der Aether abdestilliert. Der bald erstarrende 
Rückstand wurde durch fractionierte Krystallisation aus Alkohol 
gereinigt. 

Neben Diphenyl und ungesättigten Kohlenwasserstoffen lief 
sich, und zwar als schwerlôslichster Anteil, eine in reinem Zu- 
stand bei 124—125° schmelzende Verbindung isolieren, für welche 
durch die Analyse die Zusammensetzung CisH:7OH ermittelt 
wurde und die auf Grund ihrer Bildungsweise als der Alkohol 


CH: 
| 
CH 
ans 
H:C CH 
| | on 
HO CC 
SZ a CHI 
CH 
angesprochen werden muf. 

Der phenylierte Alkohol ist in organischen Lôüsungsmitteln 
leicht lôslich und mit Wasserdampf flüchtig. Durch Erwärmen 
mit dem doppelten Gewicht Chlorzink bis auf 150° wurde ihm 
Wasser entzogen, das nun entstandene Product mit Wasserdampf 


abdestilliert, über Pottasche getrocknet und im Vacuum fractio- 
niert. 
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Die Hauptfraction ging bei 35"" zwischen 154—155° über. 
Diese dann nochmals über Natrium destillierte Fraction siedete 
bei gewôhnlichem Druck bei 258—260° und zeigte d = 0,960 
bei 22,5°. Die Analyse des Products stimmte auf die Formel 
CisHie. 

Einen Kohlenwasserstoff nicht nur von dieser Zusammen- 
setzung, sondern auch von entsprechendem Bau, hat schon vor 
einiger Zeit auf ganz anderem Wege Knoevenagel erhalten 
(Ann. d. Ch. 303, 263). Er giebt für die Verbindung den Siede- 
punkt 248—252° und d — 0,9581 bei 22° an. 

Aus dem obigen Alkohol kôünnen durch Wasserabspaltung 
zunächst die beiden Kohlenwasserstoffe: 


CH CH: 
“ (n 
CS CH und EC CH: 
F6 C.CcHs He C.CsHs 
Ye 
IE H 


entstehen. Es ist aber auch môüglich, daB eine Bindungsverschie- 
. bung der Doppelbindung nach 1.2 während der Reaction statt- 
findet. 

Um den erhaltenen Kohlenwasserstoff näher zu characteri- 
sieren, wurde er nach dem üblichen Verfahren an Nitrosylchlorid 
addiert. 

Die leicht entstehende Verbindung C13H16. NOCI ist unlôslich 
in Methylalkohol und wurde aus Chloroform unter Zusatz dieses 
Alkohols umkrystallisiert. Das Nitrosochlorid schmolz unter Zer- 
setzung bei 124—1270, 

Zum Zweck der Chlorwasserstoff-Entziehung wurde das Ni- 
trosochlorid mit Natriummethylat erwärmt. Die Reaction ver- 
läuft sehr langsam und es mu bis zu ihrer Beendigung lange 
erwärmt werden. Das bei der Umsetzung erhaltene Product er- 
gab bei der Analyse Zahlen, welche gut für ein O xim CisH14NOH 
stimmten. Es gelang aber nicht, die Verbindung in deutlich kry- 
stallisierter Form zu erhalten, jedoch konnte sie durch fractio- 
niertes Fällen aus methylalkoholischer Lüsung in zwei verschieden 
schmelzende Fractionen zerlegt werden, welche die Schmelzpunkte 
145—149° und 102—106° aufwiesen. Ob man es hier mit stereo- 
isomeren Formen desselben Oxims zu tun hat, oder ob chemisch 
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isomere Verbindungen vorliegen, welche ihre Entstehung dann 
dem Umstand verdanken würden, daB der Ausgangskohlenwasser- 
stoff schon ein Gemenge der erst schon als müglich bezeichneten 
Isomeren vorstellt, das muf noch einer weiteren Untersuchung 
vorbehalten bleiben. 

Bei der Zerlegung des Oxims mittelst verdünnter Schwefel- 
säure wurde ein mit Wasserdampf -sehr schwer flüchtiges, kry- 
stallinisches Keton CisH140 erhalten, das in der Hauptmenge 
bei 41—44°, also auch nicht ganz scharf, schmolz, aber bei der 
Analyse gut stimmende Zahlen lieferte. Das Semicarbazon 
dieses Ketons schmolz bei 177—180°. 

Die Oxydation dieses Ketons führte nicht zu einer pheny- 
lierten Fettsäure, sondern es entstand dabei viel Benzoësäure: 
ein groBer Teil der Verbindung war also nach erfolgter Ring- 
sprengung in einfachere Bestandteile zerfallen. Es läft sich je- 
doch erwarten, dafi, wenn man das Keton erst zu der vollkommen 
gesättigten Verbindung reduciert, es gelingen wird, die Oxydation 
zu einer Säure mit gleichem Kohlenstoffgehalt durchzuführen. 


6) Ueber Bromsubstitutionsproducte des Cyklohexanons 
und Cyklopentanons. 


Brom wirkt sehr energisch auf Cyklohexanon ein und je nach 
den angewandten Versuchsbedingungen entstehen verschiedene 
Producte. Am glattesten verläuft der ProceB, wenn man folgende 
Verhältnisse wählt. 

Je 5 Gramm Cyklohexanon werden in einer Kältemischung 
gut abgeküblt und anfangs langsam, dann schneller 24 Gramm 
Brom in das Keton eingeträufelt, d. i. auf 1 Mol. CsH:0O läft 
man 6 Atome Brom einwirken. Es erfolgt bald eine stürmische 
Entwicklung von Bromwasserstoff, die man zuletzt am besten 
unter Belichtung in directem Sonnenlicht zu Ende gehen läfit. 
Nach einigen Stunden ist der Gefäfinhalt zu einer etwas dunkel 
getfärbten Krystallmasse erstarrt, aus der man anhaftendes Brom 
und Bromwasserstoff durch Waschen mit etwas Alkohol, dem 
schweflige Säure zugesetzt ist, entfernt. Das abgeprefite Product 
wird aus wenig Essigester umkrystallisiert, in grofien farblosen 
tafelfürmig ausgebildeten bei 119—120° schmelzenden Krystallen 
crhalten. 

Aus den Mutterlaugen krystallisieren etwas niedriger (112 bis 
113°) schmelzende Krystalle aus. 

Die Verbindung erwics sich als ein Tetrabromid CH6Bra0 
oder CsHsBraO, obgleich nur 3 Molcküle Brom zu ibhrer Bildung 
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aufgewendet wurden. Die bei der Reaction auftretende Brom- 
wasserstoffsäure scheint sich demnach bei der Entstehung der 
Substanz zu beteiligen. Man würde das unter der Annahme ver- 
stehen künnen, da das Cyclohexanon in der Enolform, also als 
ungesättigte Verbindung reagiert und als solche bei der Reaction 
freiwerdende Bromwasserstoffsäiure addiert. Das Verhalten des 
Bromids spricht allerdings mehr für die Formel C6H6Br40. 

Erhitzt man nämlich die reine Verbindung im offenen Gefäf 
auf 120—130°, so entweicht stürmisch Bromwasserstoffgas. Läft 
man die Reaction müglichst vollständig zu Ende gehen, so hinter- 
bleibt ein beim Abkühlen nach einiger Zeit erstarrendes Oel. Die 
durch Destillation mit Wasserdampf gereinigte und umkrystalli- 
sierte Verbindung zeigte einen Schmelzpunkt von 55—56°, einen 
Bromgehalt von 63,24°/, Br und erwies sich identisch mit dem 
Bibromphenol 

OH 


Br r 


Dieser Abbau des Cyklohexanons zu einem Phenol kann also 
als eine gewisse Umkehr der Sebatier’schen Reaction betrachtet 
werden, mittelst derer man vom Phenol zu dem vüllig hydrierten 
Keton gelangen kann. 


Wenn man die Erwärmung des Hexanontetrabromids eher 
unterbricht als die Bromwasserstoff-Entwickelung vüllig aufgehôrt 
hat, so kann man die Bildung von zwei gut characterisierten 
Zwischenproducten beobachten, die neben Bromphenol auftreten 
und von diesem durch ihre Unlôslichkeit in Natronlauge getrennt 
werden künnen. Das eine dieser Producte läfit sich aus Alkohol 
leicht umkrystallisieren und wird aus diesem Lüsungsmittel in 
durchsichtigen, bei 72—74° schmelzenden Prismen erhalten, deren 
Bromgehalt zu 71,97°% ermittelt wurde. Ein Tribromid 
C6H:5OBrs würde 72,07 °/o Brom verlangen. Wird dieses Tribromid 
für sich erhitzt, so erhält man ebenfalls 2,6 Bibromphenol. 

Das zweite Nebenproduct, dessen Auftreten mit dem Tri- 
bromid stets gleichzeitig beobachtet wurde, ist durch seine grofe 
Schwerlüslichkeit in Alkohol ausgezeichnet. Es gelang aber, diese 
Substanz aus heifem Eisessig zu krystallisieren, aus dem sie in 
Form kleiner Nädelchen herauskommt, welche bei 189—193° 
schmelzen. Müglicher Weise hat man es hier mit einer Verbin- 
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dung zu tun, welche durch Zusammentritt zweier Moleküle ent- 
standen ist. 

In ganz anderem Sinne, wie beim trockenen Erhitzen, wird 
das Tetrabromcyklohexanon verändert, wenn die Substanz in fein 
verteiltem Zustande mit Natronlauge digeriert wird. Sie geht 
dabei unter spontaner Erwärmung und schwacher Braunfärbung 
in Lôsung. Phenolartige Zersetzungsproducte treten dabei aber 
hôchstens spurenweise auf. Als Hauptproduct der Reaction finden 
sich schlecht characterisierte Verbindungen von saurer Beschaffen- 
heit vor, die ihre Entstehung unzweïfelhaft einer vorangegangenen 
Ringsprengung der cyclischen Verbindung verdanken dürften. 


Das Cyklopentanon reagiert mit Brom unter den ange- 
gebenen Bedingungen genau wie das Hexanon. Anwendung 
von 3 Mol. Brom führt auch hier zu einem in grofen durch- 
sichtigen Prismen krystallisierenden Tetrabromid vom Schmelz- 
punkt 101—102°. Beim Erhitzen für sich liefert dies Bromid ein 
mit Wasserdampf schwer flüchtiges Oel, das durch Natronlauge 
unter starker Violett- oder Grünfärbung in Lôsung gebracht 
werden kann. Das Tetrabromid selbst wird durch Natronlauge 
gleichfalls unter Entstehung tief gefärbter Lôsungen verändert. 

Bei der Untersuchung der besprochenen Bromverbindungen 
ist mir Herr Dr. Adolf Kempe in dankenswerter Weise zur 
Hand gegangen. 


Ueber Wirkungen des Gebirgsdruckes im Unter- 
grunde in tiefen Salzbergwerken. 


Von 
À. von Koenen. 
Hierzu ? Tafeln. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Januar 1905. 


Seit etwa 20 Jahren habe ich in einer Reïhe von Aufsätzen, 
welche grôBtentheils im Jahrbuche der Kegl. PreuBischen Geologi- 
schen Landes-Anstalt in Berlin verôffentlicht sind, das Verhalten 
der Dislokationen oder Schichtenstôrungen im nordwestlichen 
Deutschland geschildert, wie es an der Tagesoberfläche eben in 
Erscheinung tritt, die Richtungen, welche sie hauptsächlich ein- 
nehmen, die Zeiten ihrer Entstehung und ihre Wirkung auf die 
Gebirgsbildung, sowie endlich ïihre Erstreckung über grôfere 
Landflächen; diese letzten Punkte habe ich auch in einer kurzen 
Mittheïlung in den Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaft 1886 Nr. 6 S. 196 zusammengefafit, habe aber in diesen Auf- 
sätzen vermieden, auf das Verhalten der Stôrungen im Untergrunde 
weiter einzugehen, da hierfür thatsächliche Beobachtungen fast 
gar nicht vorlagen. Inzwischen sind nun durch verschiedene 
Bergbau-Unternehmungen auf Kalisalze Aufschlüsse bis zu be- 
deutender Tiefe hergestellt worden, welche ich genauer verfolgen 
konnte und jetzt schildern môchte, soweit ich dazu Ermächtigung 
habe, da sie grüBeres Interesse darbieten. 


Im Jahre 1895 wurde nôrdlich von Klein-Freden, gegen 200 m 
ôüstlich der Bahnlinie nach Alfeld, in der Leinethal-Antiklinale ein 
Bohrloch abgeteuft auf einem gegen 20m hohen Buntsandstein- 
Rücken, welcher sich nach Süden allmäblich senkt und gegen die 
Nordwest-Südost laufenden Bergzüge der Gegend auffällig diver- 
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girt, und auch der Buntsandstein desselben nimmt ein südliches 
Streichen und ôstliches Einfallen an. 

Ein Profil des Bohrloches verüffentlichte Kloos in einem Auf- 
satze ,die tektonischen Verhältnisse des norddeutschen Schollen- 
gebirges auf Grund der neuesten Tiefbohrungen im Leiïnethal und 
bei Hannover“), indem er angab, daB unter 173 m Buntsandstein 
und 112m Gyps, Anhydrit und Salzthon bis zu 718m Tiefe 
jüngeres Steinsalz und bis zu 1000 m älteres Steinsalz angetroffen 
worden wären mit einem Einfallen von 45 bis 50 Grad, soweit 
solches an den Bohrkernen zu ermitteln gewesen wäre, im jüngeren 
Steinsalz aber neben schwächeren Einlagerungen solche von 25,5m, 
resp. 32m und 12,5 m von Carnallit, sowie von 28,5 resp. 20,5 m 
Salzthon. | 

Etwa 1200m südôstlich von diesem Bohrloch, an der StraBe 
nach Winzenburg, am ÉEingange des Waldes wurde dann von 
Seiten der preufischen Bergbehôürde ein Bohrloch niedergebracht, 
welches folgende Schichten mit ca. 60 Grad Einfallen antraf: 


Unterer Buntsandstein. . . . . . . . bis 428,30m 


Rothe Schieferthone mit Gyps . » 499,60m 
Rother und blauer Thon . » D40,—m 
Anhydrit mit Steinsalz » 047,50m 
Rothe Letten mit Steinsalz » D81,—m 
Steinsalz mit Thon . sc NE PAROI 
Steinsalz, oben und unten mit Anhydrit . , 675,60 m 
Rôthliches und weifes Steinsalz » 832,—m 
Anhydrit » 914,30m 
Grauer Thon » 91844m 
Carnallit . » 932,—m 
Aelteres Steinsalz » 1131,50 m. 


Dieses Profil ist jedenfalls von dem von Kloos mitgetheilten 
gänzlich verschieden, aber von dem letzteren weicht auch das 
Profil erheblich ab, welches Kloos nach einem von der Gewerk- 
schaft Hohenzollern 1899 ausgegebenen Berichte später aufstellte, 
und welches in ,Deutschlands Kali-Industrie“ Nr. 30 vom 
20. August 1899 verüffentlicht wurde; hier wurden 5 Kalisalzlager 
und 3 Salzthonmassen aufgefübrt. 

Ganz andere Aufschlüsse ergab aber der Schacht, welcher 
dann, mit dem Bohrloch in der Mitte, abgeteuft wurde, nämlich: 


1) Festschrift der Herzoglichen technischen Hochschule in Braunschweig für 
die 69. Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte, 1897, 
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Ponts to LUE SELON: bis 109 ni 
Lette QYpS ME El, FATAL ES 145 m 
Éyparand ARhy ARE en RAR AS 106% mi 


Salzthon (sogenannter) FN RE O7 Lt 
»Salzthon“ mit Gyps, unten Anhydrit , 283 m. 

Alles mit ,bedeutenden Spuren von Druckverhältnissen‘. Dann 
folgte steil aufgerichtetes jüngeres Steinsalz, nach unten mit un- 
regelmäfiigen Streifen von Kalisalzen, welche allmählich etwas 
zahlreicher und bis zu 2 m dick wurden und sich wiederholt nach 
Westen ausbogen. In solchen steil stehenden Streifen hatte aber 
das Bohrloch die scheinbar so mächtigen Carnallit-Lager durch- 
bohrt. Dazwischen lagen dann ebenso unregelmäfige, annähernd 
parallele, als Salzthon bezeichnete Streifen, und Querschläge, 
welche vom Schachte aus bei 470 m, 520 m, 540 m, 580 m, 620 m 
und 680 m Tiefe, sowie später bei 700 m Tiefe nach Osten in das 
Hangende, bei 540 m auch in das Liegende getrieben wurden, er- 
gaben kein günstigeres Resultat, und auch das Abteufen des 
Schachtes bis zu 720m Tiefe war vergeblich. 

Ein ,Kontroll“-Bohrloch, welches 125m westlich von dem 
Schacht angesetzt wurde, traf aber an: 


Lehm und Gerülle . . . . bis 9m 
Zecbstemdolomit... 11." ,..20m 
Rother Thon : » 30m 
Unterer Buntsandstein . » 1èm 
LYDR er: nu JS IN 
Rother Thon Er sr 02m 
Dunkler Zechsteindolomit. . , 111m 
Rother Thon 2. L10:m 
ONDES EE » 14m 
Rother Thon » 149m 
Unterer Buntsandstein . » 240m 
Anhydrit. » 2b2m 


Der rothe Thon wurde als Spalten-Ausfüllung gedeutet; der 
Zechsteindolomit war, soweit ich noch Proben davon gesehen habe, 
sehr stark zerstückelt, und die Lücken mit sekundär gebildetem 
Gyps erfüllt; das Einfallen war jedenfalls sehr steil. Dieses 
Bobrloch steht aber sehr nahe der Antiklinal-Linie, in welcher in 
Freden selbst marines Ober-Oligocän und miocäne Quarzsande, 
aber nordwestlich davon, am Leineufer, Schichten der Unteren 
Kreide wie Hilsthon, Hilssandstein und Flammenmergel eingesunken 
liegen. 

9 » 
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Der angebliche Salzthon des Schachtes erwies sich nun bei 
näherer Untersuchung als ein Gemenge von Salz und Gyps mit 
Buntsandstein und Schieferbrocken bis zu Kopfgrôfe, ein wabres 
Reïbungskonglomerat, welches auf eine Aufschiebung oder Ueber- 
schiebung von Buntsandstein und dessen Unterlage über das Stein- 
salz und Kalisalz schlieBen lieB, wie eine solche auch durch den 
zweimaligen Wechsel von Zechsteir und Buntsandstein in dem 
Kontrollbohrloch dargethan wurde; die unregelmäfigen Bänder 
von Steinsalz und Kalisalzen dazwischen konnten aber füglich 
auch nur durch eine Auswalzung hervorgebracht sein, deren Ur- 
sache in einer Stauchung im Untergrunde der Antiklinale zu 
suchen war. Auch im untersten Theile des Schachtes steht noch 
ein solches Konglomerat an, ist aber auf dem Profil Tafel I nicht 
angegeben. Um daher das Kalisalzlager auszurichten, welches mit 
dem fiskalischen Bohrloche angetroffen worden war, wurden Quer- 
schläge in das Hangende auf der 700m und der 680 m Sohle, 
später auch auf hôheren Sohlen aufgefahren, und zwar zunächst, 
da die Schichten nach Osten einfielen, auf ca. 60m Länge nach 
Osten, alsdann, da sich das Schichtenstreichen änderte, nach Nord- 
osten. | 

Mit dem untersten Querschlage wurde dann bei ca. 50m vom 
Schacht massives Steinsalz angefahren, mit den hôheren in ent- 
sprechend geringerer Entfernung, meistens mit eigenthümlicher, 
fast Gneif-artigen Druckschieferung, und bei ca. 140m vom 
Schachte folgten dann wieder ein Paar unregelmäfBige, bis über 
8 m dicke, ausgewalzte Lagen von Kalisalzen und Steinsalz, aber 
ohne Buntsandsteinbrocken, so da hier nur eine Ueberschiebung 
von älterem Steinsalz über Kalisalz vorlag. 

Dann folgte wieder älteres Steinsalz, im 700 m-Soblen - Quer- 
schlage bis zu 247 m vom Schacht, in dem 680 m-Querschlage bis 
207,5 m, auf der 620 m-Soble bis 172,5 m und auf der 600 m-Sohle 
bis 156 m vom Schacht, und dahinter Carnallit mit ca. 60 Grad 
einfallend; durch Ueberbrechen wurde dann festgestellt, daf es 
sich um ein zusammenhängendes Kalisalzlager handelt, über 
welchem normal einige Meter echter Salzthon und dann fester 
Anhydrit folgen. 

Recht oft ist die Lagerung aber einigermañen gestôrt, be- 
sonders durch schwebende oder annähernd streichende Stôrungen 
und Verdrückungen, welche gewühnlich mit Anschwellungen der 
Mächtigkeit des Kalisalzlagers wechseln, indem eine jede, wenn 
auch geringfügige Aenderung im Streichen oder Einfallen in 
der Regel von einer Aenderung der Mächtigkeit begleitet wird, 
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Stellenweise ist diese fast auf Null reducirt und schwillt dafür 
auch wieder auf über 30m oder selbst 75m vom Hangenden zum 
Liegenden an, ohne daf im Steinsalz oder Kalisalz Verwerfungen 
scharf und deutlich hervortreten. Die ganze Lagerung wird durch 
das Profil auf Tafel I anschaulich gemacht, welches durch den 
Schacht nach Nordosten gerichtet ist. 

Sehr mannigfaltig und weiïitgehend waren die Stôrungen aber 
zum Theil auf der 680 m-Sohle und besonders auf der 700 m-Sohle, 
auf welchen das Kalisalzlager zuerst angefahren wurde, und zwar 
gleich mit einer flach einfallenden Verwerfung, welche eine 
S-fürmige Schleife des Lagers hervorgebracht hatte, doch so, daB der 
hangende Anbhydrit auch z. Th. im Liegenden der Kalisalze auftrat, 
und daf in diesen einzelne eckige, grüBere und kleinere Anhydrit- 
blôcke steckten. Der Salzthon fehlte unter dem Anhydrit, und 
dieser war zum Theil plattig, GneiB-artig, und enthielt Carnallit 
in dünnen, unregelmäfigen Streifen. Augenscheinlich ist hier das 
nordôüstliche Kalisalz nebst Anhydrit über das von oben bis hier- 
her reichende Kalisalz nebst Anhydrit übergeschoben, und dieses 
gleichzeitig gestaucht und gefaltet. 

Die streichende Grundstrecke traf 90 m südôstlich vom Quer- 
schlage der 680 m-Sohle auf einen Querbruch, an welchem sich 
Salzthon mit nordôstlichem Streichen zwischen die Unterfläche des 
Anhydrits und des nach derselben Richtung sich umbiegende Kali- 
salzlager legte. Der Anhydrit ist hier um etwa 60m in das 
Hangende verschoben, und der Carnallit erreicht eine sehr be- 
deutende Mächtigkeit. Auf den anderen Sohlen findet sich eine 
so bedeutende Verwerfung nicht, so da die Lagerung im Wesent- 
lichen folgendermafen aufzufassen ist : 

Der Anhydrit, das festeste Gestein, ist durch den Druck bei 
Auffaltung der Schichten in grôBere und kleinere Schollen und 
Blôcke zerlegt, von welchen das plastische Salz und zwar zunächst 
die Kalisalze geprefit wurden, so dafi sie von manchen Stellen 
fortgedrückt wurden und an anderen um so grôfiere Mächtigkeit 
erhielten, daB sie gelegentliche Spalten und Klüfte im Anhydrit 
ausfüllten oder isolirte Blücke von solchem umhüllten. 

Wesentlich anders gestalten sich die Erscheinungen im Con- 
trollbohrloch, dem Schacht und den südwestlichen Theilen der 
Querschläge. Von den Bohrkernen des Controllbobrloches habe 
ich nur solche von Zechsteindolomit gesehen, nicht aber die mit 
Buntsandstein und mit rothem 'hon (Kluftausfüllung) bezeichneten. 
Immerbin folgt hier über Anhydrit Buntsandstein, dann Gyps, 
Zechstsird-lomit und dann wieder Gyps und Unterer Buntsand- 
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stein, dann wieder Thon und Zechsteindolomit, so daf hier Ueber- 
schiebungen oder widersinnige Verwerfungen vorliegen müssen. 

Die mit dem Schacht und den Querschlägen angetroffenen un- 
regelmäfigen Streifen und Bänder von Reibungsbreccien von Bunt- 
sandstein, Salz, Gyps und Kalisalzen und die ziemlich dünnen und 
ebenfalls unregelmäfigen Lagen von Kalisalzen zwischen dem 
Steinsalz beziehungsweise unter dem älteren Steinsalz kôünnen 
füglich nur als Wirkung einer mit Auswalzung verbundenen 
Ueberschiebung gedeutet werden, nämlich so, da zunächst durch 
Stauchung im Untergrunde der Antiklinale im Leinethale die 
Zechstein- etc. Schichten zu einer steilen Falte aufgeprefit wurden, 
und da dann an dieser Falte die seitliche Fortsetzung der 
Schichten abbrôckelte und an ihr emporgeschoben wurde. Es ent- 
stand hierdurch eine zweite, äuBere Antiklinale, deren Schichten 
freilich allerlei Storungen, Verwerfungen, Verdickungen und Ver- 
drückungen erlitten, aber doch im Wesentlichen im Zusammen- 
hange blieben, wie das oben geschilderte Kalisalzlager von Hohen- 
zollern. Ob das hangende Hartsalzlager auf den oberen Sohlen, 
welches so reich an Langbeïinit ist, von den liegenden, vor- 
zugsweise Carnallit führenden Lagern dem Alter nach verschieden 
ist, läft sich nicht sicher entscheiden, doch ist dies wenigstens 
môglich. 

Auch die reichen Kalisalzlager der Gewerkschaft Hercynia bei 
Vienenburg zeigen ja enormes Anschwellen und dazwischen Ver- 
drückungen, an welchen das Hangende und Liegende sich einander 
nähern, so da sie bei dem Abbau als Sicherheits-Pfeiler dienen 
kôünnen, also für den Bergbau in hohem Grade günstig sind. 

Zum Theil schon während der Auffaltung der Schichten hat 
das Wasser von der Tagesoberfläche Zutritt erlangt, hat Anhydrit 
in Gyps umgesetzt, stellenweise dem Carnallit das Chlormagnesium 
entzogen und somit Sylvin gebildet oder auch wohl gelôüsten Car- 
nallit an anderen Stellen wieder ausgeschieden, jedenfalls aber bis 
zu der Tiefe, in welcher das Wasser cirkuliren konnte, alles Salz, 
auch das Steinsalz aufgelôst. Die Abdichtung gegen das Wasser 
erfolgte dann später durch Schlamm, welcher sich zu Boden setzte, 
gelegentlich auch wohl durch die Volumenzunahme des Anhydrits 
um ca 62 Procent bei der Umwandlung in Gyps, schlieflich 
aber dadurch, daB die unterhôhlten Schichten sich herabsenkten. 
So fällt denn der Untere Buntsandstein bei Freden, am Harliberg 
bei Vienenburg etc. oben und in geringerer Tiefe bei weitem nicht 
80 steil ein, als das darunter anstehende Salzgebirge. 

In der Antiklinallinie waren aber Aufbruch-Spalten ent- 
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standen, in welche jüngere, seiner Zeit im Hangenden noch vor- 
handene Schichten von den Seiten hineinstürzen konnten, so in 
Freden selbst, wie oben erwähnt, Fossil-reiche Mergel des Ober- 
Oligocän und Quarz-Sande des Miocän, und weiïiter nôrdlich am 
Leine-Ufer Thone des Hauterivien, sowie Hilssandstein und Flammen- 
mergel, so da die jüngsten über Tage vorhandenen Schichten an- 
nähernd über den ältesten, im Untergrunde anstehenden liegen. 

Ebenso ist aber auch mit anderen Schächten zunächst Tertiär- 
gebirge und dann in verhältnifmäfig geringer Tiefe das Salz an- 
getroffen worden, so mit dem Schacht der Gewerkschaft Justus I. 
bei Volpriehausen und dem der Gewerkschaft Eime bei Banteln, 
über deren Ergebnisse ich zur Zeit noch nicht berichten kann. 

Im Leinethale findet sich aber auch Lias eingesunken, in 
Gronau anstehend, und wurde auch im Brunnen eines Bahnwärter- 
hauses südlich von Brüggen angetroffen. 


Der Salzgittersche Hôhenzug, dessen südlichster, Goslar zu- 
nächst liegender Theil von Denckmann') untersucht wurde, ver- 
läuft durchschnittlich von Südsüdost nach Nordnordwesten bis in 
die Gegend von Salder, wo er sich scharf nach Westen biegt. 
Seine äuBeren Ränder werden durch eine Antiklinale von Turon- 
und Cenoman-Pläner gebildet, unter welchen nach innen etwas 
unregelmäBig Flammenmergel und Minimus-Thon, Hilssandstein 
(unteres Albien), Thone des Aptien etc. und Eisensteine der Unteren 
Kreide folgen, vielfach steil aufgerichtet und verschoben. 

Unter diesen Kreidebildungen liegen dann regellos in sebr 
verschiedener Ausdehnung und mit verschiedenem Einfallen Schollen 
von Lias, Keuper, Muschelkalk und Buntsandstein. 

Streichende und spieBeckige Verwerfungen sind vielfach nach- 
zuweisen, und Querthäler, wie das bei Dôrnten, sind von Quer- 
Verwerfungen begleitet (vergl. Denckmann), und dies ist nament- 
lich auch an dem Querthal von Salzgitter der Fall, wo der ganze 
Hôhenzug nach Norden hin statt der nordwestlichen Richtung eine 
beinahe nôrdliche einnimmt und zugleich eine weit geringere Breite 
erhält. 

Eine ganze Reïhe von Bohrlôchern in der weiteren Umgebung 
von Salzgitter hatte ebenfalls ergeben, daf die Lagerung der 
Schichten sehr unregelmäfig ist; so hatte ein Bohrloch bei Oth- 
fresen ganz steil stehenden Buntsandstein angetroffen, so daf in 
800 m Tiefe noch dieselbe Schicht anstand, wie über Tage. 


1) Inaugural-Dissertation Gôttingen 1887 und Abhandl. kgl. Geolog. Landes- 
anstalt. Berlin, Band VIII, Heft 1. 
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Bohrloch III S.O. Salzgitter nahe der ,Muttereiche“ hatte 
dagegen bis zu 678 m Tiefe mit ca. 60 Grad einfallenden Gyps- 
keuper durchsunken, während andere Bohrlôcher, welche auf den 
Rath der betreffenden Gutachter im Muschelkalk angesetzt waren, 
wie Bohrloch I und II Salzgitter, in mäfiger Tiefe, bei 330 m 
resp. 375 m Steinsalz, zum Theil mit Anhydrit, und dann an ver- 
schiedenen Stellen auch Sylvinit und Carnallit erbohrt hatten, 
und Bohrloch IL Gitter schliefilich bei 664m Tiefe wieder Unteren 
Buntsandstein mit Rogensteinbänken, mit 63 Grad nach Osten ein- 
fallend. 

Ein Schacht ,Fürst Bismarck“, 600 m südlich Salzgitter, traf. 
bis 102m Tiefe Oberen, bis 195m Mittleren Muschelkalk, mit 
50 Grad einfallend, dann Rôth mit Gyps und Anhydrit, flach ein- 
fallend, bis 252 m, und endlich bis über 800 m tief Steinsalz mit 
einer Anzahl mehr oder minder steil stehender, oft gekrümmter 
Streifen oder Linsen von Kalisalzen. Versuchsstrecken bei 600 m 
Tiefe trafen aber 80 m vom Schacht eine N.N.0. streichende Ver- 
werfung, auf welche Rôth folgte, und auf der 800 m-Sohle wurde 
in mehreren in verschiedenen Richtungen getriebenen Versuchs- 
strecken ebenfalls, meist schon in geringeren Entfernungen vom 
Schacht, das Salz durch Verwerfungen abgeschnitten, welche von 
Süden nach Norden oder auch nach Nordnordwest verliefen; ohne 
Erfolg blieb auch das Verfolgen der dünnen Kalisalz-Streifen im 
Streichen, da sie ganz unregelmäfig waren und sich schlieflich 
auskeilten. Es wurden dann Strecken getrieben nach Bohrloch II 
Salzgitter nach Südosten und nach Bohrloch I Gitter nach West 
bei Süd. 

Die erstere traf zunächst Rôth und ca. 440 m vom Schacht 
mit 65° nach Ostsüdost einfallenden Wellenkalk und 300 m weiter 
hinter einer südnôrdlich laufenden Verwerfung Steinsalz, nahe 
dem Bohrloch mit Streifen von Carnallit, südlich von demselben 
auch einen unregelmäBig, im Horizontalschnitt hufeisenformig ge- 
krümmten Carnallit-Streifen, welcher allerlei Hervorragungen 
zeigte, durchschnittlich 1—1,5m dick war, Steinsalzblôcke ein- 
schlof und nach Süden durch eine Reibungs-Breccie von Steinsalz 
und Thon begrenzt wurde. Nach Westen wurde dann in geringer 
Entfernung Wellenkalk angefahren und ca. 100 m nach Osten hinter 
dem Steinsalz Anhydrit, Dolomit und Gyps. 

Die westliche Strecke traf dagegen ca. 60 m vom Schacht 1m 
Anhydrit und, mit 66° nach Osten einfallend, Rôth, wie Denckmann 
feststellte, auf 176 m Länge, dann hinter einer nordwestlich 
streichenden Verwerfung Lettenschiefer mit Rogensteinbänken 
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(Unteren Buntsandstein) auf 285 m Länge und endlich hinter einer 
westnordwestlichen Verwerfung Wellenkalk, so daB auch diese 
Strecke aufgegeben werden mufte, in der übrigens Salzwasser 
an einzelnen Stellen einsickerte, und auch Grubengas sich ent- 
wickelte. 

Als letzter Versuch wurde dann an dieser Strecke 430 m vom 
Schacht im Buntsandstein ein Gesenk 275 m tief abgeteuft, welches 
also, da der Schacht ca. 175 m über dem Meere angesetzt war, 
bis zu ca. 900 m unter dem Meeresspiegel reichte; es ist dies wohl 
der absolut tiefste Punkt, welcher mit einem Schacht bisher er- 
reicht worden ist. In dem Gesenk wurden bei 75 und 90 m Tiefe 
Verwerfungsklüfte angetroffen, doch fielen die Schichten ziemlich 
gleichmäBig mit ca. 65° nach Osten ein und bestanden meist aus 
Sandstein und Thonen in vielfachem Wechsel, bei 140 m und 175m 
auch aus Rogensteinbänken, die untersten 75 m aber aus Thon mit 
Anhydrit und zuletzt aus Thon mit Gypsknollen, so daB jedenfalls 
die untersten Schichten des Unteren Buntsandstein durchteuft 
wurden. 

Von der Sohle des Gesenkes wurde dann ein Querschlag nach 
Westen in das Liegende getrieben, traf aber schon bei 10 m Länge 
auf eine Verwerfung, dann auf einige Meter stark zerquetschtes 
Steinsalz und graue und rothe Thone, bei 22,5 m mit dunklem, 
dünnschichtigem Anhydrit, und- dann auf recht steil nach Osten 
einfallenden Wellenkalk, von 125 m bis 143,5 m auf graue Mergel 
und Thonerde mit Gyps und Anhydrit, bis 192m auf Breccien 
von Salz, Thon und Anhydrit, bis ca. 317 m auf ziemlich reines 
Steinsalz, welches zuletzt ein mehr südwestliches Einfallen an- 
nahm, so daB bei 291,5 m Länge der Querschlag um 40° mehr nach 
Süden, also südwestlich gerichtet wurde, und dann folgten gegen 
12m Salz mit Thon und Anhydrit und endlich Trochitenkalk und 
Thonplatten bis zu 365 m Länge des Querschlages. Ein Vor- 
bohrloch traf dann auf eine heife Quelle von 46,3° C., welche zu- 
erst gegen 50 Liter ergab, später auf 30 Liter herabging. Da 
das Wasser unter starkem Druck stand, auch nicht weiter an 
Menge abnahm, wurde der Querschlag eingestellt, der ja an und 
für sich wenig Aussicht auf günstigen Erfolg hatte und nur noch 
ein letzter Versuch war vor der endgültigen Einstellung des 
Unternehmens und dem Aufgeben des Schachtes. 

Die heiBe Quelle enthielt aber nach den von Herrn Dr. Günther 
gemachten und mir freundlichst mitgetheilten Untersuchungen: 
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_im Liter: 
am 21. August 1903: am 28. August 1903: 
256,81 g 242,77 g Chlornatrium 
b1,14g 56,30 g Chlorcalcium 
Spuren 12,13 g Chlormagnesium 
2,17 g 2,21 g Chlorkalium 
0,33 g . 0,67g Calciumsulphat. 


Diese starke Zunahme an Chlormagnesium läft vermuthen, 
daf auch Carnallit aufgelôst worden ist. 

Alle mit dem Querschlage durchfahrenen Schichten zeigten 
aber sehr starke Druckwirkungen. Das Salz war ja stellenweise 
rein, aber vielfach mit Brocken und Blôcken anderer Gesteine 
gemengt, so daf ein wahres Reibungs-Konglomerat vorlag. Zu- 
nächst dem Buntsandstein, 10 m von dem Gesenk, enthielt es zahl- 
lose Buntsandsteinbrocken und war durch solche rôthlich gefärbt, 
während es weiterhin, westlich der Wellenkalkmasse, also im Be- 
reiche des Mittleren Muschelkalk, auBer Anhydrit namentlich 
thonige und dolomitische Gesteine in kleineren oder grôBeren 
Schollen enthielt und zum Theil mit dem Haselgebirge des Salz- 
kammergutes grofie Aehnlichkeit zeigte. Sehr auffällig war aber 
dabei, daB die meiïsten der von Herrn Dr. Günther ausgeführten 
Analysen neben Thon auch freie Thonerde (Al?0*) ergaben, ôfters 
in beträchtlicher Menge, ohne daf sich feststellen läft, ob die ver- 
schiedenen Bestandtheiïle der Gesteinsproben als ursprüngliche Be- 
standtheile oder inniges Gemenge anzusehen sind, oder durch den 
Gebirgsdruck zwischen und durch einander geknetet worden sind, 
wie dies bei der sehr verschiedenen Zusammensetzung der Gesteins- 
proben und dem ganzen Vorkommen keineswegs unwahrscheinlich 
ist. So zeigten Gesteinsproben aus verschiedenen Längen des 
Querschlages die darunter angegebene Zusammensetzung: 


und hinter dem Knick bei: 
195 m 13m 825 m  848m 


Chlornatrium . . 2,88g 0,20 g — — 
Chlorkaliam . . . 0,18g — — — 
Thon . . . . . 27,52g 30,24g 1126g 10,64g 
Thonerde . . . . 30,23g 11,06 g 4,— g 1,46g 


Calciumkarbonat . 18,—g 19,25g 15,25g 79,08g 
Magnesiumkarbonat 14,40 g 18,25g 15,47g 6,94 g 
Calciamsulphat . . 6,72g  18,60g 58,29g — 


Der zum Theil recht hohe Gehalt an freier Thonerde war 
besonders auffällig und zunächst vergleichbar dem des Salzthons 
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über den Staffurter etc. Kalisalzlagern, welcher nach den Unter- 
suchungen von Precht zu oberst aus Magnesiumkarbonat besteht, 
darunter aus Thonerde und Magnesiumhydrat, und unten aus An- 
hydrit, so daf wohl der Gedanke auftauchen konnte, daB in dem 
Querschlag Salzthon angefahren worden wäre, und somit die Hoff- 
nung, ein Kalisalzlager zu finden, ein wenig steigen durfte. 

Da aber im Osten Wellenkalk, im Westen Oberer Muschelkalk 
liegt, so ist wohl anzunehmen, da all das Salz, Anhydrit und 
Thon dem Mittleren Muschelkalk zuzurechnen sind, in welchem 
namentlich im Salzschacht bei Erfurt ähnliche plattige Anhydrit- 
Lagen auftreten, während freilich freie Thonerde meines Wissens im 
Mittleren Muschelkalk noch nicht nachgewiesen worden ist. Es sei 
hier aber hervorgehoben, daf die Schichten in dem letzten Theile 
des Querschlages dasselbe Streichen und Einfallen angenommen 
hatten, wie der über Tage anstehende Südwestflügel des Salz- 
gitterer Kreide-Sattels, so daB auch gehofft werden durfte, daf 
der Querschlag aus dem Bereich der eigentlichen Sattelbrüche und 
der Stürungen des Salzgitterer Querthales heraus wäre. Besonders 
stark traten aber die Druckwirkungen im Bereiche des Wellen- 
kalks hervor. Die unteren Grenzschichten gegen den Rôth lieBen 
sich nicht nachweisen, wie ja auch von dem ganzen Rôth nur 
wenige Meter durchfahren wurden, aber der ganze übrige Wellen- 
kalk war derartig zerquetscht, daB er grüBtentheils aus unebenen 
Platten bestand, welche mehr oder minder deutliche Harnische 
oder Rutschflächen trugen und durch fein zerriebenes Gesteins- 
Material von einander getrennt wurden, sofern nicht mit Gyps 
oder Steinsalz etc. ausgefüllte Spalten oder Klüfte hindurchsetzten. 

Dazwischen fanden sich aber auch ganz verruschelte Massen, 
wie solche bei uns sonst besonders in paläozoischen Schichten des 
Harz und des rheinischen Schiefergebirges vorkommen, bei welchen 
freilich Quarz die einzelnen Brocken und Schollen verkittet an 

Stelle von Gyps und Salz, wie in dem Querschlage. 
| Die Zonen der Oolithbänke und der Werksteinbänke waren 
daher nicht mit Sicherheit zu erkennen, dagegen trat an der 
oberen Grenze des Wellenkalks unzweifelhafter Schaumkalk auf, 
freilich auch nur in ganz unregelmäfigen Stücken und Blôcken, 
welche auBen Rutschflächen, innen allerlei zum Theïl mit Gyps etc. 
ausgefüllte Ablôüsungen oder Spalten zeigen und von Gesteins- 
mehl umgeben waren, aber eben aus Schaumkalk bestehen und 
Myophoria orbicularis, M. laevigata und andere Arten mit in 
Kalkspath verwandelter Schale enthalten. Der Schaumkalk ist 
im Uebrigen hellgrau und enthält zahllose Poren, aber keine Oolith- 
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kôrnchen mebr, durch deren Zersetzung und Auflôsung doch wohl 
die Roren entstanden sein dürften. 

Das Ende des Querschlages liegt annähernd unter dem Fahr- 
wege, welcher von dem nordôstlichen Ausgange des Dorfes Gitter- 
am-Berge nach Liebenburg führt. 

Da in dem Querschlage ungeachtet der kräftigsten Luft- 
zuführung und zugleich Absaugung die Temperatur der Luft gegen 
42 Grad C. betrug, zuletzt sogar noch mehr, so war es mir nicht 
môglich, mich dort auch nur ein wenig länger aufzuhalten um 
Profile aufzunehmen oder speciellere Beobachtungen zu machen. 
Es ist daher besonders erfreulich, da es Herrn Dr. Günther gelang, 
an verschiedenen Stellen mit Hilfe von Blitzlicht photographische 
Aufnahmen zu machen, welche ein Bild von der gewaltigen Zer- 
trümmerung und Durcheinander -Schiebung der Schichten geben. 

Zahlreiche Messungen der Temperatur des Gesteins lieferten 
aber derartig verschiedene Zahlen, da man nur annehmen kann, 
da dabei Irrthümer vorgefallen sind, indem entweder der damit 
beauftragte Unterbeamte die Grade nicht richtig abgelesen be- 
ziehungsweise notirt hat, oder in unmittelbar vorher gebohrten 
Bohrlôchern gemessen hat, deren Wandungen durch das trockne 
Bohren erhitzt waren, so daf bis zu 62° C. gefunden wurde und 
zwar schon in dem Buntsandstein des Gesenkes. Spätere Messungen 
in dem Querschlage ergaben nach den freundlichen Mittheilungen des 
Herrn Direktor Pillegard bei 74m Länge des Querschlages 499 C., 
bei 94m 56°, bei 100 m 53°, bei 125 m B2,5°, bei 137 m 53,89, bei 
165 m 50,2°, bei 208 m 53,1°, bei 222 m 47°, und durchweg war die 
Temperatur des Gresteins für die Rückseite der Hand empfndlich 
zu hoch. 

Sehr auffällig ist dabei aber die Beobachtung, daf die Gesteins- 
Temperatur im Querschlage um einige Grade niedriger war, sobald 
er im Steinsalz stand; es kônnte dies damit erklärt werden, daB 
das weniger dichte Steinsalz eine geringere Wärme-Capacität besitzt, 
also sich schneller abkühlen mu, doch müfite dies einigermafen 
dadurch ausgeglichen werden, daB es diatherman ist. Ich môchte 
aber glauben, daf hierbei die Pressung, Zerdrückung und Reïbung : 
wesentlich in Betracht kommt, die in dem plastischen Salz jeden- 
falls bedeutend weniger Wärme hervorgebracht hat, als in den 
Kalken etc., wie dies ja auch nach den Ergebnissen der bekannten, 
von Mallet angestellten Versuche anzunehmen ist. Es würde 
dadurch aber auch erklärlich oder glaubhaft werden, daB in dem 
Bantsandstein des Gesenkes, so nahe einer Hauptverwerfung, die 
Temperatur thatsächlich hüher gewesen wäre, als selbst 100m tiefer. 
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Es würde daraus aber auch folgen, da8 für die Wärme-Zunahme 
im Erdinnern die erwähnten Temperaturmessungen brauchbare 
Zahlen nicht ergeben, und dies künnte füglich auch mit ungewühn- 
lichen, von anderen Autoren mitgetheilten Daten der Fall sein. 
Es sei aber bei dieser Gelegenheit bemerkt, da auf dem Quer- 
schlage der 700 m-Sohle von Hohenzollern bei Freden zahlreiche 
Temperaturmessungen im Steinsalz von 147,5 bis zu 226 m Ent- 
fernung vom Schacht gemacht worden sind, von welchen 6 gerade 
36° C. ergaben, 8:36,2°; 2:86,4; 1 :36,5°; 1:36,8°, dagegen eine 
35,92; 4:35,8; 1:3b,6°; 1:35,5° und die beiden letzten nur 35°, 
so daf der Durchschnitt ziemlich genau 36° beträgt, oder ein klein 
wenig darüber, falls man die beiden letzten Messungen als zu weit 
abweichend und vielleicht ungenau ausscheiden will, jedenfalls er- 
gaben aber 19 von 27 Messungen zwischen 35,8 und 36,2° C. 
Eine gewaltige Verschiebung in der Antiklinallinie wurde in 
der schon oben erwähnten Grube des Kaliwerkes Hercynia bei 
Vienenburg 1894 durch einen Querschlag in das Liegende auf der 
300 m-Sohle nachgewiesen, welcher getrieben wurde, um wo môüglich 
den Gegenflügel des so überaus reichen Kalisalzlagers aufzuschlieBen, 
aber unter dem Steinsalz ein kurzes Gewülbe von rothem Thon 
und dann als Gegenflügel, beziehungsweise mit entgegengesetztem 
Einfallen, eine Reibungs - Breccie und plattigen, unteren Muschel- 
kalk antraf; dieser enthielt Pecten discites, Myophoria-Arten etc. 
und gehôrte anscheinend dem Schaumkalk-Horizont an. Die 
Reïbungsbreccie bestand aber aus vollständig zu Brocken und Grus 
zermalmtem Muschelkalk und dunklem, dazwischen gepreftem Thon, 
der sicher nicht als Rôth-Thon anzusehen ist, sondern als Thon 
der Unteren Kreide, da ein anderer Querschlag in das Liegende 
auf der 330 m-Sohle dunkle Thone mit Exogyra Couloni, Panopaea 
sp., und Steinkerne von Pleurotomaria und Aporrhaïs cf. bicari- 
nata Desh. traf, Thone, die wohl dem Barrêmien angehôüren dürften. 


Der Schacht des Kaliwerkes Justus I bei Volpriehausen 
(zwischen Northeim und Uslar) durchteufte bedeutende Stôrungen 
und traf zunächst Tertiärsande, welche in einer Ecke des Schachtes 
bis zu 30 m Tiefe hinabreichten. Dann folgte Buntsandstein bis zu 
261 m, aber ich sah selbst noch bei 180 m Tiefe ganz grobkôürnigen 
Sandstein, ferner: 


Rother Thon. . . DU. TN RS DIS OL 
Gyps, Anhydrit und Thon . PUS Ci late, W'O00.M 
Oberes Steinsalz . . FA (16406:m 


Anhydrit, dessen Oberfläche its ca. 5° einfiel ,} 466m 
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während die Unterseite nur mit knapp 10° geneigt ist. Dann 
folgte ca. 6 m mächtiger Salzthon, 5m Hartsalz, 16m Steinsalz, 
5m Hartsalz mit ca. 45° einfallend, 15m Steinsalz, 4m Hartsalz 
(mit 10° in der entgegengesetzten Richtung einfallend) und endlich 
Steinsalz bis zur Sohle des Schachtes bei 550Om Tiefe. 

Das Salz bildet unter dem Anhydrit im Grofen und Ganzen 
ein Gewôülbe und senkt sich nach Osten ziemlich gleichmäfig auf 
über 200 m mit ca. 15 bis 25°, und erst in der Nähe der Feldes- 
grenze allmählich oder z. Th. sprungartig stärker. Ueber dem 
Steinsalz folgt dort das Hartsalz gegen 3m mächtig und dann 
Salzthon; dieser ist aber gewôhnlich sehr schiefrig oder in dünne, 
dunkle Blättchen zerlegt, zwischen welchen helle Kôürner oder 
kleine Linsen von Kalisalzen liegen, so da das Ganze dann ein 
GneiB-artiges Aussehen bekommt, aber leider sehr schnell Feuch- 
tigkeit aufnimmt und in kurzer Zeit zu einer schlammigen Masse 
zerfällt. 

Vom Schacht nach Westen verdünnt sich dieses obere Kali- 
salzlager schnell; das zweïite, mit ca. 45° nach Osten einfallende 
Lager des Schachtes hebt sich dafür hôher heraus, nimmt erheblich 
an Mächtigkeit zu, biegt sich allmählich flacher und senkt sich 
endlich um dann zu verschwinden !), wie dies das Profil CD zeigt. 
Etwa 60 m nach Süden ist die doppelte Krümmung dieser Kali- 
salzmasse beträchtlich stärker geworden, (siehe Profil AB) und 
bat unten noch eine Fortsetzung erhalten, die Mächtigkeit des 
Kalisalzes ist aber gerade an den Krümmungen wesentlich grôBer 
geworden oder geblieben. Dieses Profil ist um 20° gegen das erste 
gedreht und zeigt noch deutlicher die Richtung des oberen Endes 
nach Westen und unten, des unteren nach Osten und, noch steiler, 
nach unten. 

Das Profil LM ist um b° gegen AB gedreht und um 15° 
gegen CD und liegt gegen 40m nôrdlich vom Schachte; es zeigt 


1) Von der Direktion der Gewerkschaft Justus I wurden mir freundlichst 
die auf Tafel II abgebildeten Profile mitgetheilt, deren Lage aus den Lageplan 
auf Tafel I ersichtlich ist. Auffälliger Weise sind sie von Norden resp. von Nord- 
osten gesehen, umgekehrt, wie sonst gewôhnlich. Leider waren sie überhôht (2:1) 
gezeichnet, so daB ich sic umzeichnen lassen mufte, und hicrbei sind jedenfalls 
einzelne Verzerrungen entstanden, welche indessen wohl für die Anschauung und 
das Verständni8 der Lagerung der Schichten ohne groBen Belang sind. Es mus 
aber hervorgchoben werden, da8 bei dem Bergbau dünne, unbauwürdige Mittel im 
Allgemeinen nicht weiter verfolgt werden, so daB das auf den Profilen zum Theil 
angegebene vollständige Auskcilen des Kalisalzlagers mitunter nur eine starke 
Verdrückung ist, oder auch wohl einem ,ausgewalzten Mittelschenkel“ im Sinne 
von Albert Ileim entspricht. 


, 
.? 
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Nichts mehr von den beiden nach unten gerichteten Enden, sondern 
eine bis über 25 m mächtige, im Querschnitt Trog-fôrmige Kali- 
salzmasse, deren Oberfläche und dünne Enden dem darüber an- 
stehenden Kalisalzlager annähernd parallel liegen, und welche nach 
Osten in 3 Spitzen ausläuft, indem sich hier Steinsalz zwischen- 
schiebt. Diese Spitzen und Einschiebungen werden auf dem 40 m 
weiter nürdlich liegenden und um 15° gegen LM weiter gedrehten 
Profile EF wesentlich länger, ebenso wie auf dem Profile GH, 
welches noch ca. 60m weiter nach Nordwesten und um 25° gegen 
EF gedreht ist, während das untere Band dieser Masse sich ganz 
von ïbhr abgelôst hat, sich weiter nach Osten zieht und steiler 
stellt, annähernd ebenso wie das lange, nach Westen folgende 
Band, welches schlieflich sehr deutlich als Gegenflügel zu dem 
obersten Lager des Schachtes erscheint. 

Es nimmt aber bis zu den Profilen LM und CD eine sehr 
starke Einbuchtung nach Osten an, welche gegen 140m vom 
Schachte entfernt bleibt und auch im Profil A B noch sichtbar 
ist; zwischen diesen beiden Flügeln liegen also die Kalisalze, deren 
Lagerung und Verhalten oben kurz beschrieben wurde, und die 
nur theilweise von meist wohl nur wenig mächtigem Salzthon be- 
gleitet werden, während über, beziehungsweise auf der Aufen- 
seite der beiden Flügel wohl fast überall Salzthon liegt, und 
darüber durch den Schacht und die Bohrlôcher auch Anhydrit 
nachgewiesen wurde, mindestens im Schachte freilich nicht in 
regelmäBiger Lagerung. 

Natürlich sind durch die verschiedenen Versuchsstrecken auch 
eine ganze Reïhe von Stôrungen in kleinem und kleinstem Ma8- 
stabe aufgeschlossen worden, wie Wurm-artige Krümmungen oder 
kurze Schleifen, welche in dem rôthlich und weif gebändertem 
Salz sehr schôn hervortraten, oder dünne, ausgewalzte Streifen 
von Salzthon, welche ganz ähnlich in einzelne Stücke zerlegt waren, 
wie etwa die bekannten Belemniten der Alpen; endlich wurden 
auch wirkliche Verwerfungen angefahren, welche mit sekundär 
oder neugebildeten Salzen ausgefüllt waren. 

Wenn man sich nun ein Bild von der Entstehung der doch 
recht verwickelten und unregelmäfigen Lagerung machen will, so 
ist zunächst zu bemerken, daf nach Allem, was von anderen Kali- 
salzbergwerken bekannt ist, nicht wohl angenommen werden kann, 
daB Hartsalzlager verschiedenen Alters hier vorhanden sind, daf 
also alle die in der Grube Justus I in Streifen, Lagen und Mulden 
angetroffenen Hartsalze ursprünglich gleichaltrig sein dürften, also 
aus einem und demselben Kalisalzlager stammen und später in 
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ihre jetzige Lage gebracht worden sind und zwar durch gewaltige 
Pressungen. 

An der Tagesoberfläche bilden nun die Buntsandsteinschichten 
im GroBen und Ganzen eine flache Antiklinale und fallen nament- 
lich im Osten, von der Feldesgrenze des Kaliwerkes an, ziemlich 
gleichmäBig mit ca. 12° nach Osten oder Ostnordosten ein. 

An dieser Feldesgrenze gegen ‘den Staatswald müssen nun 
so ziemlich die untersten Schichten des Mittleren Buntsandstein 
anstehen, so daB nach Westen hin bald Unterer Buntsandstein zu 
Tage treten müfte, doch setzt hier eine weithin zu verfolgende 
Verwerfung hindurch, welche schon von Graul in seiner Disser- 
tation‘) geschildert wurde, und es folgen von hier bis zu dem 
Schachte von Justus I und weit darüber hinaus Buntsandsteinmassen 
mit recht verschiedenem Eiïnfallen, welche mindestens theilweise, 
wenn nicht alle, auch noch dem Mittleren Buntsandstein angehôren. 
Mittlerer Buntsandstein fand sich aber, wie erwähnt, im Schacht 
selbst noch bei 180m Tiefe, so da darunter hôchstens noch 81m 
Unterer Buntsandstein vorhanden sein kônnten, während dieser 
sonst in der ganzen Gegend wohl über 300 m mächtig ist. 

In der Umgebung des Schachtes und namentlich weit nach 
Norden hin liegen aber zwischen den Buntsandstein-Schollen häufig 
miocäne Quarzsande, z. Th. mit Quarziten, und auch marines Ober- 
oligocän, das mit wohlerhaltenen Fossilien in einem Brunnen und 
in einem Bohrloche angetroffen worden ist. 

Die Entstehung dieser Stôrungszone ist nun wohl so zu er- 
klären, daB bei der Schichtenfaltung, der Bildung der Antiklinale, 
die Schichten im tiefen Untergrunde gestaucht und somit verdickt 
wurden, und daB namentlich das plastische Steinsalz dadurch 
emporgepreft wurde. 

Ich verweise hierbei nur auf die hochinteressanten Versuche 
von F. Rinne*), welcher bei einem Druck von 2000 kg/qem eine 
sebr weitgehende Umformung von Steinsalz- und Sylvin-Spaltungs- 
stücken erzielte bei unverändertem Zusammenhang und optischem 
Verhalten. 

Das Steinsalz wich dem Druck dann nach den Stellen hin aus, 
an welchen es den geringsten Widerstand fand, vielleicht zu 
verschiedenen Zeiten nach verschiedenen Seiten, wurde besonders 


1) Die tertiären Ablagerungen des Solling. Gôttingen 1885 u. Neues Jahr- 
buch f. Mineralogie 1885 I. 

2) Plastische Umformung von Steinsalz und Sylvin unter allseitigem Druck, 
(Neues Jahrbuch f. Mineralogie 1904 I, S. 114.) 
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in seinem oberen Theile ausgewalzt und mit ïihm das darüber 
folgende Kalisalz und der unter dem festen Anhydrit liegende 
Salzthon. 

Bei dieser Aufblähung wurde aber das Deckgebirge des Salzes, 
namentlich der Anhydrit sowie der Buntsandstein, vielfach zer- 
rüttet, zerstückt und verschoben. Andere Stôrungen wurden auch 
wobl durch die Volumenzunahme bei der Umwandlung von An- 
hydrit in Gyps herbeigeführt, und der oberste Theil der Salz- 
massen wurde schlieflich durch zutretendes Tagewasser bis zu 
einer gewissen Tiefe aufgelôst und fortgeführt, so daf das Deckge- 
birge vielfach einsank; in die bei allen diesen Vorgängen entstan- 
denen Spalten und Vertiefungen zwischen den einzelnen Schollen, 
mit der Sattelspalte anzufangen, rutschten dann die dort z. Z. 
noch vorhandenen jüngeren (Gesteine hinein, also Mittlerer Bunt- 
sandstein und Tertiärgebirge. 

Von den gewaltigen Abspülungen, durch welche dann fast das 
ganze Tertiärgebirge und groBe Buntsandsteinmassen des Solling 
abgetragen wurden, muften aber diese unzusammenhängenden 
Schollen von Buntsandstein etc. in wesentlich hôherem Umfange 
fortgeführt werden, als der weniger gestôrte, wirklich anstehende 
Buntsandstein, und so entstanden denn solche breite Einsenkungen 
der Oberfläche wie bei Volpriehausen, welche durch Erosion immer 
weiter zerschnitten wurden, unter welchen in auffallend geringer 
Tiefe Steinsalz und auch Kalisalze in mannigfaltig gestôrter 
Lagerung angetroffen werden kônnen. 

Die Lagerung des Kalisalzlagers von Justus I würden wir 
uns nach allem diesem in der Weïse entstanden denken künnen, 
da infolge des von unten wirkenden Druckes eine schräg nach 
oben, hauptsächlich nach Nordwesten gerichtete Schleife empor- 
getrieben wurde, deren vorderstes Ende nicht sonderlich ausge- 
walzt wurde, wohl stellenweise auch eine Specialmulde enthielt 
und dann zurückblieb, so daf die beiden Flügel daran vorbeige- 
schoben wurden, wohl auch gelegentlich Theile ihres vorderen 
Randes zurückliefBen, wie einzelne kleine Streifen von Kalisalz in 
Steinsalz und wie namentlich die unregelmäfigen, von Steinsalz 
umgebenen Streifen von Kalisalz und Salzthon (vermengt mit An- 
hydrit und Steinsalz), welche nahe dem Westflügel der Profile GH, 
JK auftreten und auf EF in einen querliegenden Klumpen über- 
gehen. 


Die vorstehend kurz geschilderte Lage der Schichten in diesen 
Bergwerken ist nun mehr oder minder verschieden von dem an 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1905. Heft 1. 3 
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der Tagesoberfläche sichtbaren Gebirgsbau, wenn auch die hier 
auftretenden Hauptstôrungen auch im Untergrunde fortsetzen; es 
ist dabei aber sicher nicht ohne Interesse, daB die Lagerung im 
Untergrunde mancherlei Aehnlichkeit mit dem Gebirgsbau der 
Alpen oder auch der gefalteten, paläozoischen Schichten des 
Harzes und ähnlicher Gebirgsmassen zeigt. 

So sind zunächst manche Reibuñgs-Breccien und verquetschte 
Salzmassen von Hohenzollern, Salzgitter etc. vergleichbar dem 
Salz, dem Haselgebirge des Salzkammergutes, manche Gesteins- 
Breccien von Salzgitter erinnern an Breccien der Alpen, wie sie 
z. B. am Untersberg im Kontakt der hellen Tithonkalke und der 
mürben, rothen Gosaubildungen auftreten, oder an manche Kiesel- 
schiefer-Breccien, und der zermalmte, durch dunklen Thon ver- 
kittete Muschelkalk aus dem Querschlage der 300m Sohle der 
Hercynia unterscheidet sich von manchen Trümmergesteinen der 
Alpen vornehmlich durch weit geringere Festigkeit, entsprechend 
der mürberen Beschaffenheit des Gesteins; die z. Th. recht weit- 
gehende Verruschelung des Muschelkalks in dem 1075 m tiefen 
Querschlage von Salzgitter zeigt recht bedeutende Aehnlichkeit 
mit manchen Vorkommen paläozoischer Gesteine des Harz etc, 
und der Salzthon von Volpriehausen zeigt, wie erwähnt, zum Theil 
eine ganz ausgeprägte Gneiñ-Struktur. 

Eine Erklärung für diese Aehnlichkeit im Schichtenbau und der 
Struktur dürfte aber zunächst darin zu suchen sein, daf bei der 
Entstehung der Stôrungen die Gesteine im tiefen Untergrunde 
einem allseitigen starken Druck ausgesetzt waren und weniger 
leicht ausweichen konnten, als die der Oberfläche näher liegenden, 
dann aber auch darin, daf das Salz eben plastisch ist, gänzlich 
umgeformt werden konnte und den Druck in anderer Weise weiter- 
hin mittheilte, als dies bei starren Gresteinen der Fall sein kann. 

Endlich mügen derartige liegende Falten, wie sie auf Justus I 
durch den Bergbau nachgewiesen sind, und wie sie aus den Alpen 
und den paläozoischen Schichten des Harzes genugsam bekannt 
sind, auch in geringerer Tiefe bei uns häufiger auftreten, sind 
aber bisher nach dem ErgebniB einzelner Bohrlôcher wohl zu ver- 
muthen, aber nicht mit Sicherheit nachgewiesen. 


Ueber die Dissociation des Wasserdampfs. 


Von 
W. Nernst und IT. v. Wartenberg. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Februar 1905. 


Genauere Bestimmungen über die Dissociation des Wasser- 
dampfs liegen unseres Wissens bisher nicht vor, obwohl dieselbe 
für viele wissenschaftliche und technische Fragen von hoher Be- 
deutung ist. Im Folgenden beschreiben wir Versuche und Mes- 
sungen, die zu einer, wie wir hoffen, ziemlich genauen Kenntnis 
dieser Dissociationsverhältnisse geführt haben. 

Das Prinzip der angewandten Methode bestand darin, daf 
Wasserdampf durch ein auf hoher konstanter Temperatur erhal- 
tenes GefäB hindurch und aus einer engen Kapillare, in der 
der Wasserdampf sich rasch abkühlte, herausgeleitet wurde. Aus 
der Menge freien Knallgases, die der austretende Wasserdampf 
enthielt, der übrigens bereits vor seinem Eintritt in den Er- 
hitzungsraum mit wechselnden Mengen Knallgases beladen werden 
konnte, lief sich dann auf Grund der in einer früheren Mitteilung !) 
angestellten Betrachtungen das Gleichgewicht ableiten. Dieselben 
lehren zugleich, daf bei obiger Methode alles darauf ankommt, ein 
Temperaturgebiet zu finden, in welchem die Reaktionsgeschwindig- 
keit einerseits grof genug ist, daf in dem Erhitzungsraum die 
betreffende Reaktion sich merklich abspielt, andererseits aber auch 
nicht so grof, dafi während der Abkühlungsperiode das Gleich- 
gewicht sich merklich wieder verschiebt. Ein solches Temperatur- 
gebiet mu es stets geben; um aber brauchbare Zablen zu ge- 
winnen, kommt noch als weitere Bedingung hinzu, dafi es sich 
nicht um gar zu geringe und daher der Analyse unzugängliche 
Substanzmengen handelt. Im Falle des Wasserdampfs kann man 


1) W. Nernst, Diese Nachrichten 1904, Ieft 4. 
3% 
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unterhalb etwa 1100° kaum arbeiten, weil die Mengen freien 
Knallgases, die dem Dissociationsgleichgewicht entsprechen, zu 
minimal für eine sichere Bestimmung werden; nach oben hin liegt 
die Grenze, die unseren Versuchen durch zu groBe Reaktions- 
geschwindigkeit gesteckt wurde, bei etwa 1200°. Innerhalb dieses 
ziemlich engen Temperaturintervalls lieBen sich aber hinreichend 
sichere Zahlen gewinnen, auf Grund.deren wir dann thermodyna- 
misch für ein grüferes Temperaturintervall die Dissociationsver- 
hältnisse des Wasserdampfs berechnen konnten. 

Es sei noch bemerkt, daB wir zu der unten mitgeteilten spe- 
ziellen Versuchsanordnung erst auf Grund sehr langwieriger Vor- 
versuche gekommen sind; über manche vielleicht nicht uninter- 
essante Einzelheiten derselben wird der eine von uns (W.) an 
anderer Stelle ausführlich berichten. Hier sei nur noch erwäbnt, 
1aB bereits im Laufe des Sommers 1903 von Herrn Th. Wulf und 
W. Nernst Versuche angestellt wurden, bei denen Wasserdampf 
durch eine elektrisch erhitzte Quarzkapillare, in deren Innern ein 
Thermoelement ausgespannt war, bindurchgeleitet wurde. Schon 
bei einer Temperatur des Thermoelements von 861° ergeben sich 
merkliche Mengen von Knallgas; doch waren die Resultate inso- 
fern unsicher, als sie mit der Strômungsgeschwindigkeit des Wasser- 
dampfs anwuchsen, und man konnte daher nur schätzungsweise 
eine Dissociation im Betrage von etwa 0,004) für obige Tempe- 
ratur ableiten. Es zeigte sich dann auch später, daf bei dieser 
Versuchsanordnung das Thermoelement merklich kälter als die 
Kapillare war, indem der hindurchstrômende Wasserdampf sich 
nur unvollkommen erwärmte. Die beobachteten Mengen Knallgas 
dürften sich hauptsächlich unmittelbar an der heiBeren Quarzwand 
gebildet haben, sodaB der so gefundene Wert der Dissociation 
etwa bmal zu gro8 ausfiel. Immerhin ging aus diesen Versuchen 
bereïts hervor, daf eine Bestimmung der Dissociation des Wasser- 
dampfes auf dem benutzten Wege môglich sein ane was von 
vornherein natürlich nicht sicher war. 

Von weiteren Vorversuchen sei noch erwäbnt, daB beim Hin- 
durchleiten von Wasserdampf durch ein kugelfôrmiges, an beiden 
Enden mit einer Kapillare versehenes Porzellangefäf, das sich 
innerhalb eines Platindrahtofens befand und an das aufen ein 
Thermoelement gelegt war, sich bei einer Temperatur von 1100° 
em Wert der Dissociation von 0,007 ableiten lieB, welcher Wert 
den unten mitgeteilten Zahlen sich bereits recht gut anschlieft. 
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L Versuchsanordnung. 

Nachdem der zuletzt mitgeteilte Vorversuch bereits gelebrt 
batte, daB mit Porzellangefäfien sich günstige Resultate erzielen 
liefen, während Versuche mit GefäfBen aus Platin, Quarz oder 
Silber Hindernisse sehr verschiedener Natur bereitet hatten, be- 
nutzten wir auch bei unseren definitiven Versuchen von der Kôünig- 
lichen Porzellanmanufaktur angefertigte aufen glasierte Gefäle 
der in Fig. 1 angegebenen Form. Sie bestanden aus einem läng- 
lichen Gefäf, an das sich einerseits eine Kapillare von 0,5 mm Lumen, 
andererseits ein etwa 6 mm weites Rohr anschlof, das mit einem 
T-fôrmigen Ansatz versehen war. Die genaueren Dimensionen des 
Robres wie auch der übrigen Teile sind aus der Figur zu entnehmen. 

In das weite Rohr war ein Thermoelement von Heraeus ein- 
geführt, welches in ein vorn zugeschmolzenes dünnwandiges gla- 
siertes Porzellanrohr gesteckt war. Das Ansatzrohr diente zum 
Einleiten des Wasserdampfes, der in einem Gefäf der beigezeichneten 
Form entwickelt wurde. Ein Külbchen von ca. 250 cem Inhalt 
war mit zwei eingeschmolzenen Platindrähten versehen, durch die 
ein gemessener mittelst eines Präcisionsinstruments abzulesender 
Strom behufs Entwicklung von bekannten Mengen Knallgas geschickt 
werden konnte. Auferdem war noch ein Quecksilbermanometer 
zur angenährten Druckmessung angebracht; der daran befindliche 
Habn diente zur Dämpfung der Schwankungen der Quecksilber- 
säule. Da bei allen Versuchen etwas Knallgas entwickelt wurde, 
so erfolgte das Sieden und demgemäfi auch das Durchleiten des 
Wasserdampfes sehr regelmäfig. Das Wasser war etwas alkalisch 
gemacht, um auch Spuren von Wasserstoffsuperoxydbildung bei der 
Elektrolyse zu vermeiden; die Dichtungen geschahen durch Gummi- 
schläuche. Der aus dem Porzellanrohr austretende Wasserdampf 
strômte durch eine mit Siegellack angekittete Glaskapillare in 
eine kleine Quecksilberwanne und wurde in einem Eudiometer von 
18 cm Länge und einem Inhalt von 3 cem kondensiert und auf- 
gefangen. Es konnten so Knallgasmengen von wenigen Hundertstel 
cem noch gemessen werden. Zur weiteren Kontrolle wurde Wasser- 
dampf, dem kleine Mengen von Knallgas elektrolytisch beigemengt 
waren, in der beschriebenen Versuchsanordnung bei nur schwacher 
Erhitzung des Porzellangefäfies durchgeschickt und das Knallgas 
in guter Uebereinstimmung mit den nach Faraday's Gesetz berech- 
neten gefunden. Vielleicht dürfte sogar eine derartige Versuchsan- 
ordnung, bei der durch den kochenden Wasserdampf das Knallgas 
sicherlich praktisch stets quantitativ entfernt wird und bei welcher 
daher nicht nur die Korrektion wegen der Lôüslichkeit der Gase 
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äuBerst klein, sondern auch eine gegenseitige Einwirkung der beiden 
Gase an den Elektroden nicht in Frage kommt, ein sehr genaues 
Knallgasvoltameter darstellen. 

Als elektrische Heïizvorrichtung benutzten wir ein Platinrohr 
von 0,2 mm Wandstärke, an welches schwachfedernde Kupfer- 
bleche als Elektroden hart angelôtet waren. Das Rohr war auBen- 
durch in einem Asbestkasten befindliche Magnesia isoliert. Als 
Heizstrom diente Wechselstrom von etwa 1,8 Volt und 300 Am- 
pere, der von einem rotierenden Gleichstrom-Wechselstrom-Um- 
former geliefert und durch einen passend gewickelten Transformator 
auf die gewünschte niedrige Spannung transformiert wurde. Auf 
Grund vieler Erfahrungen hat sich ergcben, da8 solche Platinôfen 
aus einem massiven Rohr an GleichmäBigkeit der Temperatur und 
vor allem an Haltbarkeit und daher schliefilich auch an Billigkeit 
den gewickelten Platinüfen ganz auBerordentlich überlegen sind. 
Nachdem zur Verhinderung der Wärmestrahlung eine Reïhe von 
Chamotte- und Asbestscheiben, wie gezeichnet, auf die beiden Rôhren 
des Porzellangefäfies geschoben waren, zeigte sich bei der Prüfung 
der Temperatur im Innern des Porzellangefäfes durch Verschieben 
des Thermoelements, daf selbst bei 1100° keine Temperaturdiffe- 
renzen von über 10° im Innern des GefäBes vorhanden waren. 

Es erwies sich als nützlich, den austretenden Teil der Por- 
zcllankapillare durch Filtrierpapier, das unten in Wasser tauchte, 
zu küblen. 

2. Versuchsergebnisse. 

Tabelle 1-3 enthält unsere definitiven Resultate. Es zeigte 
sich, daf nach Explosion des im Eudiometer befindlichen Gases, 
welches zu diesem Zwecke in ein hohes QuecksibergefäB gesetzt 
war, noch ein Gasrest überblieb. Derselbe bestand, abgesehen von 
kaum mefBbaren Spuren von Stickstoff, stets aus Wasserstoff. Lauft 
war also jedenfalls nicht von aufen hineingetreten, die ganze 
Apparatur und vor allem das glühende Porzellangefäf hatte dicht 
gehalten. Zum Teil wird das Auftreten überschüssigen Wasserstoffs 
aus der fast gleichen Lôslichkeit von Wasserstoif und Sauerstoff 
in Wasser bei den betreffenden Partialdrucken erklärt. In einem 
Kubikcentimeter Wasser lôsen sich nämlich bei 20 ° rund je 0,01 ccm 
der beiden Gase (genauer 0,013 H2 und 0,011 O2), sodaf also pro 
cem flüssigen Wassers im Gasraum ein UeberschuR von 0,01 cem 
Wasserstoff entsteht. Es findet sich jedoch, besonders bei Tempe- 
raturen oberhalb 1100°, noch ein weiterer Ueberschuf, dessen 
Ursprung sich vermutlich aus einem Angrift des Wasserdampfs 
auf das Porzellangefäf, bez. darin vorhandene Oxydulverbindungen, 
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erklärt. Wie dem auch sei, der Tatsache des überschüssigen 
Wasserstoffs mufñite Rechnung getragen werden, weil er .die Dis- 
sociation ein wenig zurückdrängt, wie mit Anwendung des Gesetzes 
der Massenwirkung ja leicht berechnet werden kann. (S. w. u.) 
Die Tabellen werden am einfachsten verständlich werden, in- 
dem wir etwa den ersten Versuch von Tabelle 1 als Beispiel be- 
rechnen. Bei diesem Versuche, der 80 Minuten dauerte, war dem 
Wasserdampf 0,086 Volumprozente Wasserstoff und daher auch 
die äquivalente Meñnge Sauerstoff elektrolytisch beigemengt. Auf- 
gefangen wurden 2,15 cem Wasser, sodaB also die Strômungs- 
geschwindigkeit 0,072 (Spalte 3 u. 4) betrug; die gefundene Knall- 
gasmenge enthält Spalte 5, während in Spalte 6 der Rückstand 
verzeichnet ist; die gelüste Knallgasmenge beträgt 2,15 mal 0,02, 
wozu von dem rückständigen Wasserstoff noch 0,0215 hinzuzufügen 
ist, in Summa also 0,065, welche Zahl in der siebenten Spalte ver- 
zeichnet ist. Es verbleibt also ein UeberschuB von 0,08 — 0,02 — 
0,06 cem Wasserstoff, dessen EinfluB auf die Dissociation nach dem 
Gesetz der Massenwirkung sich folgendermafien berechnet. Da die 
aktive Masse des Wasserdampfs praktisch konstant bleibt, so muf 
3 
PARA 
sein, wenn « den Wert der Dissociation ohne UeberschuB an 
Wasserstoff bedeutet; bei vom Gleichgewicht entfernten Werten 
ist obiges Produkt der Geschwindigkeit proportional, mit der es 
dem Gleichgewicht zustrebt. In unserem speziellen Beispiel ist 
(0,275. 3 + 0,06)(0,2754) — _. 
oder 
ut== 0221; 
da die insgesamt gefundeue Wasserstoffmenge 0,243 betrug, so ist 
die Korrektion selbst in diesem, wegen der Kleinheit der vorhan- 
denen Knallgasmenge ganz besonders ungünstigen Falle immerhin 
nicht sehr bedeutend. Auf 0° und 760 mm reduziert — der obige 
Wert bezieht sich auf 20° und einen Partialdruck von 723 mm — 
folgt für a 0,196, welcher Wert in der vorletzten Spalte sich be- 
findet. Da schliefilich 1 gr Wasserdampf unter Normalbedingungen 
1242 cem anfüllen würde, so folgt als Endwert (letzte Spalte) 
=” 0 
LE 318. ou 0,0073 Jo. 
In den folgenden Tabellen bedeutet ferner & die abgelesene elck- 
tromotorische Kraft des Thermoelements in Millivolt, &, diejenige 
beim Goldschmelzpunkt (1064°). 
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Tab. 1. 
£ — 10,80 #7—"10,10 ARE D 7 
. | 
; … © a a #18 Es 
u NDS e ele) e (& Sins en Re 
palooses|s role) e à Sa lk Sole) 2e e 
STRÉESS Er | Led < lus SIBÉS SE) s 
D 
rfi 5 le |. ER : 
0,08 H, 
30 | 0,0086 */, | 2,15! 0,072! 0,21) 0,01 N,1 0,065! 0,06 | 0,196 |0,0073 %, | 
té a Gers | 0,0075 
22 | 0,0227 , |2,10|0,093| 0,38] 0,04 N,|0,063| 0,10 | 0,319 | 0,0198 , 
0,02 H, 
20 | 0,0149 , |2,08| 0,104] 0,40! 0,01 N,| 0,062! 0,00 | 0,273 |0,0105 , 
10 | 0,0027 , | 2,32] 0:232| 0,18] 0,02 H4| 0,069! 0,00 | 0:147 |0,0051 , 
0,104 0,0080 
10 | 0,0230 , | 2,02! 0,202! 0,53! 0,02 N,| 0,060! 0,08 | 0,391 10,0155 , 
9 | 00123 , |2,05| 0:228| 0,40! 0,02 H,| 0,061| 0,00 | 0:272 | 0,0106 » 
0,0078 
Tab: 2. 
&t=—111,80 6, ==01008 t — 1207 
0,06 H, 
20 | 00779 %/, | 1,19 0,060! 0,43] 0,13 N, 0,036! 0,04 | 0,315 |0,0211 °/, 
co on ar Doi 
0558 , | 1,66! 0,083! 0,52] 0,02 H,| 0,050] 0,00 | 0,443 | 0,0213 , 
0,10 H, 
20 | 00351 , |1,75/0,087| 0,57) 0:18 N,| 0,052! 0,08 | 0,420 | 0,0192 , 
20 | 0,0157 , | 1,97| 0,097 0,75! 0,20 N:| 0,059! 0,00 | 0,456 |0,0186 , |’ 
8 | 0,0278 , |1,78| 0,222 0/74) 0,02 Hi] 0,053| 0,00 | 0,476 | 0,0214 » | pl 
10 | 0,0030 , | 2,06! 0,206! 0,64! 0,03 H,| 0,062! 0,01 | 0,422 | 0:0164 , |f © 
0,04 H 
6 | 00046 , |2,04/0,540/0,68 0,04 Ni) 0061) 0,02 | 0,426 100167 , |Ù oi 
, 2 
6 |0,0138 , | 2,06] 0,342] 0,68] 0,04 N;10,062| 0,02 | 0,455] 0,0177 , 
0,0189 
Tab. 3. 
: — 126 OIL t — 1288° 
13 | 0,0258 °/, | 1,56) 0,120, 1,06| 0,10 H;| 0,047| 0,08 | 0,663 | 0,0340 
13 . 0,0076 , | 1,59) 0,122 1,06) 002 H| 0,048| 0,00 | 0,618| 0,0310 | Ÿ 0,043 
12 : 0,0498 , | 1,49| 0,124! 0,78] 0:16 H;| 0,045) 0,14 | 0578] 0,0311 
6 | 0,0376 , | 1,49) 0,247| 1,04] 004 H:| 0,045] 0,02 | 0,613| 0:0330 
6 00247 , | 1,50) 0,250 0,98) 0,04 H,| 0045] 0,02 | 0,653 | 0,0350 | 0,0340 
6, 0,0062 , | 1,50! 0,250] 1,03] 0,02 H,1 0,045! 0,00 | 0,616! 0:0328 


3. Diskussion der Versuchsergebnisse. 


Der einfachste und sicherste Weg zur Ableitung der Gleich- 
gewichtswerte dürfte folgender sein. 
Wenn man die bei einer bestimmten Temperatur und Strü- 
mungsgeschwindigkeit gefundenen Werte von x aufträgt (vgl. Fig. 2), 
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indem als Abscissen die Mengen elektrolytisch hinzugefügten 
Wasserstoffs dienen, so findet man dieselben ziemlich nahe auf 
einer Geraden liegend. Demgemäf kann man einfach und sicher 
alle Werte, die einem beliebigen Werte der beigemengten Wasser- 
stoffmenge entsprechen, durch gradlinige Interpolation (oder auch 
geringe Extrapolation) ermitteln. Berechnet man daher den- 
jenigen Wert, bei welchem die hinzugefügte Wasserstoffmenge 
gleich der gefundenen wird, so muf diese der wirklichen Gleich- 
gewichtskonzentration entsprechen, vorausgesetzt natürlich, daf 
sich in der Kapillare nicht nachträglich das Gleichgewicht wieder 
verschoben hat. 

Offenbar müssen bei gleichen Strômungsgeschwindigkeiten die 
betreffenden Geraden um so steiler ansteigen, je niedriger die 
Temperatur ist, weil z. B. ein UeberschuB beigemengten Knall- 
gases sich infolge der durch Temperaturerniedrigung verringerten 
Reaktionsgeschwindigkeit um so stärker im Resultat fühlbar 
machen wird. Ferner müssen bei gleicher Temperatur die Geraden 
um so stärker geneigt sein, je hôher die Strômungsgeschwindigkeit 
ist, weil die x-Werte um so weiter vom Gleichgewicht entfernt 
sein werden, je kleiner die Zeit ist, die dem Wasserdampf zur 
Einstellung des Gleichgewichts zur Verfügang steht. Drittens, 
und dies ist das wichtigste Kriterium für die Zulässigkeit unseres 
Verfahrens, müssen sich natürlich für die verschiedenen Strômungs- 
geschwindigkeiten bei gleicher Temperatur übereinstimmende Werte 
des Dissociationsgrades ergeben. 

Die besprochenen Verhältnisse finden sich nun in sehr aus- 
gesprochener Weise erfüllt bei den Temperaturen 1124° und 1207°. 
In der letzten Columne von Tabelle 1 und Tabelle 2 sind die aus 
Gruppen von Beobachtungen mit nahe gleicher Strômungs- 
geschwindigkeit abgeleiteten Zahlen bezeichnet; bei der gra- 
phischen Darstellung sind es einfach die Schnittpunkte der 
betreffenden geraden Linien mit einer unter 45° durch den An- 
fangspunkt der Koordinaten gelegten Geraden; diese Schnittpunkte 
geben ja die Werte an, bei denen die zugemengte Knallgasmenge 
gleich der nachträglich gefundenen wird. Anders liegt die Sache 
aber bei der hôüchsten Temperatur; hier sind die gefundenen 
Zahlen bei gro$fem UeberschuB ursprünglich beigemengten Knall- 
gases nur wenig von denen mit geringem UeberschuB verschieden, 
d.h. wir befinden uns in einem Gebiete sehr hoher Reaktions- 
geschwindigkeit, wo entsprechend die Gefahr eines Riückganges 
der Dissociation in der Abküblungsperiode bereits nahe liegt. 
Die sehr auffällige Krümmung der Verbindungslinien weist eben- 
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falls auf Unregelmäfigkeiten hin, die jedenfalls im gleichen Um- 
stande zu suchen sind. Bei einer Wiederholung der Versuche 
unter sonst gleichen Bedingungen ergaben sich, offenbar infolge 
Zunahme einer katalytischen Wirkung der vom Wasser ange- 
griffenen Wände der Austrittskapillare, sogar noch etwas niedrigere 
Werte. Wir kônnen also sehr wahrscheinlich annehmen, daB die 
bei der hôchsten Temperatur gefundenen Werte bereits unter der 
erwäbnten Stôrung gelitten haben, d.h. merklich zu klein aus- 
gefallen sind. Dies Resultat werden wir gleich auf einem anderen 
Wege prüfen und bestätigen kônnen. 
Wir erhalten also schliefilich folgende Werte des Dissociations- 
grades 
LA x 


1124 |  0,0078% 
1207 0.0189 %o 
1288 | ca. 0,034). 


4 Thermodynamische Behandlung der Versuchs- 
ergebnisse. 
Für die Reaktion 
2H,0 = 2H,+0, 
gelten die Gleichungen!) ; 
P d amxX 
(1) K = RT CF 2) u. (2) g = —-RT AT : 
darin bedeutet ? den Druck des Wasserdampfs und R die Gaskonstante 
(1,985 im kalorischen MaaB). Für die Wärmetônung benutzen wir 
den Wert 58000 pro Mol H,0, der sich auf 100° und konstanten 
Druck bezieht; somit wird für constantes Volum u. T = 373 
—q — 116000 —-2T = 115300. 
Wenn wir nach den offenbar sehr vorsichtigen Messungen und 
Rechnungen von A. Langen*) für die mittlere spezifische 
Wärme von 2H,+0, 


13,9 + 0,0018 T 
und von 2 H,0 
10,6 + 0,0043 T 
einsetzen, so wird 
(3) —q —= 114400 +3,3 T — 0,0025 T°. 
Die Integration von (2) liefert 


3 Q[1 1 
PE. Do ee 


el T 
Has 


Ë 
(TT 


1) Vgl. z. B. Nernst, Theoret. Chemie 4. Aufl. S. 644 u. S. 634. 
2) Zeitschr. des Vereins deutscher Ingenieure 47 S. 637 (1903). 
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worin Q, «, B die drei Koefficienten der Gleichung (3) bedeuten; 
führen wir gewübnliche Logarithmen und die betreffenden Zahlen- 
werte ein, so wird 


log À = log K, — 25030 (z -7) + 1,65 log 2 — 0,00086(T— T,) 
TT, T, 


Setzen wir 


T, — 1000° und x, — 0,311.10* Prozent, 


so wird 
(4) log’ Pan Re LEE Ven — 
Pol) 
100 100 
25030 5h 
11,51 — —m +265 log 505 — 0,00055 (T— 1000); 


die numerische Ausrechnung wird dadurch sehr erleichtert, daf 
in dem betrachteten Temperaturgebiete x klein gegen 100 ist; 
wie durch eine Reïhenentwicklung leicht zu erhalten, genügt es, 
zur Berechnung von x selbst bis zu zehnprozentiger Dissociation, 
wenn man von dem durch 3 dividierten rechts stehenden Ausdruck 


den Numerus nimmt und mit (1 =) multipliciert. 
Im Folgenden finden sich die nach Gleichung (4) erhaltenen 


Werte von x für eine Reïhe von Temperaturen. 
T | t |zx (in Prozenten) 


1000 | 727) 0,311.10-: 
1100 | 827! 0,187 107 
1200 | 927| 0,891 10 
1300 |1027| 0,293 10 
1400 |1127| 0,846 107 
1500 |1227| C,0219 
1600 |1327| 0,0490 
1700 |1427| 0,101 
1800 |1527| 0,190 
1900 |1627| 0,334 
2000 |1727| 0,561 
2100 |1827| 0,861 
2200 |1927| 1,27 
2300 |2027 | 1,94 
2400 |2127 | 2,73 
2500 |2227| 3,43. 


DaB Gleichung (4) unsere Ergebnisse in der Tat gut wieder- 
giebt, zeigt folgende Tabelle: 
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OT | à | x beob. | x ber. 


1397 |1124| 0,0078 | 0,0083 
1480 11207 | 0,0189 | 0,0183 
1561 |1288| 0,034 | 0,0363 
1804 11531] 0,18 | 0,195 


Insbesondere ergiebt sich, wie zu erwarten, der bei é — 1288 ° 
gefundene Wert in der Tat als etwas zu klein. Der für 4 — 1531° 
in der Tabelle verzeichnete Wert rührt von Herrn stud. L. 
Lôüwenstein her, der im hiesigen Laboratorium seit längerer 
Zeit mit Messungen beschäftigt ist, den Druck des Wasserstoffs 
zu bestimmen, der sich im Innern einer auf hohe Temperatur ge- 
brachten evakuierten Platinbirne herstellt, um die aufen Wasser- 
dampf strômt. Diese Methode scheint bei hinreichend hohen Tem- 
 peraturen sehr sichere Werte zu geben; Herr Lüwenstein wird 
demnächst selber über seine Resultate berichten und es sei hier 
nur noch bemerkt, daf der obige Werth, wenn auch wohl keines- 
falls erheblich von der Wahrheit entfernt, doch nur ein vorläu- 
figer ist. Immerhin wird die relativ gute Uebereinstimmung 
zwischen Messung und Rechnung auch in diesem Falle das Ver- 
trauen in die Exaktheit der Gleichung (4) zu erhôhen geeignet sein. 

Von mancherlei weiteren Erôrterungen, die sich an die obigen 
Ergebnisse knüpfen liefen, sei hier abgesehen und nur noch be- 
merkt, daB sich die Aenderung der spezifischen Wärme des Wasser- 
dampfs mit der Temperatur aus hinreichend genauen Daten für 
die Dissociationswerte ziemlich sicher wird ableiten lassen. Für 
die elektromotorische Kraft der Knallgaskette ergiebt sich aus 
der bekannten Formel!) 


worin x, und x, die Partialdrucke von Wasserstoff und Sauerstoff 
in gesättigtem Wasserdampf bedeuten, folgenden Wert. Es wird 
z. B. für T = 290 ( — 17°) nach GI. (4) 


æ = 0,537.107* ‘ 
und auf den Dampfdruck des Wassers — 0.0191 Atm. reduziert 


= 0887.10 


OT — 2,01 .107* 0%. 


1) Vgl. z.B. Prenner, Zeitschr. phys. Chem. 42. 57. (1902). 
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Somit wird 
3, — 0,0191.2,01.10% Atm. und x, = COPEROLNT At 


und daraus 
€ — 0,01438 log" 3,52.10% — 1,2302 Volt. 


Wir sind übrigens, wie wir demnächst ausführlicher mitteilen 
werden, bei Wiederholung der von Preuner (1 c.) angestellten 
Rechnung, indem wir die von uns neu bestimmte Dissociation der 
Kohlensäure und ferner die Zahlen von Hahn ‘) über das Wassergas- 
gleichgewicht zu Grunde legen, zu einem praktisch identischen 
Werte von & gelangt, sodaB wir das cbige Ergebnis, so weit es 
auch von dem bisher angenommenen Werte (1,15) abweïicht, für 
sicher halten müssen. 

Bei der Ausführung der vorstehenden Versuche standen uns, 
wie auch hier dankbar erwähnt sei, Mittel aus der Jubiläums- 
stiftung der deutschen Industrie zur Verfügung. 


1) 0. Hahn, Z. phys. Chem. 44. (1903.) 513. 48. (1904.) 735. 


Gôüttingen, Januar 1905. 
Institut für physikalische Chemie. 


Weitere Beiträge zur Theorie des Färbevorganges. 


Von 
Wilhelm Biltz. 


(Mitteilung aus dem chemischen Institute der Universität Gôttingen.) 
Vorgelegt von O. Wallach in der Sitzung vom 11. Februar. 


E 


Messungen über die Bildung anorganischer Analoga 
substantiver Färbungen. 


(Gemeinschaftlich mit Kurt Utescher.) 


In einer früheren Mitteilung') war gezeigt worden, daB zahl- 
reiche anorganische Colloide ihrem Jôsungswasser durch Fasern 
in qualitativ ähnlicher Weïse entzogen werden, wie organische 
Farbstoffe. Es war aus dieser Tatsache auf eine Wesensverwandt- 
schaft beider Vorgänge geschlossen und unter Berücksichtigung 
der Resultate anderer Autoren *) hinsichtlich der einfachsten Färbe- 
vorgänge, des Ausfärbens mit substantiven Farbstoffen, die Môg- 
lichkeit diskutiert worden, ob man diese einheitlich als Adsorp- 
tionswirkungen colloidaler Stoffe auffassen kôünnte. Zur weiteren 
Begründung einer solchen Auffassung blieben noch zwei Fragen 
zu erledigen: Im Einklange mit Adsorptionsversuchen anderer Art 
hat sich für die Verteilung substantiver Farbstoffe zwischen 
Faser und Flotte ergeben, da aus einer verdünnten Lôsung relativ 
mehr Farbstoff aufgenommen wird, als aus einer concentrierteren; 


1) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen. Math. 
phys. Klasse. 1904. Heft 1. 

2) Es ist nachzutragen, daB auch van Bemmelen im Laufe seiner Ar- 
beiten über Adsorptionsverbindungen gelegentlich der gekennzeichneten Meinung 
Ausdruck verlichen hat. Z. f. anorg. Chem. 23. 333 [1900]. 
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eine Adsorptionscurve mit den Concentrationen des Farbstoffs in 
der Faser (Craser) als Ordinate, den entsprechenden Concentrationen 
in der Flotte (Cru) als Abscisse verläuft demnach concav 
gegen die Abscissenaxe und läBt sich vielfach durch eine Inter- 
Cruser 


polationsformel von der Gestalt: — X ausdrücken, in welcher 


Flotte 
der Exponent » grüBer als 1 und häufig ganzzabhlig ist. Es war 
zu prüfen, ob bei der Aufnahme anorganischer Colloide durch que 
Faser ähnliche Beziehungen obwalten. 

Des weiteren fordert die Adsorptionstheorie, daf anorganische 
Substrate von physikalisch ähnlicher Beschaffenheit, wie die pflanz- 
liche und tierische Faser, nicht nur qualitativ, wie dies bereits 
v. Georgievics und neuerdings Heidenhain und Suida ge- 
zeigt haben, sondern auch quantitativ in gleicher Weise zur Farb- 
stoffaufnahme befähigt sind. 

Als anorganische Colloide wurden Molybdänblau, Vanadin- 
pentoxyd und Silber, als organischer Vergleichsfarbstoff Benzo- 
purpurin gewählt ?). 


1. Molybdänblau. 

Ein blaues Oxyd des Molybdäns ist zuerst von Berzelius 
des näheren beschrieben und die Färbefähigkeit dieses Materials 
erkannt worden?). Von neueren Untersuchungen sind insbesondere 
die von Muthmann*) zu nennen, aus denen sich die Formel 
des Oxyds Mos Os ergab. Zur Darstellung des Farbstoffes empfehlen 
wir die folgende Vorschrift: Eine siedende Lôsung von 15 gr 
käuflichem Ammoniummolybdat, (NH:)6 Mor O244H20, in 250 cem 
Wasser und 21 cem 16 ‘) Schwefelsäure werde durch einstündiges 
Einleiten von Schwefelwasserstoff reduciert; die Flüssigkeit färbt 
sich schon nach wenigen Augenblicken dunkelblau. Nach Beendi- 
gung der Reduktion wird vom ausgeschiedenen Schwefel abfiltriert, 
das Filtrat durch 4—G6tägige Dialyse von Elektrolyt befreit — 
das Dialysat muf schwefelsäurefrei und nahezu farblos sein — 
und der Farbstoff durch Eïindampfen isoliert. Man erhält eine 
vollkommen amorphe, tiefdunkelblaue Masse, die durch Zerreiben 
bei Wasserbadtemperatur getrocknet werden kann und sich ohne 


1) Ueber einige dieser Versuche ist bereits in anderem Zusammenhange vor- 
läufig berichtet worden; Nachrichten der K. Ges. d. Wiss. zu Güttingen. Math.- 
phys. Klasse. 1904. Heft 1. 

2) Lehrb. d. Chem. V. Bd. 2, 355 [1844]. 

3) Ann. 238, 124 [1887]. 
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Rückstand in Wasser lôsen mu. Die Ausbeute beträgt etwa 7 gr. 
Wird zu der geschilderten Reduktion nicht die zum Freimachen 
der Molybdänsäure aus dem Molybdat berechnete Menge Schwefel- 
säure verwendet, so erhält man bei zu starkem Zusatz, vermutlich 
durch Bildung der von Schultz-Sellack') erwähnten Molybdän- 
schwefelsäure eine sehr viel geringere Ausbeute, im anderen Falle 
färbt sich bei der Reduktion die Lôsung grün, oder es tritt Ab- 
scheidung von Molybdänsulfid ein. 

Eine krystallisierte Modifikation von Molybdänblau, Mos0s.5H:0, 
ist von Marchetti?) beschrieben worden. Es wäre gewif von 
hüchstem Interesse gewesen, das Verhalten dieser Modifikation, die 
sich als Krystalloid in Wasser lôsen soll, mit dem der colloidalen 
Lôsung zu vergleichen; leider war es uns in zahlreichen Versuchen 
nicht môüglich, nach den Angaben dieses Autors durch elektrolv- 
tische Reduktion salzsaurer Lüsungen von Molybdändioxyd andere 
als amorphe Massen zu erhalten, die dementsprechend in Lôsung 
sich als vollkommenes Colloid verhielten. 

Die Analyse eines unserer exsiccatortrockenen Präparate 
erwies die Abwesenheit von Schwefelsäure; der durch Ueberführen 
der Substanz in Molybdäntrioxyd ermittelte Molybdängehalt betrug 
im Mittel von vier Bestimmungen 58.53 °, und zwar lag, wie nach 
einer von Muthmann ausgearbeiteten Titrationsmethode mit Per- 
manganat bestimmt wurde, ein Oxydgemenge von der Durchschnitts- 
formel MosO11 vor. Das Präparat enthielt demnach 86.2) dieses 
Oxyds, der Rest bestand aus Wasser. Der starke Gehalt des Molyb- 
dänblaus an Molybdäntrioxyd ist, wie die nachfolgenden Versuche 
zeigen, der Haltbarkeit des Materials fôrderlich. 

Die Haltbarkeit der Molybdänblaulüsungen wechselt stark mit 
der Verdünnung und der Temperatur. Kalte, concentrierte Lôsungen 
bleiben lange praktisch unverändert. Bei längerem Kochen unter 
Rückfiuf tritt bis zu einem gewissen Grade Oxydation ein. Je 
20 cem einer 5°/o Lüsung beanspruchen nach 15, 30 und 45 Min. 
langem Kochen 21.10, 20.10, 19.90 cem !/50 n Permanganat; nach 
b0 Min. wird der Titer konstant. Wie vorauszusehen war, kann 
man demgemäB einer Oxydation vorbeugen, wenn man den Gebhalt 
der Substanz an Molybdäntrioxyd durch Zusatz technischen Ammo- 
niummolybdats von vornherein noch vergrôBert. Es lieferten je 
20 cem einer 2.5 ‘Jo Molybdänblaulüsung, die nach Zusatz von 4.5 °/ 
Ammoniummolybdat 0, 30, 45, 65, 65 und 75 Min. lang im Sieden er- 


1) Ber. 4, 14 [1871]. Vgl. Muthmann, Ann. 238, 124. 
2) Z. f. anorg. Chem. 19, 391 [1899]. 
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halten waren, die Titrationswerte: 10.20, 10.20, 10.15, 10.30, 10.30, 
10.30 cem ‘/50 n Permanganat. Die Probenahme während des Ver- 
suches erfolgte zur Vermeidung von Luftzutritt mit Hilfe eines im 
Stopfen des Kolbens angebrachten sog. Gifthebers. Zu den Ausfärbe- 
versuchen wurde derselbe Apparat benützt; es sind dabei folgende 
Vorsichtsmafregeln zu beachten: 1. Die Titration des in der #lotte 
nach dem Ausfärben zurückbleibenden Farbstoffüberschusses mit 
Permanganat ist unausführbar, weil, zumal bei Seidenfärbungen, 
oxydierbare Substanz aus der Faser in die Flotte übertritt (Seiden- 
leim). Die Farbstoffbestimmung muñ daher colorimetrisch!) vor- 
genommen werden. 2. Aus demselben Grunde muB der colori- 
metrische Vergleich unmittelbar nach Entnahme der Farbstoffprobe 
erfolgen, da die Flotte sonst, vermutlich infolge von Reduction 
des Molybdäntrioxyds zu Molybdänblau, merklich nachdunkelt. 
8. Die zum colorimetrischen Vergleich hergestellten, stark ver- 
dünnten Lôsungen andererseits verblassen leicht durch Oxydation 
an der Luft; es empfehlt sich also auch aus diesem Grunde ein 
môüglichst schnelles Arbeiten. Unter Einhaltung dieser Vorsichts- 
mafregeln erhält man indessen konstante Resultate. 

Die Ausfärbung ist nach 70 Min. langem Kochen beendet; in 
jedem Falle enthielt die Flotte eine konstante Concentration von 


1) Zu diesem Zwecke hat sich das Colorimeter nach Krü8 mit Lumme:- 
und Brodhun’schem Prismenpaar bestens bewährt. Z. f. anorg. Chem. 5, 325 
[1893]; Optisches Institut von A. KrüB, Hamburg. Nach dem experimentellen 
Abschlusse der vorliegenden Mitteilung ist die allzemeine Brauchbarkeït der colori- 
metrischen Methode u. a. von Suida (W. M. 25, 1107 [1904]) bezweifelt worden. 
Nach unseren Erfahrungen betragen die Einstellfehler hüchstens 5°/,. Als son- 
stige Fehlerquelle kommt für saure und basische Karbstoffe der bei der Her- 
stellung der Verdünnungen merklich werdende Einflu8 der Hydrolyse in Betracht; 
ferner bei Seiden- und Wollfärbungen eine Trübung der Flotte durch Faserpro- 
dukte. Der erste Fehler läft sich durch grôBere, konstante Säure- bzw. Alkali- 
zuschläge eliminieren, der zweite durch hinreichend starkes Verdünnen der Flotten 
ausschalten. Wir erhielten z.B. identische Resultaté, wenn gleiche Farbstoft- 
mengen einmal mit reinem Wasser, ein zweites Mal mit einem, den wirklichen Ver- 
hältnissen entsprechenden Volumen eines Wassers verdünnt wurden, das mit Wolle 
gekocht war. Bei Verwendung von Baumwolle traten überbaupt keine Unregel- 
mäfigkeiten auf. Es wurde des weiteren die colorimetrische Methode mit der 
von Knecht (Chem. Ztg. 12, 857 [1888]) vorgeschlagenen Titrationsmethode 
mittelst Picrinsäure für Nachtblau- und Krystallviolettfärbungen auf Wolle ver- 
glichen. Die Resultate waren innerhalb 5°, die gleichen. Weitere Versuche 
über den Vergleich der colorimetrischen Methode mit den Titrationsergebnissen 
mittelst Titantrichlorid (Knecht, Ber. 36, 1549 [1903]) hatten das gleiche gün- 
stige Ergebnis. Die Differenz beim Färben von Seide mit Orange IL betrug im 
hüchsten Falle 3,5°0/,. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1005. Heft 1. 4 
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Ammoniummolybdat. Die hier und im folgenden verwendeten Ge- 
spinstfasern sind zu Probefärbungen bestimmtes Material, für 
dessen Ueberlassung wir der Aktiengesellschaft für Ani- 
linfabrikation zu Dank verpflichtet sind. 

Die erste Spalte der folgenden Tabellen enthält die Anfangs- 
concentration der Flotten in Procenten. 

Die Spalte 2 die Endconcentration in Procenten; 

Spalte 3 den hieraus berechneten durch Farbstoffabgabe an 
die Faser bewirkten Verlust der Anfangsconcentration; 

Spalte 4 die von 1 gr Substrat aufgenommene Menge Farbstoff 
in gr. Die procentischen Angaben beziehen sich im folgenden 
sämtlich auf die Flotte und nicht, wie dies in der Praxis üblich 
ist, auf die Faser. 

Molybdänblau gegen Seide. 
Je 1 gr Seide, 150 cem Flotte, 6.75 gr Ammoniummolybdat. 
0.20 0.057 0.143 0.215 
0.50 0.124 0.376 0.564 
2.00 0.400 1.60 2.40 
8.00 0.650 2.35 3.525 
4.00 1.22 2.78 4.17. 

Durch Zusatz von Elektrolyten wird ebenso, wie bei den sub- 
stantiven Farbstoffen der Effekt gesteigert. Bei einem Färbever- 
such, der mit einem Zuschlag von 10 °/ krystallisiertem Glauber- 
salz ausgeführt wurde, entsprachen einer Endconcentration von 
0.240/o eine an die Faser abgegebene Menge von 0.759 ‘/o Farb- 
stoff; unter gleichen Bedingungen ohne Salzzuschlag entsprachen 
einer gleichen Endconcentration nur 0.30% Farbstoffverlust. Bei 
einem zweiten Versuch kam auf eine Endconcentration von 0.69 0, 
mit Salzzuschlag ein Farbstoffverlust von 1.31 °/o, ohne Salzzuschlag 
ein solcher von 0.85 ‘0. 


Molybdänblau gegen Baumwolle. 

Je 1 gr Baumwolle, 130 cem Flotte, 6.85 gr Ammoniummo- 

lybdat, 13 gr kryst. Natriumsulfat. 
0.50 0.081 0.419 0.545 
2.00 0.40 1.60 2.08 
8.00 0.80 2.20 2.86 
4,00 1.70 2.30 2.99. 

Beschwerte Seide nimmt nur wenig Farbstoff und zwar mit 
etwas veränderter, mehr grauer Farbe auf; die aus der verdünnten 
Lüsung aufgenommene Menge war indessen auch hier relativ 
grüBer, als die concentrierteren entzogene. Durch Gelatine oder 


h * 
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Seife wird Molybdänblau vollständig als gelatineuse Masse gefällt ; 
auf eine etwaige Herabminderung des Färbeeffektes durch Zusatz 
dieser Präparate zu prüfen, war also nicht thunlich. 


2 Vanadinpentoxyd. 

Zur Bereitung von Vanadinpentoxydlüsungen wurden je 5 gr 
Ammoniumvanadat mit etwas mehr als der äquivalenten Menge 
Salzsäure — 35 cem 10°/o Säure — verrieben und das ausge- 
schiedene rotbraune Oxyd auf einem Filter mit kaltem Wasser so 
lange ausgewaschen, bis das anfänglich hellgelb ablaufende Wasch- 
wasser trübe und rot zu werden begann. Nunmehr wurde die 
ganze Masse einige Zeit mit reinem Wasser digeriert, bis eine rot- 
braune, vüllig klare Lüsung entstanden war, die durch Dialyse von 
Elektrolyt befreit wurde. Salzzuschlag fällt das Colloïid aus; es 
war daher nicht môglich, Baumwolle unter den bei der substan- 
tiven Färbung üblichen Bedingungen auszufärben. Seide wird da- 
gegen ohne weiteres je nach der Concentration hell- bis dunkelgelb 
gefärbt. 

Sehr verdünnte Lüsungen von Vanadinpentoxyd verändern 
sich an der Luft schnell; zum colorimetrischen Vergleich hat man 
daher die Verdünnungen erst unmittelbar vor dem Versuch vorzu- 
nehmen. In der Kochhitze schlägt die Farbe der Pentoxydlôsangen 
in braun bis grünbraun um. Bei 50° bleibt indessen die Flüssig- 
keit lange Zeit unverändert. Für die Versuche wurde eine 0.23 °/o 
Stammlüsung zweckmäBig verdünnt und unter häufigem Umschwenken 
des Kolbens bis zur Konstans gefärbt. 


Vanadinpentoxyd gegen Seide. 

Je 1 gr Seide, 250 ccm Flotte. 

0.0288  0.0163  0.0125  0.0312 
0.0375  0.0206  0.0169  0.0422 
0.115 0.0815  0.0335  0.0837 
0.173 0.135 0.0380  0.0950. 

Es war beabsichtigt, ferner mit colloïdalem Selen und colloi- 
dalem Silber quantitative Ausfärbeversuche anzustellen. Die Vor- 
versuche mit Selen bestätigten die in der früheren Mitteilung 
beschriebenen Ergebnisse. Aufer Seide ist auch Wolle und Baum- 
wolle für das Colloid aufnahmefähig. Indessen wurden bei den 
anwendbaren Concentrationen die Lôüsungen nahezu vollkommen 
entmischt und so stark getrübt, daf ein colorimetrischer Vergleich 
unmôglich wurde. Goldlôsungen und Sulfidlüsungen verhalten sich, 
wie schon früher beobachtet, ähnlich; diese Colloide sind so unbe- 
ständig und, wenn einmal ausgefällt, nicht wieder lôslich, da aufer 

4* 
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den von der Faser aufgenommenen Mengen noch weitere Teile 
sedimentiert und dem Färbevorgange entzogen werden. Zu diesen 
Colloiden gehôürt auch das Berliner Blau. Anorganische Col- 
loide sind also zum quantitativen Vergleich mit orga- 
nischen Farbstoffen nur dann brauchbar, wenn sie 
unter den obwaltenden Bedingungen reversibel sind 

Ueber die Adsorptionserscheinungen bei colloidalem Silber wird 
in einem späteren Abschnitt berichtet. 


8. Rutheniumammoniakoxychlorid. 

Rutheniumammoniakoxychlorid, Ru Cl (OH (NH). 3 HO, ist 
zuerst von Joly’) beschrieben und als Farbstoff erkannt worden. 
Wie zu erwarten stand, repräsentieren die Lôüsungen dieses Prä- 
parates *) in Wasser nicht ein reines Colloïid; bei Dialysierversuchen 
entwich viel Chlorid in das Aussenwasser, während sich das färbende 
Material fast vüllig auf der Innenwand des Dialysierschlauches 
niederschlug. Wenn demnach auch die chemische Natur des eigent- 
lich färbenden colloidalen Stoffes dahingestellt bleibt, so corre- 
spondieren doch die Ergebnisse derart mit den vorstehenden, daf sie 
als Ergänzung jener mitgeteilt werden môgen. Die Ausfärbungen 
lassen sich auf Baumwolle in der Kälte innerhalb !/2—1 Stunde ohne 
Schwierigkeit vornehmen, wenn zur Beschleunigung des Vorganges 
die Faser mit der Flotte innig durchgeschüttelt wird; eine stôrende 
Lichtempfindlichkeit des Präparates trat, wie Controllversuche er- 
gaben, nicht zu Tage; ein Ausfärben bei hôherer Temperatur verbot 
sich indessen bei der Unbeständigkeit des Farbstoffes in der Hitze. 


Rutheniumammoniakoxychlorid gegen Baumwolle. 
Je 2.5 gr Baumwolle; 50 cem Flotte. 


0.0050 — 0.0060 . 0.0010 

0.0100 0.0003 0.0097 0.00194 
0.0130 0.00095 0.01205 0.00240 
0.0150 0.0019 0.0131 0.00262 
0.0180 0.0034 0.0146 0.00292 
0.0200 0.0052 0.0148 0.00296. 


4 Benzopurpurin. 
Ueber die Verteilung von substantiven Farbstoffen zwischen 
Flotte und Baumwolle hat v. Georgievics*) in jüngster Zeit eine 


1) Joly C. R. 115, 1299 [1892]. Ueber die Verwendung des ,,Ruthenrotces‘ 
als Färbemittel in der Pflanzenanatomie vgl. Mangin C. R. 116, 653. 

2) Präparat von Heräus, Hanau. 

3) Z. f. Farben- und Textilchemie. 2, Heft 13 [1903]. 
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Reïhe von Versuchen verôffentlicht. Er arbeitete mit Benzopur- 
purin 4B, Benzazurin, Geranin G, Mikadogelb und Benzobraun G; 
in allen Fällen wurde die Beziehung: —— — K. bestätigt. Die 
Resultate sind zum Vergleich mit den vorstehenden unmittelbar 
geeignet. Wir haben indessen unabhängig, um insbesondere den 
Einfluf von Salzzuschlägen zu prüfen, Färbeversuche mit Benzo- 
purpurin angestellt. Das benutzte Handelspräparat war, wie ein 
besonderer Versuch ergab, ein fast vollständig reines Colloid. Bei 
einem Dialysierversuch dialysierten nach 6, 12 und 24 Stunden 
jedesmal nur minimale Farbstoffmengen; das Aufenwasser rea- 
gierte neutral und war sulfatfrei und nur ganz schwach chlorid- 
haltig. Benzopurpurin gehôrt zu den ultramikroskopisch nicht 
auflüsbaren Colloiden: Man beobachtet in 0.001 °/o Lôsungen einen 
deutlichen Lichtkegel, aber stets eine nur unwesentliche Anzahl 
von Einzelteilchen. Ein Kochsalzzusatz bis zu 0.1/0, etwa der 
Beständigkeitsgrenze, verändert das Bild nicht. 


Benzopurpurin gegen Baumwolle!). 
A. Je 1gr Baumwolle, 100 cem Flotte, 0.1 °/o Natriumchlorid. 


0.010 0.0025 0.0075 0.0075 
0.025 0.0129 0.0121 0.0121 
0.050 0.0360 0.0140 0.0140. 


B. Je 1 gr Baumwolle, 150 cem Flotte, 0.066 °/o Natrium- 
chlorid. 

Noch bei extremer Verdünnung der Flotte (0.0005 ‘/o) lieB sich 
colorimetrisch ein Farbstoffrückstand feststellen; ein vülliges Aus- 
ziehen des Färbebades findet nicht statt. 


0.0050 0.0026 0.0024 0.003860 
0.0075 0.0040 0.0035 0.00525 
0.0150 0.0094 0.0056 0.008140 
0.0200 0.0139 0.0061 0.00915 
0.0250 0.0188 0.0062 0.0093 

0.0500 0.0430 0.0070 0.0105. 


Zum Vergleich der verschieden starken Beeinflussung durch 
Salz wurden aus den aufgenommenen Farbstoffmengen der Serie À 

1) Es wurde gelegentlich geprüft, ob der Endzustand beim Ansfärben mit 
Benzopurpurin auf Baumwolle ein anderer wird, wenn auf bereits schwach ange- 
färbtem, getrockneten Material in concentrierterer Flotte weiter gefärbt wird 
(fraktionierte Adsorption), als wenn sofort in dic concentrierte Flotte eingegangen 
wird; es zeigte sich, daB dies nicht der Fall ist. 
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diejenigen für die Endconcentrationen der Serie B graphisch inter- 
poliert : 


Endconc. Aufgenommener Farbstoff  Aufgenommener Farbstoff 


in gr in gr 
NaCI = 0.1° Na CI — 0.066 °/, 

0.0026 0.0076 0.0036 
0.0040 0.0086 ; 0.0052 
0.0094 0.011 0.0084 
0.0139 . 0.012 0.00915 
0.0188 0.013 0.0093 
0.0430 0.014 0.0105. 


Einer Verminderung der Salzmenge entspricht demnach eine 
stark bemerkbare Verminderung der Farbstoffabgabe. Bemerkens- 
wert ist, daB unsere Zahlen für Benzopurpurin im Gegensatze zu 
den Resultaten von v. Georgievics sich nicht der Verteilungs- 
formel mit dem Exponenten 2 fügen. 

Man kann Benzopurpurin auch als substantiven Farbstoff auf 
Seide fixieren. Indessen lieB sich der Vorgang nicht messen, da 
die Flotten zu stark getrübt erschienen. 


Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind in der Figur 1 darge- 
stellt'). Wie ersichtlich, existiert zwischen diesen anorga- 
nischen und dem organischen Farbstoffe kein wesent- 
licher Unterschied. 

Ebensowenig zeigt sich ein solcher zwischen den Ausfärbungen 
auf Seide und auf Baumwolle. Die Zusammensetzung der ge- 
färbten Faser ist bei gegebener Temperatur in ausgesprochenem 
Ma$e von den Färbebedingungen: der Concentration des Farbstoffes 
und der Zuschläge abhängig. Die Curven entsprechen ihrer Gestalt 
nach vollkommen den Adsorptionscurven, wie sie van Bemmelen 
z. B. für die Aufnabme von Elektrolyten durch Hydrogele beob- 
achtete. 


DaB anorganische Stoffe, wie Glas, Thon u.s. w. angefärbt 
werden kônnen, ist aus den Arbeiten von v. Georgievics?), 
Heidenhain®”) und Suida“) bekannt. Die folgenden quantita- 


1) Die Curve für die Verteilung des Rutheniumpräparates ist der Uebersicht- 
lichkeit halber fortgelassen. 

2) Chem. Ztg. 19, 426 [1895]. | 

8) Encyclopädie der mikroskopischen Technik. I, 335. 1908. 

4) W. M. 25, 1107 [1904]. 
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Fig. 1. 


CFlotte — Procente Farbstoff in der Flotte. 

CFaser — gr Farbstoff in 1 gr Faser. 

Im Interesse der übersichtlichen Darstellung sind für die verschiedenen Curven 
diese Werte in den verschiedenen nachstehend verzeichneten MaBstäben einge- 
tragen worden: 

I Molybdänblau gegen Seide Celutte < 4 CFaser X< 1 

II Molybdänblau gegen Baumwolle  Cfiotte >< 5  Craser X 2 

III Vanadinpentoxyd gegen Seide Criotte >< 100  CFaser >< 100 

IVa Benzopurpurin gegen Baumwolle Crplotte >< 200 CFasor >< 600 
IVb » ” » CFlotte >< 200  CFaser >< 600 


Anmerkung. Der vorletzte Punkt auf Curve IV a liegt irrtümlicherweise 
etwas zu hoch. 


tiven Versuche wurden mit Molybdänblau, Collargol und Benzo- 
purpurin angestellt. Als anorganisches Substrat wurde das Hydrogel 
des Aluminiumoxyds verwendet. Die Versuchstechnik war im ganzen 
die gleiche wie bei dem Färben von Fasern. 
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1. Molybdänblau. 

Es wurde jeweils die gleiche Menge (5 ccm) frisch gefällten 
Hydrogels mit einem Gehalte von 0.1046 gr Al:Os angefärbt. 
Die Dosierung des Hydrogels in Pipetten ist vôllig exact; der 
mitgeteilte Analysenwert ist das Mittel der drei nachstehenden 
zu verschiedenen Zeiten erhaltenen: 0.1043, 0.1046, 0.1048. Das 
gefärbte Aluminiumoxyd setzte sich nach dem Ausfärben meist 
sebr schnell ab. Nur die verdünnten Lôsungen bedurften bis zu 
12 Stunden zur hinreichenden Klärung. 


Molybdänblau gegen Aluminiumoxyd. 


A. Je 150 cem, 6.75 gr Ammoniummolybdat. 


0.50 0.122 0.378 5.42 
2.00 0.465 1.535 22.0 
3.00 0.74 2.26 32.4 
4.00 1.29 2.71 38.9. 


B. Mit Zusatz von 10 °/ kryst. Natriumsulfat. 


Endconc. Aufgenommener Farbstoff  Aufgenommener Farbstoff 


in gr in gr; interpoliert aus À 
0.197 11.5 9 
0.375 23.3 18. 
Die Verhältnisse liegen hier demnach genau so, wie bei der 


Faserfärbung. 
Adsorptionsversuche auf Kieselsäure oder Zinnsäure konnten 
nicht ausgeführt werden, da in beiden Fällen Entfärbung eintrat. 


2. Silber. 

Ein reversibles, colloidales Silber liegt in dem käuflichen Collargol 
vor, einem Silbercolloid allerdings, das durch Zusatz geringer Mengen 
von Schutzcolloid wasserlôslich gemacht ist; irreversible Colloide, 
wie Selen, entsprechen, wie bereits betont, insofern nicht vüllig 
den substantiven organischen Farbstoffen, als ihre Lôsungen ent- 
weder gar nicht oder vollständig bei dem Färbeprocesse erschüpft 
werden, in keinem Falle aber ein Gleichgewichtszustand, der ja 
durch die Conkurrenz zwischen der Lüsungstendenz des Farbstoffes 
in Wasser und dem Adsorptionsvermügen des Substrates bedingt 
ist, erzielt werden kann. 

Baumwolle wird durch Collargol nur bei Salzzuschlag schwach 
angefärbt; da durch diesen, sowie auch durch Digerieren mit 
tannierter Baumwolle und beschwerter und unbeschwerter Seide 
eine Farbänderung des restierenden Farbstoffes verursacht wird, 
verbot sich die Anwendung des organischen Materials. 
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Das Hydrogel des Aluminiumoxyds läft sich bei 40° ohne 
Stôrung innerhalb 60 Min. bis zum Gleichgewicht anfärben. 


Collargol gegen Aluminiumoxyd. 
Je 3.161 cem Hydrogel — 0.0741 gr Al: Os, 125 cem Flotte. 


0.25 0.140 0.110 1.86 
0.30 0.174 0.126 2.125 
0.40 0.255 0.145 2.44 
0.50 0.353 0.147 2.48 
0.60 0.450 0.150 2.53, 


3. Benzopurpurin. 


Benzopurpurin gegen Aluminiumoxyd. 
A. Je 5 cem Hydrogel — 0.0744 gr Al:Os, 500 cem Flotte. 
Bei extremer Verdünnung der Flotte (0.00025 0) läft sich nach 
Eiïntritt des Gleichgewichtes noch ein Rückstand in der Flotte 
nachweisen. 


0.0175  0.0021  0.0154 1.035 
0.0300  0.0094  0.0206 1.385 
0.0400  0.0158  0.0242 1.63 
0.0600  0.0330  0.0270 1.81 
0.100 0.0710  0.0290 1.95. 
B. Je 4.95 cem Hydrogel — 0.079 gr Ale Os !), 200 cem Flotte. 
0.025  0.00014  0.0249 0.630 
0.040 0.002222  0.0378 0.957 
0.060  0.00975  0.0502 1.27 
0.150  0.0975 0.0525 1.33. 


Aus der graphischen Darstellung dieser Resultate in Fig. 2 
folgt, daf für die verwendeten Farbstoffe die Faser 
durch ein anorganisches Hydrogel ersetzt werden 
kann, ohne dafi der quantitative Verlauf des A d- 
sorptionsvorganges geändert wird. Auf Grund der nun- 
mehr vollständigen Nachbildung eines Färbevorganges mit rein 
anorganischem Material scheint die Frage nach der Natur des Aus- 
färbeprocesses mit Stoffen vom Typus des Benzopurpurins, wollte 
man sich nicht zu ganz ungewôhnlichen Anschauungen über die 
Reaktionsfähigkeit einfach zusammengesetzter anorganischer Stoffe 
entschlieBen, demnach zu einem gewissen Abschlusse gelangt und 
zu Gunsten der Adsorptionstheorie entschieden zu sein. 


1) Anderes Prüparat, als bei À. 
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C Flotte 
Fig. 2. 
CFiotte — Procente Farbstoff in der Flotte 
Coxyà — gr Farbstoff in 1 gr wasserfreien Oxyds. 


Die MaBstäbe sind die folgenden : 

I Molybdänblau CFlotto X 4 Coxyà >< 0.1 

II Silber CFlotte >< 20  Coxya X 2 
III Benzopurpurin  Crflotte >< 100 Coxya % 3. 


IL. 
Ueber die Zustandsaffinität einiger Schwefelfarbstoffe. 
(Gemeinschaftlich mit Paul Behre.) 


Die Schwefelfarbstoffe stehen in färbereitechnischer Hinsicht 
den substantiven Farbstoffen nahe, insofern sie, wie diese, ‘als 
solche, ohne eine Spaltung zu erleiden, unter der Einwirkung aus- 
salzender Zuschläge der Faser einverleibt werden. Eine Orien- 
tierung über das Verhalten dieser Stoffe, soweit es in das Gebiet 
der Colloidchemie fällt, schien einigen Nutzen zu versprechen, 
zumal sich bei der Mangelhaftigkeit unserer Kenntnisse über die 
Constitution dieser Kôrper von rein chemischen Gesichtspunkten 
in dieser Hinsicht kaum etwas Zusammenhängendes aussagen, ge- 
schweige denn prognostizieren läft. In ihrem Verhalten als Col- 
loide, besonders in ibrer Fähigkeit, Adsorptionsverbindungen zu 
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liefern, schlieBen sich indessen, wie im folgenden gezeigt wird, die 
Schwefelfarbstoffe den sonstigen bisher untersuchten Colloiden an. 
Die für die Fähigkeit jener, spezifische Colloidreaktionen unter 
Bildung von Adsorptionsverbindungen zu liefern, empfohlene Be- 
zeichnung ,Zustandsaffinität“?) dürfte daher in ihrer Anwendung 
auf diese zugleich am prägnantesten die Zugehôrigkeit der Schwefe]- 
farbstoffe zu der genannten Kürperklasse kennzeichnen. 

Zur Untersuchung wurden einige der sog. Immedialfarben, die 
wobl als typische Vertreter der Schwefelfarbstoffe gelten künnen, 
gewählt; wir sind für die Ueberlassung dieser Farbstoffe der 
Fabrik von Leopold Cassella u. Co., Frankfurt a. Main, zu 
Dank verpflichtet. 


1. Dialyse der Lüsungen von Immedialfarben. Unter- 
wirft mau Lüsungen von Immedialfarbstoffen in Schwefelalkali- 
laugen der Dialyse, so gelingt es, reine colloidale Lôsungen dieser 
Stoffe zu erhalten. Es wurden folgende Lôsungen von nachste- 
hendem Gehalt pro Liter angewandt. 


Farbstoft: Soda kalc.: Natriumsulfid 
kryst. : 
Immedialdirektblau B pat. 7 gr 1 gr 8 gr 
Immedialbordeaux G conc. 07 die 6 
Immedialschwarz N N conc. (AE Dès etes 
Immedialgelb D pat. Ge Es 62 


Diese Konzentrationen, welche etwa den von der Fabrik 
empfohlenen Rezepten entsprechen, mügen als technisch normale 
bezeichnet werden. Während der ersten 5 bis 6 Tage der Dialyse 
war bei täglich 3maligem, später 2maligem Wechsel des Aufen- 
wassers das Dialysat stark gefärbt. Von da an war die Färbung 
schwach genug, daf man mit Phenolphtalein auf Alkalität prüfen 
konnte. Immedialdirektblau lieferte nach 10 Tagen ein alkalifreies 
Dialysat, die übrigen erst nach 12 bis 14 Tagen. Die dialysierten 
Lôsungen waren, abgesehen von dem stark getrübten Immedialgelb, 
klar und zum Teil über ein halbes Jahr haltbar. Zur Gehalts- 
bestimmung wurden je 100 cem auf dem Wasserbade eingedampft 
und der bei 100° getrocknete Rückstand gewogen. Es enthielten: 


106 cem Immedialdirektblau : 0.096 gr. 
Immedialbordeaux: (0.076 , 
Immedialschwarz: (0.109 , 


” n 
2) 


1) Vergl. hierzu und zu dem folgenden: Ber. 37, 1095 [1904]. 
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2. Ultramikroskopische Prüfung. Die isolierten colloi- 
dalen Lüsungen unterschieden sich makroskopisch nicht von gewühn- 
lichen Lüsungen. Ultramikroskopisch bemerkte man in verdünnten 
Lôsungen einen mehr oder minder deutlichen Lichtkegel. Einzel- 
teilchen waren nur in ganz unwesentlichen Mengen vorhanden; 
technische, also salzhaltige Lôsungen von Blau und Schwarz boten 
dasselbe Bild; in einer derartigen 1:250 verdünnten Bordeaux- 
Lüsung waren indessen zahlreiche Teilchen in deutlicher Bewegung 
und von nahezu gleicher GrôBe und gelblich-weifer, nicht beson- 
ders charakteristischer Farbe ihrer Beugungsscheibchen erkennbar. 


8. Einwirkung von Elektrolyt. Reine colloidale Lü- 
sungen von Immedialfarben zeigen gegen Elektrolyte die gleiche 
Empfindlichkeit, wie andere Lôsungen dieser Art: Die Fällungs- 
kraft des Elektrolyten wächst mit der Valenz des Kations; Nitrate 
fällen weniger stark als Chloride. In der folgerden Tabelle sind 
die Resultate verzeichnet, die erhalten wurden, als je 5 cem der 
dialysierten Farbstofflüsungen mit je 0.2 cem !/2 äquivalentnormaler 
Elektrolytl‘sungen gemischt und einige Stunden sich selbst über- 
lassen worden waren. Kürzere Zeiten und grôüBere Salzmengen 
gaben weniger differente Ergebnisse: Es bedeutet : 

+  Trübung, 
++ beginnende Flockung; langsames Absetzen, 
+ ++ vôüllige Flockung; vülliges Absetzen. 

Ein geklammertes Zeichen bedeutet denselben Effekt in abge- 

schwächtem Mañe. 


Immedial-direktblau -bordeaux -schwarz 
Na CI + (#) (+) 
K CI ENCUR AE H 
Ba Cl Era Da LE <a SE SR 
AlCIs PET An A Èr 3 Du 
K NOs à = (+) (+): 


4. Konvektionsversuche. Colloidale Lüsungen von Imme- 
dialfarben sind, wie alle colloidalen Lüsungen, in elektrolytischem 
Sinne gesprochen, nahezu Isolatoren; dagegen erleiden sie unter 
dem Einflusse des elektrischen Stromes eine konvektive Ueberfüh- 
rung infolge einer Potentialdifferenz zwischen Colloidteilchen 
und Lüsungsmittel. Um dies zu zeigen, wurden in einem 250 cem 
fassenden Ueberführungsapparat, der eine getrennte Entnahme von 
Kathoden- und Anodenflüssigkeit gestattete, die auf das 10fache 
verdünnten elektrolytfreien Lüsungen während 22—24 Stunden 
zwischen Platinblechelektroden der Einwirkung eines Starkstromes 
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von 110 Volt unterworfen und die Verschiebung des Farbstoff- 
gehaltes kolorimetrisch ermittelt. 
—+ Flüssigkeit: — Flüssigkeit: Mittel: urspr. Gehalt: 
Immedialdirektblau: 0.0133°/ 0.0050°/, 0.0092°/  0.0096 °/o 
Immedialbordeaux : 0.0097 , 0.0044 , 0.0071 , 0.0076 , 
Immedialschwarz:  0.0156 , 0.0062 , 0.0109 , 0.0109 , 


Makroskopischer Betrachtung zufolge waren die Anodenflüssig- 
keiten durchweg stärker gefärbt, als die Kathodenflüssigkeiten. 
Ultramikroskopisch war der Lichtkegel in den ersten deutlicher, 
als in den zweiten; auch war die jeweils vorhandene sehr geringe 
Anzahl von Staub(?}-Teilchen am +Pol stärker als am — Pol. 
Die colloidal gelôüsten Farbstoffteilchen sind demnach, wie die Mehr- 
zahl der Colloide, negativ gegen das Lôüsungswasser geladen; da 
das Mittel von Anoden- und Kathodenwert ziemlich nahe an den 
ursprünglichen Gehalt der Lüsungen herankommt, so dürften elektro- 
lytische Oxydations- und Reduktionswirkungen auf den Farbstoff 
nicht oder nur in ganz untergeordnetem Mafe eingetreten sein. Auch 
konnte eine deutliche Gasentwickelung während der Dauer der 
Versuche nicht wahrgenommen werden. 


d. Einwirkung von Hydrosolen. Nach diesem Befunde 
stand zu erwarten, daB positiv geladene Colloide die Immedial- 
farben aus ihren dialysierten Lüsungen fällen, negative sie intakt 
lassen würden. Aus den Resultaten der nachstehenden Tabelle 
ersieht man, daB, abgesehen von der eigenartigen Wirkung des 
sebr empfindlichen Vanadinpentoxyds — die Mischungen erstarrten 
alsbald zu einer durchsichtigen Gallerte — diese Erwartung scharf 
erfüllt wird. Bei der Ausführung der Versuche verwandte man 
je 2 cem Farbstofflôsung und wechselte, um die günstigen Fällungs- 
bedingungen nicht zu übersehen, die Menge des zuzusetzenden 
Colloids nach Bedarf. 


Immedial-direktblau - bordeaux : -schwarz: 
Fes Os NE États + 
Zr Oz ne PE + + + + + 
ThO2 { cuituide (+) a «e 
Cre Os | g om NS 2 a ar nd: 5 ou a 1e 
Al O3 Dan (+ + +) GE 
PÉ 0 0 0 
Sbz S3 | _. 0 0 0 
Berliner Blau | Colloide 0 0 0 
Vd: Os f Gelatine Gelatine 0 
Sn O> 0 (Q ( 
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Der Eintritt der vülligen gegenseitigen Ausfällung entgegen- 
gesetzt geladener Colloide ist an ein bestimmtes günstiges Mengen- 
verhältnis der Reagentien geknüpft. Derartige Fällungsoptima 
wurden für die Kombinationen: Immedial-direktblau: Zr O2 und 
-bordeaux: Zr O2 aufgesucht. 


ZrO, in cem Immedial-direktblau -bordeaux 
0.2 (+) + 
0.4 + (++) 
1.0 HT God 
2.0 Ho Ne 2e 
5.0 (+ +) ee 
2.0!) (+) + 


6. Ausfärbeversuche. Die Adsorptionsverbindungen von 
Immedialfarben und Baumwolle muBten nach den in dem ersten 
Capitel dieser Mitteilung niedergelegten Erfahrungen in ihrer Zu- 
sammensetzung abhängig von der Konzentration der Färbeflotte sein. 
Es wurden, um dies zu prüfen, mit verschieden konzentrierten Farb- 
stofflôsungen quantitative Ausfärbeversuche ausgeführt, bei welchen 
der Zuschlag an Natriumkarbonat, Natriumsulfid und Natrium- 
chlorid dem Farbstoffgehalt proportional gehalten wurde. Den 
technisch normalen Farbkonzentrationen von Immedialdirektblau 
entspricht ein Kochsalzzuschlag von 0.7°%, den Normallôsungen 
von Immedialschwarz N N conc. ein solcher von 1.7°/o  Ver- 
dünnte Lôsungen von Immedialfarben mit den für konzentrierte 
Lôsungen berechneten Zuschlagmengen sind nicht kochbeständig. 
Es scheint im allgemeinen gleichgültig zu sein, ob nach erfolgter 
Ausfärbung die Probe zum kolorimetrischen Vergleich aus der 
heifen Flotte, aus der erkalteten Flotte, oder aus der 20 Stunden 
mit der Faser in Berührung gelassenen Flotte entnommen wird; 
von den erhaltenen Zahlen sollen nur die durch zabhlreiche Ver- 
suche belegten mitgeteilt werden. 


Immedialdirektblau gegen Baumwolle. 
Je 4 gr Baumwolle, je 200 ccm Flotte. 
Techn. Normalität Gr Farbstoff Gr zurückgeblieben Gr aufgen. 


0.2 0.28 0.21 0.07 
0.8 1.12 0.82 0.30 
1.0 1.40 1.04 0.36. 


1) einer 10fach stärkeren Konzentration. 
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Immedialschwarz N N conc. gegen Baumwolle. 
Je 4 gr Baumwolle, je 200 cem Flotte. 


Techn. Normalität Gr Farbstoff Gr zurückgebl. Gr aufgen. 
0.05 0.060 0.030 0.030 
0.25 0.30 0.142 0.158 
0.50 0.60 0.267 0.333. 


Qualitative Versuche zeigten, da die Hydrogele von Ak Os, 
ZrOs:, Fes Os, Sn O: in den Adsorptionsversuchen die Faser substi- 
tuieren kôünnen, und zwar wird der Farbstoff im allgemeinen in der 
Kälte vollständiger als in der Kochhitze niedergeschlagen. Tech- 
nische Lüsungen und dialysierte Lôsungen zeigten bei diesen Orien- 
tierungsversuchen kaum Unterschiede. Dagegen wurde bei quanti- 
tativen Ausfärbevergleichen von dialysierten mit technischen Liü- 
sungen auf Baumwolle deutlich, daB jene, da sie ja frei von Zu- 
schlägen Lôüsungen eines irreversiblen Colloids darstellen, ent- 
weder in reinem Zustande kaum färben, oder schon bei geringem 
Kochsalzzusatz vollkommen sedimentieren, daf also hierin diese 
Farbstoffl‘sungen wiederum weitgehende Analogie mit den irre- 
versiblen anorganischen Colloiden aufweisen. 


Ueber die Dissociation der Kohlensäure. 
(Mit 2 Figuren.) 


Von 


W. Nernst und H. v. Wartenberg. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Februar 1905. 


Die in vieler Hinsicht wichtige Frage nach der Dissociation 
der Kohlensäure wurde zuerst von Deville und später von 
Le Chatelier!)in Angriff genommen. Die von letzterem Forscher 
gegebenen Zahlen sind sowohl von ihm selber wie auch später 
von andern Autoren zu wichtigen SchluBfolgerungen benutzt worden. 
Die der thermodynamischen Rechnung von Le Chatelier zu 
Grunde liegenden experimentellen Daten sind, hauptsächlich weil 
man Temperaturen von über 1000° früher einigermaBen genau zu 
bestimmen kaum in der Lage war, ziemlich unsicher, soda eine 
Neubestimmung ein Bedürfnis erscheint. Es zeigte sich übrigens, 
daB an der thermodynamischen Berechnung von Le Chatelier 
insofern eine Correctur anzubringen ist, als die Wärmetônung 
gemäB der Gleichung 


2 CO = 2 CO + Où 
für zwei Moleküle Kohlensäure einzuführen ist, während Le Cha- 
telier nur den halben Wert in die Formel einsetzt. 
1. Versuchsmethode. 


Methode und Apparatur lehnt sich durchaus an das von uns 
bei der Bestimmung der Dissociation des Wasserdampfes benutzte 
Verfahren an; es wurde also môüglichst reine Kohlensäure durch 


1) Zeitschr. physikal. Chem. 2 782 (1888). 
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ein auf hoher Temperatur erhaltenes pipettenartiges GefäB geleitet 
und die austretende Menge Kohlenoxydknallgas bestimmt. 

Die Kohlensäure wurde nach Meyer und Langen') aus 
Natriumbikarbonat durch Zutrôpfeln verdünnter Schwefelsäure 
gewonnen. In einer 10 Liter Flasche wurde 1 kg Natriumbikar- 
bonat in 9,5 Liter ausgekochten Wassers gelüst. Die Flasche war 
mit einem dreifach durchbohrten Gummistopsen verschlossen. 
Durch ein Rohr konnte die entwickelte Kohlensäure abgeleitet 
werden, durch ein zweites 1 m langes mit Hahntrichter versehenes 
Robr verdünnte Schwefelsäure zugetrôpfelt werden und durch ein 
drittes bis auf den Boden reichendes Habnrohr Flüssigkeit her- 
ausgedrückt werden. Die Flasche war absichtlich fast gefüllt 
worden, damit die Kohlensäure môglichst wenig Luft zu ver- 
drängen hatte. Durch die Schwefelsäure im Trichter perlte 
ein Kohlensäurestrom aus einem mit Marmor und Salzsäure ge- 
füllten Apparat, um die Schwefelsäure gesättigt zu halten und 
die Luft aus ihr zu verdrängen. Jeder Tropfen der einfallenden 
Schwefelsäure erzeugte an der Oberfläche der Lôsung ein paar 
Gasblasen, sank dann als Schliere zu Boden und entwickelte erst 
hier an den festen Wänden eine Fülle kleiner Blasen, sodaB der 
Strom hôüchst gleichmäfig war. Durch ein Rohr, dessen einer 
Schenkel in Quecksilber tauchte und als Druckregulator diente, 
trat die Kohlensäure in eine mit konzentrierter Schwefelsäure 
beschickte Winklersche Schlange, die an einem Ende mit einem 
Glashahn zur Regulierung der Geschwindigkeit des Stromes ver- 
sehen war, am anderen Ende mit einer Glaskugel, in die zwei 
Platindrähte mit 3 mm Abstand eingeschmolzen waren. (Bei den 
letzten Versuchen wurde zur weiteren Trocknung noch ein 30 cm 
langes Phosphorsäurerohr eingeschaltet). Zwischen diesen Drähten 
konnte ein mit Induktorium und Leydener Flasche erzeugtes 
Funkenspiel unterhalten werden. Lief man Funken überschlagen, 
so wurde die passierende Kohlensäure bis zu 8°/o mit Kohlen- 
oxydknallgas vermengt. Aus der Schlange trat die Kohlensäure 
in den Erhitzungsapparat und aus diesem in den zur Analyse 
dienenden Absorptionsapparat. Die so erzeugte Kohlensäure ent- 
hielt nachdem der Apparat 24 Stunden in mäfiger Thätigkeit ge- 
wesen war, nur ca. ‘10 promille Luft; bei weiterer Benutzung 
sank dieser Betrag noch erheblich. Alle Verbindungen der Glas- 
teile übrigens waren womôglich verschmolzen, sonst Glas an Glas 
gesetzt und mit dicken, mit Marineleim bestrichenen, Gummi- 
schlauchstücken überzogen. 


1) Langen u Meyer, Pyrochemische Untersuchungen (1885) 15. 
Kgl. Ges d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kinsse. 1905. Ieft 1. 5 


n « 
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Der in Fig. 1 abgebildete Absorptionsapparat bestand aus 
einer 30 cem fassenden Glaskugel, an die unten ein scharf nach 
oben gebogenes offenes 6 mm weites Robr angesetzt war, das mit 
Quecksilber gefüllt wurde. Oben an der 
Kugel war ein 3 ccm fassendes in 0,02 cem 
geteiltes Eudiometer angesetzt. Um den 
Apparat hinstellen zu. kônnen, wären 
noch drei Glasbeine an die Kugel ge- 
schmolzen. Der Apparat wurde bis auf 
das untere offene Rohr mit 40 ‘tiger 
Kalilauge gefüllt, in die durch das Queck- 
silber des unteren Rohres die Kohlen- 
säure mit einer Glaskapillare eingeleitet 
werden konnte. Hierbei wurde die Kohlen- 
säure (ca. 8 1) absorbiert, während das 
Knallgas in das Eudiometer stieg, wo 
es explodiert werden konnte. In der 
konzentrierten Kalilauge ist die Ab- 
sorption des Kohlenoxydknallgases kaum 
merkbar. Es wurde aber stets 12 Stunden 
vor einer Versuchsreihe eine groBe Blase 
Kohlenoxydknallgas in die Glaskugel 
gebracht und so die Flüssigkeit gesättigt. 
Der Apparat wurde vor und nach dem 
Versuch auf Centigramme genau gewogen 
(Gewicht gefüllt ca. 150 g). Die Differenz 
ergab die äbsorbierte Kohlensäuremenge 
bis auf 5 cem genau, da Bcem CO: = 0,01 g ÿ 
sind. Zur Gasmessung wurde das Queck- } 
silberniveau auf beiden Seiten des Rohres 
gleich gemacht, abgelesen, der Apparat in Fig. 1. 
eine grofe Quecksilberwanne bis über die Oeffnung des unteren Rohres 
getaucht, explodiert und nach Gleichstellung des Niveaus wieder 
abgelesen. Correktionen wegen Barometerstand und Wasserdampf- 
tension (letztere ist über der konz. Kalilauge doch nur minimal) 
wurden nicht angebracht. Das Knallgas war bis auf Spuren von 
Stickstoff rein. 

Achnlich wie bei der Bestimmung der Dissociation des Wasser- 
dampfes waren auch in unserem Falle manche Schwierigkeiten zu 
überwinden und viele Vorversuche anzustellen, bis eine zuverlässige 
Bestimmung gelang. Der eine von uns (v. W.) wird darüber an 
anderer Stelle berichten; hier seien zunächst nur folgende Be- 
stimmungen mitgeteilt : 


! CT LOT ET TE OT 
A 


jai AE PU 1 TT ET 


AU CCE HET 


“ 
LE 


SU CE IAE 


| 
| 
| 
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Tabelle I. 


a S QE 8 

.— _20 D Le æ 
No.|».£ Sa | 2, A5 Bemerkung 

A > & B'our à 

> 4 Sn |. 

sl 


20 0,13 | 0,01 43 |1150 Die CO, geht nur durch 
1 15 0,40 | 0,041 | 43 » |gefunkt |konz. Schwefelsäure in ge- 
60 0,09 | 0,0062 | 16 ‘ wôübnlicher Waschflasche. 
40 0,15 | 0,015 | 16 » |gefunkt Bei langsamer Strümungs- 
ge windigkeit geht das 
Gleichgewicht zurück. 
| 
10 | 550 | 0,36] 0,043 | 55 |1130 | Trocknung der CO, wie bei 
2 | 5 | 350] 0,40) 0,077 | 69 » |gefunkt | No. 1. 
30 | 550 | 0,30 | 0,036 | 18 : Ueber die Porzellankapillare 
27.1 490 1°0,27/0,057.| "18 » |gefunkt | war ein wassergekühltes Kup- 
ferrohr geschoben. Dies kühlt 
offenbar aucht die Hinterwand 
des Gefäfes, weshalb die Tem- 
15 | 780 | 0,11 | 0,0093 | 52 |1060 peratur im Innern wahrschein- 
15 | 700! 0,13! 0,0124| 47 | , |gefunkt | lich hôher ist als angegeben. 
8 | 60 | 840 | 0:13 | 0,0104 | 14 d . Das Gleichgewicht verschiebt 
60 | 690 0,09) 0,0187| 11,5) , gefunkt | sich bei 1130° immer noch beim 
| Austritt. 
22 | 1325 | 0,07 | 0,0035 | 61 |1100 Trocknung der CO, wie bei 1. 
22 | 1460; 0,07 | 0,0082| 66 » |gefunkt| Als Ausstomungsrohr fun- 
CIE 1300 | 0,07 | 0,0036 | 87 : giert eine 1mm weite Quarz- 
15 | 1415 | 0,06 | 0,0928 | 94 » |gefunkt | kapillare. Thermoelement un- 
bedeckt, daher katalytische 
Beeinflussung des Gleichge- 
wichts, das sich von beiden 
Seiten einstellt, aber des weiten 
Ausstromungsrohres halber 
wieder verschiebt, was die 
viel zu kleinen x-Werte an- 
zeigen. 
20 | 475| 0,09 | 0,012 | 24 |1120 Trocknung der CO, mit 
5 13 | 340 | 0,27 | 0,059 | 26 » |gefunkt | H, SO, und P, O,. 
10 | 480 | 0,04] 0,0056 | 48 . Altes Porzellanrohr. Es 
8 | 470 | 0,72 | 0,100 | 58 : gefunkt |treten grofie CO-Mengen mit 


dem Knallgas auf, weshalb dic 
an und für sich vertrauencr- 
weckenden æ-Werte unsicher 
werden. 


Die obigen Bestimmungen, bei denen also teils reine Kohlensäure, 
teils Kohlensäure, die durch einen Funkenstrom zwischen Platin- 
spitzen kurz vor dem Eintritt in den Erbitzungsraum mit etwa 4 ‘Jo 

5 * 
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Koblenoxydknallgas beladen war, zur Verwendung gelangte, 
kônnen wir folgende Schlüsse ziehen. 1. Bei verschiedenen Rôühren 
tritt in sehr verschiedenem Mafe eine katalytische Wirkung 
der Austrittskapilare ein; das Temperaturgebiet, in welchem 
einerseits die Dissociation bereits hinreichend groB ist, um eine 
zuverlässige Analyse zu gestatten, und andererseits die Re- 
aktionsgeschwindigkeit in der Austrittskapillare hinreichend 
klein bleibt, um keine nachträgliche Verschiebung des Gleichge- 
wichts befürchten zu müssen, ist bei der Kohlensäure ziemlich 
klein, ja es ist ein wenig Glücksache, ein Porzellangefäf zu finden, 
welches überhaupt zuverlässige Messungen anzustellen erlaubt. 
2. Die Austrittskapillare muf dementsprechend môglichst eng sein 
und auferdem durch Küblung einen môglichst raschen Temperatur- 
abfall erhalten. 3. Wegen der starken katalytischen Wirkung der 
Feuchtigkeit, deren nähere Gesetze klarzustellen nicht ohne In- 
teresse sein wird, muB schliefilich für äu$erst energische Trock- 
uung der Kohlensäure gesorgt werden. 

Aus den vorstehend mitgeteilten Vorversuchen ist immerhin zu 
schlieBen, daB bei 1120° die Dissociation der Kohlensäure zwischen 
0,01 und 0,08 Jo liegt. 


2. Definitive Versuche. 


Um die Analyse sicherer zu gestalten, wurden die definitiven 
Versuche bei etwas hôherer Temperatur angestellt und dazu ein 
neues noch nicht gebrauchtes PorzellangefäB verwandt. Tabelle 
2 enthält die so gewonnenen Resultate: Als Beïspiel sei der Ver- 
such No. 5 eingehender erläutert. 

Der Kaliapparat wog vor resp. nach dem Versuch 221,20 g 
resp. 221,69g d.h. es waren 0,49 g CO: absorbiert, oder da 1 1 CO: 
bei 0° und 760 mm 1,965 g wiegt, 250 cem CO: An Knallgas wurden 
0,10 ccm gefunden. Der 0,06 ccm betragende Gasrest wurde mit 
H2 und O2 geprüft ohne Verpuffung, er war also N2 Der Baro- 
meterstand war 750 mm, die hängende Kalilaugensäule 32 cm, oder 


da die Lauge das spez. Gew. 1,7 hatte, _… 32 — 4cm Queck- 


silber, der Druck also 710 mm, abgesehen von der doch nur mini- 

malen Dampfspannung der konz. Kalilauge. Die Temperatur war 

209 C. Als reduziertes Knallgas mal ?/3 war also anzusetzen: 
10-0107” 2 0 088. 

Dieser Wert durch die cem CO: = 250 dividiert, ergab mit 100 

multipliziert « ‘Jo — 0,0232. Die reciproke Strômungsgeschwindig- 
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keit, oder die Zeit die 1 cem CO2 zum Durchstreichen brauchte 
(abgesehen von der bei gleicher Temperatur constanten thermischen 
Ausdehnung des Gases im glühenden Robr) resultierte schliefilich 
durch Division der Zeit — 61 mit den cem CO: — 250 zu 0,248. 
Das Millivoltmeter zeigt 11,6 M. V. mit Korrektur für Zimmer- 
temperatur der anderen Lôtstelle. Da der Goldschmelzpunkt vorher 
zu 9,92 M.V., nachher zu 9,95 M. V. gefunden war, anstatt 10,20 
M. V. so muften, prozentual korrigiert, 0,27 -1,16 M. V. oder 
0,31 M. V. addiert werden, was 11,9 M. V. ausmacht oder 1205°C. 

Zu bemerken ist noch, da die letzten Versuche 7 und 8 schon 
das Auftreten von Spuren CO erkennen lassen, d. h. daf das Rohr 
anfängt, angegriffen zu werden. 
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Tabelle 2. 
el € 8 d H E 
HO) ‘2 « un CEST re] EN do + S . 

8 | © ske M we 5 = | 
roll dela suasr ee re mallécu fe È 
sel |s|Ss | Ses (él h |éSE. | | E 5 

© + N À 4 Len | 

Ts E 3 M : Ë te + 5 = S 

5 | 61 |250 | 0,10 | 0,06N, | 0,058 |0,0232 | 0,248 | 1205 | 11.6 

6 | 30 |110| 0,09 | 0,07 N, | 0,052 | 0,0465 | 0,268 ; | , | gefunkt 
0,02 CO 

7 | 44 |590! 0,09 | O'Ggx, | 0,062 |0,0105 | 0,0745 j> | : 
0,06 CO - 

8 | 15 |200! 0,41 | On, | 0:260 | 0,130 | 0,075 | 2 | , | gefunkt 

1 | 30 |535| 0,11 | 0,05 N, | 0,063 |0,0118 | 0,056 : | J 

1 9 [175 | 0,40 ox, 0,230 REF | 0,0515 | , | , | gefunkt 

3 | 24 | 950 | 0,09 | 0,09N, | 0,052 ou 0,0252 | , | P | 

4 | 6 | 250 | 004 | 0,08 N, | 0,550 0220 0,0240 | , | . | gefunkt 


Die graphische Darstellung der Resultate zeigt Figur 2; an 


den einzelnen Punkten ist die Versuchsnummer bemerkt. Einen 
Nährungswert kônnen wir durch die graphische Darstellung als 
Schnittpunkt der beiden Kurven zu 0,085 annehmen. 
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Einen wohl zuverlässigeren Wert liefert folgende Ueberlegung. 
Die obere Kurve, die der Bildung von Kohlensäure entspricht, 
sollte, wenigstens in ihrem ersten Teile, woselbst die entgegen- 


0.20 


016 


012 


Pages 


gesetzte Reaktionsgeschwindigkeit verschwindet, eine trimolekulare 
Reaktion sein. Thatsächlich konnten wir auch bei andern, hier 
nicht mitgeteilten Vorversuchen, eine solche mit Sicherheit nach- 
weisen. Bei der hier vorliegenden Versuchsserie zeigt die nähere 
Berechnung jedoch, daB über den trimolekularen Verlauf sich, 
offenbar infolge katalytischer Einflüsse eine unimolekulare Reaktion : 
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superponiert, die in der Nähe des Gleichgewichts, und zwar in 
gleicher Weise auch bei der unteren Kurve, die einen bimoleku- 
laren Verlauf zeigen sollte, immer mehr in den Vordergrund tritt 
und aus einfachen algebraischen Gründen ja auch in den Vorder- 
grund treten mu. Unter diesen Umständen erschien es am 
sichersten, die Kurven nach folgenden Gleichungen zu extrapo- 
lieren. Wir setzen x, für den Gleichgewichtswert, a für den An- 
fangswert und für den jeweiligen Wert der CO-Mengen, so haben 
| wir für die Knallgasvereinigung (unimolekular aufgefaft) 


ae k(a—x)—-x 
und da 
1) = À 
2) premiere 


A A—X, —X 


entsprechend für die Knallgasbildung: 


dx ad: 
te. To 
3) ki 5 In ER 
Durch Probieren ergab sich für x, 0,029; in der That folgt 
dann aus 
x l 
0,130 0,070 ECS L ie 0,130 — 0,029 IE 
0,0465 0,268  0,264—0,070  0,130—0,029—0,0466  ‘ 
und ferner aus 
x u 
0,0112 0,065 ,, _ 0,029 0,029 2 
0,0232 0,248 PS 0,248 — 0,065 M 6629 — 0,0232 me 
0,189 
LE RO) 0? 
ECG 0,029. 


3. Indirekte Bestimmung der Dissociation 
der Kohlensäure. 


Ein weiterer und wohl sehr sicherer Wert läBt sich durch 
die Kombination der Untersuchung von Hahn!) über das Gleich- 


1) Hahn, Zeitschr. phys. Chem. 44. 513 (1903). 
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gewicht zwischen Wasserdampf, Kohlensäure, Wasserstoff und 
Kohlenoxyd mit unseren Werten über die Dissociation des Wasser- 
dampfes ableiten. Es gilt nämlich für das von Hahn!) untersuchte 
Gleichgewicht 
x — [COJ[H,0]. 
°  (H;]{C0,] ? 


ferner gilt für Kohlensäure und Wasserdampf 


— [COÿ(H,] __ [BF[0,] 
DR ICO NE RESTO TE 
woraus schlieBlich, wenn wir mit y den Dissociationsgrad des 


Wasserdampfes bei Atmosphärendruck bezeichnen, 


D WY K3 
sich ergiebt. 

Die Werte von Hahn stimmen bei hôheren Temperaturen 
nicht mit dem von der Thermodynamik geforderten Verlaufe 
überein; auf Grund unserer Erfahrungen müchten wir annehmen, 
daB hôchstwahrscheinlich sich bei den Versuchen bei hôheren 
Temperaturen das Gleichgewicht in der Austrittskapillare merklich 
verschoben hat. Indem wir daher nur die bei niederen Tempera- 
turen erhaltenen Werte von Hahn für zuverlässig ansehen kônnen, 
wäbhlen wir zur Berechnung den Wert von 

K "= "1,70 
der aus der theoretischen Formel für 7 — 1300 folgt?); dieser 
Wert dürfte, weil die theoretische Formel die für niedere Tem- 


peraturen gefundenen Zahlen gut wiedergiebt, genauer als eine 
einzelne der direkten Beobachtungen. Somit folgt (y — 0,00293 °/o) ÿ). 


æ — 0,00293:1,70$ — 0,00419 %o für T — 13000. 


4 Thermodynamiche Berechnung. 


Dieselbe ist in genau der gleichen Weise, wie früher*) für 
Wasserdampf durchzuführen; wir setzen nach Langenÿ) für die 
mittlere Molekularwärme der Kohlensäure : 


C, = 6,7 + 0,0026 4 


1) Hahn, Zeitschr. phys. Chem. 44 513 (1903). 

2) Ibid, 48 737 (1904). 

Be. S10: 

4) Vergl. dicse Nachrichten. Kebruar 1905. S. 8. 

5) Langen, Zeitschr. des Vercins deutscher Ingenicure. 47 637 (1903). 
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welche Zahl neuerdings durch Holborn und Austin!) eine sehr 


gute Bestätigung gefunden hat; ferner für die Dissociationspro- 
dukte: 

C, = 4,8 + 0,0006 t. 
Für die Verbrennungswärme von Kohlenoxyd bei konstantem 
Druck setzen wir *) 68000 cal. Die Wärmetônung der Reaktion 

2 CO, = 2C0 +0, 
wird somit, bezogen auf konstantes Volum: 

—q — 135100 +1,9 T —0,0034 T° 
und daher 
level T 
log Æ — log K,— 29560 (F e 7) +1,97 log -y- —0,00074(7— T,) 


oder, wenn x den Dissociationsgrad in Prozenten ausdrückt und 
wir für +, — 0,0000212 und 7, — 1000 setzen: 


27° 
te et 
R+ ch à oi) 
29560 T 
— 9,54 — RIT + 2,97 lg: 555 — 0,00074 (T — 1000). 


In folgender Tabelle finden sich die nach dieser Gleichung be- 
rechneten Werte von x bei Atmosphärendruck für eine Reïhe von 
Temperaturen: 


sh t |x (in Prozenten) 


1000 | 727 | 0,212.10-* 
1100 | 827 | 0,168.107 
1200 | 927 | 0,938.10 
1300 | 1027 | 0,400.107 
1400 | 1127 | 0,138.107* 
1500 | 1227 | 0,401.107: 
1600 | 1327 | 0,102 
1700 | 1427 | 0,230 
1800 | 1527 | 0,474 
1900 | 1627 | 0,902 
2000 | 1727 | 1,59 
2900 | 1927 | 4,17 
2400 | 2127 | 9,00 
2600 | 2327 | 16,8. 


1) Holborn und Austin. Ber. Berl. Akademie. 1906. 2. Februar. 
2) Ostwald. Allgemeine Chemie IL. I. 173. (1893). 
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Daf die obige Formel unsere Zahlen gut Set zeigt 
nachfolgende Zusammenstellung : 


y 4 | x ber. 


x gef. | Bemerkung 


1300 |0,00400 | 0,00419 | vgl. S. 9 
1400 |0,0138 | 0,01-0,03| , , 5 
1478 [0,032 | 0,029 RE 


Die von Trevor und Kortright') aus den Daten von Le 
Chatelier berechneten Zahlen sind etwa 2 mal so groB, als die 
unsrigen, eine in Anbetracht der Unsicherheit jener Daten aus- 
reichende Uebereinstimmung. 

Bei der Ausführung der vorstehenden Versuche standen uns, 
wie auch hier dankbar erwähnt sei, Mittel aus der Jubiläums- 
stiftung der deutschen Industrie zur Verfügung. 


1) Trevor und Kortright. Ann. Chem. Journ. 16 (1894.) 623 ; in dieser 
Arbeit ist übrigens bereits, wie wir nachträglich fanden, mit dem richtigen Werte 
der Wärmetônung (vgl. S. 1) gerechnet. 


Gôttingen, Februar 1905. 
Institut für Dinctaliiohe Chemie. 


Bemerkungen zur Bewegung der Elektronen bei 
Ueberlichtgeschwindigkeit. 


Von 


E. Wiechert. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Februar 1905. 


1. Vorwort. Die Theorie der Elektrodynamik, ergiebt für 
einen elektrisirten Kôürper, der sich mit Ueberlichtgeschwindigkeit 
bewegt, selbst dann eine hemmende mechanische Kraft elektro- 
dynamischen Ursprungs, wenn die Bewegung geradlinig und 
gleichmäfig vor sich geht. Es ist hiernach bei Ueberlicht- 
geschwindigkeit eine von aufen einwirkende mechanische Kraft 
erforderlich, wenn die Geschwindigkeit erhalten bleiben soll; die 
so vom Kôürper empfangene Energie wird als elektrische Erregung 
wieder in den Raum ausgestrahlt. A. Sommerfeld!) hat in 
bedeutungsvollen Arbeiten vor kurzem gezeigt, wie man die hem- 
mende Kraft für ein kugelfôrmiges Elektron berechnen kann. Er 
findet bei gleichfôrmiger Verteilung der elektrischen Ladung : 

Ouf ha 
Er 
wenn % die mechanische Kraft, Æ die elektrostatische gemessene 
Ladung, a den Radius, c die Lichtgeschwindigkeïit, v die Geschwin- 
digkeit des Elektrons bedeutet. — Wir werden schliefen dürfen, 
daB eine Veränderung der Bewegung eintritt, wenn die äubere 
Kraft beseitigt wird; es ist aber in dieser Hinsicht bisher nur 


1) Diese Nachrichten 1904, S. 99 und S. 363, K. Akademie van Weten- 
schappen te Amsterdam, Proceedings, 1904, p. 346. 


76 E. Wiechert, 


wenig bekannt geworden. Unter solchen Umständen mag es er- 
laubt sein, im Folgenden darauf hinzuweiïisen, daB in einigen be- 
sonderen Fällen der Elektrizitätsverteilung schon mit Hülfe des 
Gauf’schen Satzes über die Flächenintegrale der elektrischen Kraft 
sowohl die bei stationärer Bewegung notwendige treibende Kraft, 
als auch die Verzôgerung der Bewegung bei Beseitigung der trei- 
benden Kraft beurteilt werden kann. 

2. GauB’scher Satz. Wird die elektrische Kraft mit &, 
die in einem beliebig abgegrenzten Raum enthaltene Elektrizitäts- 
menge mit e bezeichnet, so gilt nach dem Gauf’schen Satz für 
das Oberflächenintegral der elektrischen Kraft bei Benutzung 
des gewühnlichen elektrostatischen Mafñsystemes 
die Formel: 


(2) 16 G,de — dre. 


Betrachten wir nun zunächst einen beliebig gestalteten elektri- 
sirten Kôrper, der sich in beliebiger Weise mit Ueberlicht- 
geschwindigkeit bewegt. Da die Stôrung des elektrodynamischen 
Feldes infolge der Bewegung sich von jeder Stelle des Kürpers 
in jedem Augenblick mit Lichtgeschwindigkeit als Kugelwelle 
ausbreitet, so wird das gestôrte Gebiet dem Kôrper in Form 
eines Schweifes folgen, den Sommerfeld ,Bewegungsschatten“ 
nennt. Legen wir eine geschlossene Fläche, welche den Be- 
wegungsschatten in dem irgend wie gestalteten Querschnitt Z 
schneidet, so in den Raum, daf sie in einem bestimmten Zeit- 
moment den Kôrper vollständig umschlieft, so hat auf ihr die 
elektrische Kraft € nur im Querschnitt Æ von Null verschiedene 
Werte. Der Gauf’sche Satz liefert uns also den Satz, da das 
Flächenintegral der elektrischen Kraft über jeden 
Querschnitt des Bewegungsschattens, der ganz 
auBerhalb des elektrischen Kürpers verläuft, 4x mal 
der Gesamtladung ist. — Schneidet der Querschnitt 
den elektrischen Kôrper, so tritt anstelle der Ge-. 
samtladung die Ladung des vor dem Querschnitt lie- 
genden Teiles des elektrischen Kôürpers. 

Da die Felderregungen, welche die einzelnen Teile des elek- 
trischen Kürpers verursachen, sich auch bei beliebiger Bewegung 
einfach superponiren, so kann man sich den Bewegungs- 
schatten des ganzen Kôürpers entstanden denken 
durch Ueberlagerung der Schatten seiner Teile bei 
beliebiger Zerlegung. Unsere Sätze über dieFlächen- 
integrale der elektrischen Kraft gelten dann un- 
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verändert auch für die Querschnitte der Teil- 
schatten. 

8. Betrachten wir nun die geradlinige Beweguncg. 
Die Geschwindigkeit mag in beliebiger Weïise veränderlich sein, 
jedoch soll ein gewisser über der Lichtgeschwindigkeit liegender 
Wert v, niemals unterschritten werden: 


(3) Vtt 


Parallel der Bewegungsrichtung werde die +-Axe eines Koordi- 
natensystemes gelegt. Dann wird der Bewegungsschatten jedes 
unendlich kleinen Teilchens de als eine Rotationsfläche erscheinen, 
deren Axe parallel x liegt. Der Schatten beginnt mit einer Spitze 
bei dem Teilchen und erweitert sich nach hinten ins Unendliche. 
Die Tangentialebenen in der Spitze bilden mit der x-Axe sämt- 
lich den Winkel & bestimmt durch die Gleichung: 


: c 
(4) Sna = 


wobei v den augenblicklichen Wert der Geschwindigkeit bezeich- 
net. Nach unserer Annahme über v ist « stets kleiner als der 
zu v, gehürige, also durch 


: c 

ID LE sn a, — Ce 

bestimmte Wert «,. Legen wir an de einen geraden Kreiskegel 
mit dem Winkel «,, so muf in dessen Innern der ganze Bewegungs- 
schatten liegen. Hieraus folgt, daB der Bewegungsschatten des 
ganzen elektrischen Kôrpers innerhalb eines Raumes liegt, der 
abgegrenzt wird, wenn eine Ebene, welche mit der x-Richtung den 
Winkel «, bildet, um den Kôrper gerollt wird. 

Für den Schattenkegel des unendlich kleinen Elementes de 
bildet jeder ebene Querschnitt L zur Bewegungsrichtung cine 
Kreisfläche, deren Radius kleiner ist als ptga«,, wenn p die Ent- 
fernung des Schnittes von de bedeutet. Nach den Erürterungen 
des Abschnittes 2 hat das Flächenintegral der elektrischen Kraft 
über den Querschnitt den Wert 4xde: 


(6) [Ete — 1 E_do — Ande. 


Wir wollen nun annehmen, daB der betrachtete Querschnitt ganz 
im Innern des Kôrpers liegt, und dafi im Bereich seiner ganzen 
Fläche die elektrische Raumdichte, die wir mit @ bezeichnen 
wollen, konstant ist. Dann erfährt infolge der Felderregung 
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durch das Element de eine Schicht des Kôrpers von der Dicke dp 
bei dem Querschnitt im Ganzen eine hemmende Kraft: 


(7) AS — JE, cdpdo — odp JE, do — Axçdedp. 


Liegt der ganze Schatten von de ab bis zur Enfernung p inner- 
balb des Kürpers und variirt die Dichte 9 nur in der Bewegungs- 
richtung x des Kôürpers, so hat die durch de verursachte Erregung 
bis zu der rückwärts in der Entfernung » gelegenen Ebene 1 x 
eine hemmende Kraft zur Folge im Betrage von: 


(8) 1 4x de. ['e dp. 


Man wird bemerken, dafi dÿ garnicht von der Ge- 
schwindigkeit v und ihrer Aenderung, sondern 
allein von der Beschaffenheit des Kôürpers abhängt. 


4 Kôrper besonderer Form I. Art. Es ist sofort er- 
sichtlich, wie wir von diesen Sätzen Nutzen ziehen kônnen, um 
Kôrper zu konstruiren, bei welchen sich die elektromagnetische 
Hemmung in einfachster Weise angeben läft. Indem wir gerad- 
Dinige Bewegung gemäf der Bedingung (2) annehmen, werden wir 
dies in zwei Arten erreichen. Hier zunächst setzen wir fest: 
Auf Ebenen senkrecht zur Bewegungsrichtung sei die elektrische 
Dichte p konstant. Der Kôrper (genauer gesprochen, seine Elektri- 
sirung) sei hinten durch eine ebene Fläche Z begrenzt, deren 
Randkurve mit 4 bezeichnet werden mag. Die ganze Ladung 
liege innerhalb eines Raumes, begrenzt durch die ebene Fläche Z 
und eine Kegelfläche 4,, die entsteht, wenn längst 4 eine Ebene 
rollt, die mit der Bewegungrichtung den Winkel «&, bildet. Im 
Falle der Kôrper nicht den ganzen Raum Z, À, ausfüllt, soll er 
vorn so begrenzt sein, daf seine Tangentenebenen mit der Be- 
wegungsrichtung Winkel bilden, die gleich oder grüsser sind 
als «,. 


Unter diesen Bedingungen wird der Bewegungsschatten jedes 
Elementes de bis zur Grenzebene Z ganz im Innern des Kôürpers 
liegen, sodafi wir durchweg (7) anwenden kônnen. Ist £ die Ent- 
fernung von der hinteren Grenzebene Z und ersetzen wir in (8) 
das Integral rechts durch 


@) eg — [éodé, 


so erhalten wir in 


e 
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(10) dÿ — Andesg 


die gesamte hemmende Kraft, welche der Kôrper infolge der 
Felderregung durch de erfährt. os bedeutet dabei die zu £ ge- 
hôrige Dichte, eg die Elektrizitätsmenge, welche zu der Flächen- 
einheit einer unendlich ausgedehnten Platte zwischen der hinteren 
Grenzfläche und einer parallelen Ebene im Abstand £ gehüren 
würde, wenn die Verteilung der Elektrizität dieselbe wäre wie 
in dem betrachteten Kürper. 
Wir wollen dabei bemerken, da 


(9°) deg 
ŸE [dE 
ist. — Durch Summation der dÿ für alle Elemente de ergiebt 


sich für die hemmende Kraft %, welche der Kôürper im Ganzen 
erfährt : 


(11) Y — An JT QEoree — 2x [Ode 
wobei Q£ den Inhalt des Querschnittes in der Entfernung £ von 


der hinteren Grenzfläche bezeichnet. 
Für den speziellen Fall konstanter Dichte ist: 


(12) — 0Ë; Ÿ — Ano* [ TEQE ë, 

Bildet der Kôrper überdies einen geraden Kreiskegel mit 
dem Oeffnungswinkel «, und der Hôhe %, soda8 die hintere 
Grenzfläche Z ein Kreis mit dem Radius Ætga, wird, so erhalten 
wir 


«3 Qù = x (H—D'tg a, 

und daher: 

(14) Dan, ee FE... 85 
Ÿ —= 3 Q tg a E'tg'a, PE P*° : 


E bezeichnet die Gesamtladung des Kürpers, P den Radius der 
hinteren Grenzfläche. 

4 Kôürper besonderer Form Il Art. Die ange- 
kündigten Kôürper Il. Art stellen Spiegelbilder der 
Kôürper L Art in Bezug auf Ebenen 1 zur Bewegungs- 
richtung dar. Die elektrische Dichte ist also in ihnen wieder- 
um auf Ebenen zur Bewegungsrichtung konstant; die ebene Be- 
grenzungsfläche liegt aber nun vorn und die kegelfürmige oder abge- 
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rundete Begrenzung hinten. — Das für uns Wesentliche bei 
Kôrpern dieser Art ist, daf für jedes elektrische Teilchen de alle 
diejenigen Stellen des Raumes bis zur vorderen Grenzebene, von 
denen Schattenkegel de treffen künnten, auch wirklich elektrische 
Masse enthalten, also zur Geltung kommen. Bei der Symmetrie 
der elementaren Schattenkegel folgt hieraus unmittelbar, da$ 
die elektrische Kraft im gañzen Innern des elektri- 
schen Kôrpers parallel oder entgegengesetzt der 
Bewegungsrichtungliegenundauf Ebenensenkrecht 
zur Bewegungsrichtung konstant sein muf. € er- 
scheint also hier als Funktion des Abstandes von der vorderen 
Grenzebene. Wir kôünnen sie mit Hülfe des GauB’schen Satzes 
sogleich bestimmen. Zu dem Zweck legen wir in dem Abstand Ë 
von der vorderen Grenzebene durch den Kôrper eine parallele 
Ebene (£), grenzen in dieser, und zwar innerhalb des Kôrpers, eine 
Fläche von dem beliebigen Inhalt q ab, konstruiren durch die be- 
grenzende Kurve nach vorne hin einen Cylinder parallel der Be- 
wegungsrichtung und schliefien ihn auferhalb des Kôrpers durch 
eine beliebige Fläche ab. Der so abgegrenzte Kôrper enthält die 
Elektrizitätsmenge ges , wenn wiederum wie in der Gleichung @) 
durch: 
B ëE — fosdé; CE — Je 
) | dE 

€£ definirt wird. Auf der Oberfläche ist €, nur in (£) von Null ver- 
schieden und hat hier überall den Wert G;. Hieraus folgt nach 
dem Gauf’schen Satz (2): QC; — Anges, also 


(16) CE; — Ares. 


Der Widerstand elektrodynamischen Ursprungs, welchen der 
Kôrper im Ganzen erfährt, ist hiernach 


Vergleichen wir hiermit (11), so ist ersichtlich, da$ ein Kôürper 
der zweiten Art eben denselben Widerstand erfährt, 
wie der spiegelbildlich gleiche Kôrper der ersten 
Art. Insbesondere in den Fällen konstanter Dichte und eines 
Kreiskegels gelten also wiederum die Formeln (12) und (14). 

5. Plattenfürmige Kôrper. Unsere Formeln umfassen 
ohne Weiteres den Fall von planparallelen Platten, vorausgesetzt, 
daf die Ränder gemäB dem Winkel «, (oder auch stärker) nach 
der einen oder der anderen Seite abgeschrägt sind. Besonderes 
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Interesse beansprucht der Fall der dünnen Platte. Der Quer- 
schnitt Q£ varürt dann nur wenig und um so weniger je dünner 


die Platte ist. Näherungsweise gilt deshalb nach (11) und (17) 
die Formel: 


(18) Ui— 2AQE, 


wobei Q die Flächenausdehnung der Platte und & die Gesamt- 
elektrisirung der Flächeneinheit bedeutet. Ist s von Null ver- 
schieden, so wird diese Formel um so genauer, je dünner die 
Platte bei gleicher Elektrisirung gegenüber ihrer Ausdehnung 
wird, weil dann der Einflu8 der Randteile mehr und mehr zurück- 
tritt. Durch hinreichende Verringerung der Dicke kann jede be- 
liebige Genauigkeit erreicht werden. 

Ist e — 0, wechseln also innerhalb der Platte positive und 
negative Schichten so miteinander ab, daf im Ganzen genommen 
die Flächenelektrisirung verschwindet, so ergiebt (18): % = 0, 
d. h. die Platte zeigt, abgesehen von den Randteilen überhaupt 
keinen elektrodyamischen Widerstand. Der Einfluf der Randteile 
bleibt hier allein übrig und darf daher nicht vernachlässigt wer- 
den. Wiederum aber gilt, daf die Randteile bei gleicher An- 
häufung von freier Elektrizität innerhalb der Platte um so mehr 
an EinfluB verlieren, je kleiner die Dicke wird. Die Platte kann 
also bei beliebig grofen Anhäufungen von freier Elektrizität in 
ihrem Innern dennoch einen beliebig kleinen elektrodynamischen 
Widerstand zeigen. 

6. SchluBfolgerungen. Blicken wir nun auf die drei 
letzten Abschnitte zurück, so finden wir als charakteristisch für 
das Verhalten der untersuchten elektrischen Kôrper, daf die 
hemmende mechanische Kraft elektromagnetischen 
Ursprungs vollständig unabhängig ist, sowohl von 
der Geschwindigkeit als auch vonihrer Veränderung, 
sofern nur die Bedingung 


(3) vtt 


erfüllt wird. So haben wir denn hier einen Fall,woes 
durchaus unmôglich scheint, von einer durch die 
elektrische Ladung verursachten ,Trägheit* zu 
sprechen; ein konstanter Widerstand ist vorhanden, weiter 
nichts. Sollte keine andere Ursache zu einer Trägheit vorhanden 
sein, so müfite die Geschwindigkeit momentan unter v, herabsinken 
oder über jede Grenze hinaus wachsen, wenn die treibende mecha- 
nische Kraft im geringsten kleiner oder grüfer wäre als %. 
hyl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1905. Heft 1. 
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Der zweite Fall würde z. B. eintreten, wenn der elektrisirte 
Kôrper sich in einem homogenen elektrischen Felde von einer 
grôBeren Intensität als 


pit 
(19) E — E 
bewegte. E bezeichnet wiederum die Gesamtladung. — Es ist nach 


(11), (7, (@), (5): 
8 — x [ eg Qs dé; E = f'Ogdeg- 


Es folgt hieraus, daB bei hinreichend klein gewählter Dichte 
schon beliebig kleine elektrische Felder genügen würden, um bei 
Abwesenheit einer Trägheit von anderem als elektrodynamischen 
Ursprung unendlich grofe Geschwindigkeiten zu ergeben. 

Zum SchluB mag noch bemerkt werden, daB % stets positiv 
ist, also immer einen wirklichen Widerstand und niemals eine 
treibende Kraft anzeigt, wie auch immer die elektrische Ver- 
teilang in dem Kôrper sein mag. Es folgt dieses sogleich aus 
unseren Formeln, wenn beachtet wird, daB Qe mit wachsendem Ë 
nicht zunehmen kann. 


Ueber das allgemeine Problem der Variations- 
rechnung. 


Von 


Constantin Carathéodory. 


Vorgelegt von D. Hilbert am 25. 2. 1905. 


Es gibt zwei Methoden mit welchen man die Variationsrech- 
nung begründen kann. Lagrange und Weierstraf haben die 
bekannteste von ihnen aufgestellt, die auf ein System von not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen für die Existenz eines 
Extremums führt. Die andere ist viel älter, da sie schon gelegent- 
lich von Joh. Bernoulli benutzt wurde und in der Jacobi-Hamilton- 
schen Theorie enthalten ist’); mit ihrer Hülfe wird das Variations- 
problem auf ein Problem der gewühnlichen Maxima und Minima 
reduziert. 

Ich môchte in dieser Mitteilung kurz skizzieren, wie man für 
das allgemeine Variationsproblem — mit Differentialgleichungen 
als Nebenbedingungen — auf diesem letzten Wege, die Lagrange- 
schen Differentialgleichungen ableiten kann. Ein System von hin- 
reichenden Bedingungen für das Eintreten eines Extremums 
wird sich zugleich ergeben. 

Ich beschränke mich hier auf den Fall, wo das Integral 


(1) J — JF, Y1 #, P; q) dx, 

das zu einem Minimum gemacht werden soll, längs einer Kurve 
genommen wird, die zwei gegebene Punkte x,,y,,:, und %,,y,,#, 
verbindet und die Differentialgleichung 

(2) g(x, y, 2,p,Q) = 0 


1) Joh. Bernoulli Opera (Lausanne 1742) Vol. II pag. 266. Vgl. auch 
meine Dissert. ,Ueber diskontinuirliche Lôsungen“ (Güttingen 1904) pag. 65 ff. 
6* 
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dz 
dx 
zeichnet. Ich habe aber die Rechnungen im folgendem derart ge- 
staltet, daB eine Uebertragung auf den allgemeinen Fall ohne 
weiteres zu vollziehen ist. 


erfüllt; in den Formeln (1) und (2) sind Æ. mit p, mit q be- 


$ 1. Die geodätisch äquidistanten Flächen. 


Man betrachte im Raume der x,y,z eine einparametrige Schar 
von Flächen 


(3) | p(x, Y; 2) al 
Der Wert des unbestimmten Integrals (1) längs einer willkürlichen 


Kurve genommen, welche der Differentialgleichung (2) genügt, ist 
dann eine Funktion von w und es besteht die Gleichung 


ons 
u Pz +pp, à LUE 
Man suche jetzt in jedem Punkte des Raumes diejenige Richtung 
P,9, die, der Differentialgleichung (2) genügend, den Ausdruck (4) 
zu einem Minimum macht. Dieses ist ein Problem der gewühn- 
lichen Maxima und Minima; es müssen die partiellen Ableitungen 
nach p und Qq der GrüBe 
f 

E) D = pp,+4p. 
verschwinden, wo » eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. 

So erhält man das Gleichungssystem 


(De + PPy + 95) fo — T° Py 


Pere PP n0Pe) Jones Po) A6 
@) (g- + p9, + 4p.) ni 
(Da + PPy + QD) fa — F° Pa +09, = 0. 
(o: +0p,+4qp.) É 


Die GrüBen »,p,q werden aus diesen Gleichungen und aus 
der Gleichung (2) als Funktionen von x, y, 4, p.,p,, œ, bestimmt. 
Wir wollen jetzt fordern, daB für die so bestimmten Richtungen, 
die Grôüfe Te auf jeder Fläche der Schar (3) einen konstanten 
Wert besitze. Die Flächen einer Schar bei welcher diese letzte 
Bedingung erfüllt ist, wollen wir geodätisch äquidistant 
nennen. Man kann, bei einer solchen Schar von Flächen, den 


Parameter uw immer derart wählen, daB die GrôBe _— in jedem 


Punkte eines gewissen räumlichen Gebietes, gleich eins sei. 
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Wenn also die Schar (3) aus geodätisch äquidistanten Flächen 
besteht, so muB (wegen (4)) die Gleichung 
(9) Ê = p,+pp,+ 09, 
gleichzeitig mit den Gleichungen (6) stattfinden'). Dann redu- 
zieren sich aber die Gleichungen (6) auf 
LP + 1199 DT 0, 
PURE DUR mr 0; 


oder, wenn man À — vf setzt, auf 
(8) (9 + 499 = Py) 
(9) fa + A9 = P> 


Im Falle wo man p,q und 4 aus (2), (7), (8), (9) eliminieren kann, 
erhält man eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 


(10) F(x,y,2 9 Py p.) = 0 
für die Scharen von geodätisch äquidistanten Flächen. Eine hin- 
reichende Bedirgung für die Môüglichkeit dieser Elimination ist, 
daB die Funktionatdeterminante von (8), (9) und (2) nach p, q, 4, 
d. h. die Grüfe 
Lo + pp T9 + ATpg Jp 
(11) À = |fo9 + Ang Ton + go 9 
| 9p fa 0 
von null verschieden sei. Dann läft sich auch die Gleichung (10) 
nach y, auflüsen, was notwendig ist, um das allgemeine Existenz- 
theorem der Lüsungen einer partiellen Differentialgleichung an- 
wenden zu kônnen. 


$ 2. Die Lagrangeschen Differentialgleichungen. 


Im Falle wo die obige Bedingung erfüllt ist, kann man in 
der Umgebung einer beliebig vorgeschriebenen Anfangsfläche 
p, (x, y, 2) = 0 eine Flächenschar konstruieren, die der Differential- 
gleichung (10) genügt. Wir wollen diejenige Kurven untersuchen, 
die auf den Flächen dieser Schar transversal stehen, d. h. für 

de 


d me 
welche _ D NN den Gleichungen (2), (8) und (9) ge- 


1) Da wir stillschweigend die Voraussetzung machten daf die Fliüchen 
regulär sind, so kônnen y, y, y, nicht gleichzeitig verschwinden. Es mu nun 
auch ferner f, für die betrachteten Richtungen, aus naheliegenden Gründen von 
null verschieden sein. j 
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nügen. Diese Kurven bilden, wie man aus unseren Betrachtungen 

leicht erkennt, ein Feld von Extremalen des Variationsproblems. 
Durch Differentiation nach y von (2) und (7) erhält man: 

d 99 + 9pPy + 9403 = 0 

(13) EU =9)p, + Ep) y — Pry + PPyy + AP ye* 

Die Gleichung (13) reduziert sich mit Hülfe von (8), (9) und (12) auf 


(13) F5 + A9 = Pay + PPyy + AP) 
auf ähnlicher Weiïse erhält man 
(14) ft 19, = Pas + DPye + OP oz 


Wenn man jetzt (8) und (9) längs einer Extremalen des Feldes 
differentüert, so kommt 


a 
dx (fo + 49) Æ Pzry +PPyy + QPyz 


1 Je: 
dx (+ 49) — Prr + PP, F AP2z 


Man erhält endlich, durch einsetzen dieser Werte in (13) und (14), 
die Lagrangeschen Gleichungen 


ÉMU 

| x Vo + A9) = fi, TA, 
(15) d 
| +209 = +39. 

Diese Gleichungen liefern mit (2) ein System von gewühnlichen 
Differentialgleichungen zur Bestimmung von y, z,4 als Funktionen 
von x. 


$ 3. Die Legendresche Bedingung. 


Um jetzt zu erkennen, ob die durch (2) und (15) erhaltenen 
Extremalen wirklich ein Minimum liefern, mu man untersuchen, 
ob, längs einer dieser Kurven, die GrüBe 


SPP OT 

du p+rp, +4. 
für die Werte von p und q, die den Gleichungen (2), (8) und (9) 
genügen, ihren kleinsten Wert erreicht. Eine hierfür hinreichende 


Bedingung ist (auch im allgemeinen Falle) ziemlich einfach abzu- 
leiten. 
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Man betrachtet die Funktion (5) 
F(p; 9) 
NE een r pr , 
Ÿ (P,9) RTS + vg(P, 9) 
und entwickelt %(p +h,q+#) in eine Potenzreihe nach k und #, 
indem man den Grôüfen p, q, v diejenigen Werte erteilt, welche die 
Gleichungen (2) und (6) befriedigen. In dieser Entwickelung fehlen 
die linearen Glieder in À und #, und es wird sicher in der Um- 
gebung von p,q ein Minimum dann stattfinden, wenn die quadra- 
tischen Glieder der Entwickelung d. h. 
(16) Dop + 28 pe LE + Dog 
für alle diejenigen (von null verschiedenen) Werte von k,k# positiv 
bleibt, welche die Gleichung 
g(p+hk,g+) = 0 
oder einfacher die lineare Gleichung ‘ 
(17) ph + 9ak = 0 
befriedigen. 
Hier nimmt (16), nach leichten Umformungen, die Form an 
fo + 2 DE + faq” 
Pz + PP, + 9P: 

Unsere Bedingung kann also mit Rücksicht auf (7) und (17) ge- 
schrieben werden 


(Top + À9pp) 94 — 2 (fpg + 4999) 09 Ja + (Fa + AGae)9» 0 
D à SAARPIO PAP pe MES U — "T2 : 


+ v(9pp + 2 pq AK + gg E*). 


(18) 


Der Zähler des Bruches (18) ist identisch mit der Determinante 
(11) wenn man diese mit negativem Vorzeichen nimmt. 

Eine Bedingung für die Existenz eines starken Minimums, die 
der WeierstraBschen analog wäre, würde man mit gleicher Leich- 
tigkeit erhalten kônnen. 


$4. Zusammenhang mit der Jacobi-Hamiltonschen Theorie. 


Die Differentialgleichung (10) für die Fläschenschar y (x,y,2+)=u 
ist identisch mit der Differentialgleichung der allgemeinen Wellen- 
fläche in der geometrischen Optik. Sie ist zuerst von Hamilton 
für die Behandlung des räumlichen Variationsproblems ohne Neben- 
bedingungen aufgestellt worden !). 


1) On Systems of Rays, third supplement, Irish Transations Bd. XVI (1837) 
pag. 1 u. ff. 
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Die Anfangswerte #,, ÿ,,4,, p,;, 4, 4, bestimmen im allgemeinen 
eine Extremale; sie sind gegeben, jedesmal wo man die Stellung 
der Tangentialebene der Fläche y, im Punkte x,,y,,z, kennt. Um- 
gekehrt ist dann aber auch die Stellung der Tangentialebenen der 
zu p, geodätisch äquidistanten Flächen in jedem Punkte dieser 
Extremalen bestimmt. Die Ersetzung einer beliebigen Fläche des 
Raumes durch eine Parallelfläche von gegebener geodätischer Ent- 
fernung, ist also eine Berührungstransformation, die der Lieschen 
Dilatation analog ist, und in der geometrischen Optik auf das 
sogenannte Huygens’sche Princip fübrt. 

Hierdurch sieht man leicht, wie man, auch in unserem Falle, 
von einer vollständigen Lüsung der partiellen Differentialgleichung 
(10), durch Differentiation, die Integrale der Lagrangeschen Gleichung 
ableiten kann. 


$ 5. Ausnahmefüälle. 

Um die hinreichenden Bedingungen eines Minimums zwischen 
zwei festen Punkten P, und P, einer Extremalen aufzustellen, ge- 
nügt es nicht ein Feld im obigen Sinne konstruiert zu haben, 
d. h. eine Schicht von geodätisch-äquidistanten Flächen zu kennen, 
welche die Extremale P, P, transversal schneiden, und den Raum 
in der Umgebung dieser Kurve eindeutig ausfüllen. Man mu 
vielmehr noch die Sicherheit haben, daB es in der Umgebung der 
zu untersuchenden Extremalen noch andere Kurven gibt, die 7’, 
mit P, verbinden und der Differentialgleichung (2) genügen'). 

Hinreichend dafür ist, da die Extremalen des Extremalen- 
büschels durch ?,, nicht alle auf einer und derselben Fläche liegen, 
sondern einen Raum erfüllen und da die zu untersuchende Extre- 
male, mindestens teilweise, im Innern dieses Raumes verläuft. 

Dieses findet (mindestens für kontinuierliche Extremalen) jedes- 
mal dann nicht statt, wenn man zwischen den Gleichungen (2) und 
(15) die Grôfe À eliminieren kann. Dann wird jede Lôsung des 
Variationsproblems, wenn eine solche existiert, mindestens einen 
Knickpunkt enthalten müssen ?). 

Andere Probleme sind noch spezieller: das sind diejenigen für 
welche der Wert des zu untersuchenden Integrals unabhängig vom 
Integrationswege ist. Dieses findet 7. B. für 


(19) | AE 
g (&, y, 2, p, 4) = 0 


1) Dieses wurde zuerst von G. v. Escherich betont. Vgl. für die Litteratur 
Math. Encykl. Bd. II À 8a pag. 634. 


2) Siehe moine Diss. pag. 45ff. 
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statt. Die Lagrangeschen Differentialgleichungen (15) nehmen hier 
die Form an 


dA 
(%- -9)+4% se LU 


dà 
a(iu- — 9) Te dx = (0. 


Für À = O0 verschwinden die Gleichungen (20) identisch und die 
gesuchte Kurve ist an keine andere Bedingung als g = 0 ge- 
bunden, was zu erwarten war. 

Wenn man aber die Fragestellung modifiziert und nach der- 
jenigen Kurve sucht, die für gegebene ,, y,, 2,2, Y%, die GrôBe z, 
zu einem Maximum oder Minimum macht, so zeigt unsere Betrach- 
tung der geodätisch-äquidistanten Flächen, daB 4 + 0 sein muf. 
Also ist wegen (20) die Determinante 


(20) 


d 
ne Ja 


Die Karven, welche durch die Gleichungen (2) und (21) bestimmt 
werden, sind die Charakteristiken derjenigen partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung, deren Mongesche Kurven der Gleichung 
g = 0 genügen, wie Herr Hilbert gezeigt hat. 

Im Falle wo g die Form 


g = q—9(xy,p) 
annimmt, reduziert sich unser letztes Problem auf das einfachste 
Variationsproblem ohne Nebenbedingung. 

Die Kurven die durch (2) und (21) geliefert werden sind, in 
der Regel, singuläre Extremalen des allgemeinen Problems das wir 
zu Anfang betrachteten. Sie bilden im Allgemeinen die Grenze 
des räumlichen Gebietes, das durch die Extremalen, die durch 
einen Punkt gehen, erfüllt wird. Um dies zu zeigen, kann man 


in den Gleichungen (15) die GrôBe 1 durch + ersetzen. Dann 


erhält man 
M) ApE= )+e(e- 9) Dre D 
en efh-p(és)- sde 


Ugl. Goes. d. Wiss. Nacbrichten. Matb.-phys. Klasse. 1905. Hoft 1. 7 
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Eine dieser Gleichangen kann durch 
d d d d 
e4 e[n( Se -#) - af -r)]+ [se (9) a(%—9)| = 0 


ersetzt werden. 

Die Lôsungen des Gleichungssystems (22) oder (23) und (24), 
die dem Anfangswerte o, — 0 entsprechen sind aber gerade die 
durch (2) und (21) erhaltene Kurven. 
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Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik. 
Von 


L. Maurer. 


Vorgelegt von D. Hilbert am 25. 2. 1905. 


Die vorliegende Untersuchung ist durch die Diskussion über 
die Frage veranlafit worden, ob das Hamiltonsche Prinzip im Fall 
nicht holonomer Bedingungsgleichungen seine Geltung behält oder 
nicht. Um den Kernpunkt der Frage in Kürze klarzustellen, be- 
schränke ich mich auf den einfachen Fall, da die Bewegung eines 
einzigen materiellen Punktes zu bestimmen ist. Der Einfachheit 
wegen nehme ich an, daB auf den Punkt keine Kraft wirkt, da- 
gegen soll die Bewegungsfreiheit durch eine Bedingungsgleichung 
beschränkt sein. 

Nehmen wir zunächst an, die Bedingungsgleichung enthalte 
nur die Koordinaten des Punktes, aber nicht die Geschwindigkeits- 
komponenten, sie habe also die Form 


(1) f@&y2) = 0 
Das Hamiltonsche Prinzip auf diesen Fall angewendet, verlangt, 
daB die Variation des Integrals 


«/ 
A —= J Æ mx” + y" + 27) dt 
b 


für alle die Variationen Ôx dy dz verschwinde, die mit der Be- 
dingungsgleichung (1) verträglich sind, und für é — 4, und { — 1, 
den Wert Null annehmen. Hieraus ergeben sich für die Koordi- 
naten die Differentialgleichungen 
dt un > 0f: LYS En OL. CE Of 
| nd da 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichteu. Matb.-phys. Klasse. 1903. Hoft 2. 8 
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Lassen wir nun an Stelle der ,holonomen“ Bedingungsgleichung 
(1) die ,nichtholonome“ Bedingungsgleichung 
(2) pa'+vy + = 0 
treten; hier bedeuten o Ÿ y Funktionen von æy2z, die keiner Gleichung 
der Form 
Un of 
p:Vv:1 —= êx ‘0y 07 
genügen, so daf die Gleichung (2) nicht unbeschränkt integrabel ist, 
Man schreibt die Bedingungsgleichung (2) auch häuñig in der 
Form 
(2a) pdx +vpdy +ydz —= 0 
Die beiden Formen (2) und (2a) der Bedingungsgleichung entsprechen 
verschiedenen Auffassungsweisen: bei Benützung der Form (2a) 
betrachtet man xyz2 als unabhängige Variable, bei Benützung der 
Gleichung (2) betrachtet man diese GrôBen als Funktionen von é. 
Fordert man, daB die Variationen 0x 0y dz der Gleichung (2) 
genügen, so erhält man die Gleichung 


pô" + pÔy" + 402’ + x'Op + y'Op + 2'0y 


es ! / , , ôp Ôp Ôp 
Ge on out Lalte (3e oz + SE ay + 2 ô:) 
,(o% op op , (dx ôz CL 
+y (SE êr + dy + Ge de) + (ZE 2 +5 dy +2 de) =aû 


Damit die Variation 0@ für alle dieser Gleichung genügenden 
Variationen 0x dy dz verschwinde, sind bekanntlich die Differential- 
gleichungen 


dx’ d Ô 0 [0] 


M7 no ox Ôx dx 
dy" __ doy ODIA NOV UE LOTS. 
(&) nr ee pra Leu) 
dz' _ dez Do NON LA Op. 
Re cart e(e LEP +) 


erforderlich und hinreichend. 
Für die wirklich stattfindende Bewegung gelten aber nicht. 
diese Differentialgleichungen, sondern die folgenden: 


LADNE LUS (ER 
dE 9 te ÉET 


Zu diesen Differentialgleichungen gelangt man, wenn man fordert, 
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daf die Variation 0@ für alle die Variationen Ôx dy dz verschwinde, 
die der Bedingung 


(6) px + yoy + 402 —= 0 
genügen !). 

Hertz bezeichnet in seiner Mechanik die Bahn, die durch die 
Gleichungen (4) bestimmt ist als ,geodätische“ Bahn, die durch 
die Gleichungen (5) bestimmte dagegen als ,geradeste“ Bahn. 

Da8 die wirklich stattfindende Bewegung auf einer geradesten 
Bahn und nicht auf einer geodätischen Bahn erfolgt, muB als Er- 
fahrungstatsaehe betrachtet werden, dariüber kann kein Zweifel 
bestehen. Dagegen gehen darüber die Ansichten auseinander, ob 
diese Tatsache mit dem Hamiltonschen Prinzip in Einklang zu 
bringen sei oder ob die Geltung dieses Prinzips sich auf den Fall 
holonomer Bedingungsgleichungen beschränke. Hertz vertritt die 
letztere Ansicht?) Er stützt sich dabei darauf, daf nach den 
Prinzipien der Variationsrechnung im Fall einer nicht holonomen 
Bedingungsgleichung (2) die Variationen der Gleichung (83) und 
nicht der Gleichung (6) genügen müssen. Hülder stellt sich auf 
den entgegengesetzten Standpunkt. Er unterscheidet zwei Arten 
von Variationen, die mit der Bedingungsgleichung (2a) verträglich 
sind; sie sind durch die Gleichungen (3) und (6) charakterisiert. 
Nachdem diese Unterscheidung getroffen ist, kann man offenbar 
sagen: das Hamiltonsche Prinzip gilt auch für den Fall einer nicht- 
holonomen Bedingungsgleichung, vorausgesetzt, daB die zulässigen 
virtuellen Verrückungen durch die Gleichung (6) definirt werden. 

Hamel*) geht noch einen Schritt weiter: er betrachtet die 
Variationen, wie sie in der Variationsrechnung definirt werden, 
als speciellen Fall der virtuellen Verrückungen. Für die ersteren 
gelten die bekannten Relationen 


Re lon des MER 
PER ET DT NS AR 


für die letzteren gelten sie im Allgemeinen nicht. Es kommen 
also 6 von einander unabhängige Bestimmungsstücke einer virtuellen 
Verrückung in Betracht: 

Ôx dy Ôz Ôx' dy 02’ 


1) s. Hôlder: über die Prinzipien von Hamilton und Maupertuis, Güttinger 
Nachrichten 1896, S. 122. 

2) Mechanik, S. 23. 

3) Die Lagrange-Eulerschen Gleichungen in der Mechanik, Zeitschr. f. Math. 
u. Phys. Bd. 50 Heft 1. Ueber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik, 
Math. Annalen Bd. 59 $S. 416. 
8* 


7 x 
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Um die virtuellen Verrückungen, die mit der nichtholonomen Be- 
dingungsgleichung (2a) verträglich sind, zu definiren, verfährt 
Hamel folgendermaBen: er betrachtet zunächst den Punkt als frei 
und setzt 
pdx + pdy + ydz = dÿ 


Wäre die linke Seite dieser Gleichung unbeschränkt integrabel, 
so wäre d® das Differential einer Funktion 8. Obwohl dies nun 
nicht der Fall ist, so benützt Hamel doch das Symbol # und be- 
zeichnet es als generalisirte, nichtholonome Koordinate. Die vir- 
tuelle Aenderung dieser generalisirten Koordinate wird durch die 
Gleichung 

09 — qpÜx + vôy + 02 


definirt. Wäre # eine eigentliche Koordinate, so würde aus der 
Gleichung d8& — 0 für die zulässigen virtuellen Verrückungen die 
Bedingung 09 — O folgen. Diese Bedingungsgleichung 08 — 0 
behält Hamel nun auch in dem Fall bei, da # generalisirte (un- 
eigentliche) Koordinate ist. Er kommt also schliefilich zu der- 
selben Definition der zulässigen virtuellen Verrückung wie Hülder. 

Ob man sich auf den Standpunkt von Hertz oder auf den von 
Hôlder stellen will, steht frei, denn was man in einem gegebenen 
Fall unter ,zulässiger“ Variation verstehen will, ist Sache der 
Definition. Sofern man sich aber dafür entscheidet die von Hôlder 
eingeführte Erweiterung des Begriffs der Variation anzunehmen, 
so muB verlangt werden, daf abgesehen von jeder Anwendung auf 
Mechanik von einem prinzipiellen Gesichtspunkt aus festgesetzt 
wird, welche Arten von Variation als zulässig angesehen werden 
sollen und es muB ferner verlangt werden, daB die Beziehungen 
zwischen den Diferentialgleichungen, zu denen die verschiedenen 
Arten von Variation führen, nachgewiesen werden. 

Diesen Forderungen kann man genügen, indem man von einer 
naheliezenden Verallgemeinerung des Begriffs der singulären Lüsung 
einer Differentialgleichung ausgeht. Dieser Begriff bietet aber für 
die vorliegende Frage noch mehr: auf ihn gestützt kann man die 
dynamischen Gleichungen für unfreie Systeme aufstellen, ohne von 
dem Prinzip der virtuellen Verrückungen Gebrauch zu machen. 
Auf diesem Weg umgeht man alle Schwierigkeiten, die zu einer 
Diskussion AnlaB geben künnen. 


7 
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I. Ucber die singulären Integrale eines Systems von Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 


1. Es sei ein System von » Differentialgleichungen erster 
Ordnung vorgelegt. 


(1) Tr X, v = 1,2,...n 


Hier bedeuten X, X,.:.X, einwertige Funktionen der unabhängigen 
Variabeln { und der abhängigen Variabeln x, x, :.:2,. 


Die allgemeine Lüsung dieser Differentialgleichungen sei 
(2) z, = f,(a,a,-::a, Jt) v = 1,2,...n 


wWO 4, &,---°a, Integrationskonstante bedeuten. 

Um zu singulären Integralen der Differentialgleichungen (1) 
zu gelangen, betrachten wir nun die verfügbaren Konstanten 
a, a,---a, als Funktionen der unabhängigen Variabeln t. 

Die Differentialquotienten, die dieser Voraussetzung entsprechen, 
bezeichnen wir mit (%): die Bezeichnung ee behalten wir für 
die Differentialquotienten bei, die unter der Voraussetzung, daB 
die GrüBen a, a,---a, nicht von { abhängen, gebildet sind. 


Es ist somit 
dx, dx, nor an. 
® ()=+2 da, dt 


und hieraus folgt mit Rücksicht auf (1) 


dx, Û OT 110, 
() ( dt ] mt hi at 
Wollten wir verlangen, da diese Differentialgleichungen mit den 
Gleichungen (1) übereinstimmen, da$ also die Annahme, die GrôBen 
a,a,---a, seien Funktionen von té, keine Aenderung der Form der 
Differentialgleichungen bewirke, so müfiten für » — 1,2,:-:n die 
Gleichungen 


0% dd a 
2,6, dt 
bestehen. 
: x O(X x, -.- ; 
Da nun die Funktionaldeterminante - (Garta) nicht ver- 


d(a,a;-.-a, 
schwindet — denn anderenfalls wirden die Gleichungen (2) nicht 
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die allgemeine Lôsung der Differentialgleichungen (1) darstellen 
— s0 folgt aus diesen Gleichungen 


Cp 
d. h. die Grôfen a, sind von { unabhängig. 

Wenn also zwischen den Grüfen a, und der unabhängigen 
Variabeln # eine Beziehung festgesetzt wird, so muB sich die 
Form wenigstens eines Teils der Gleichungen (1) ändern. 

Wir teilen nun die #-Variabeln x,x,-.-x, in zwei Gruppen 
— die erste môge etwa die Variabeln x,x,---x,, die andere die 
übrigen #—m-Variabeln umfassen — und fordern, daB die ersten 
m der Differentialgleichungen (1), die sich auf die Variabeln der 
ersten Gruppe beziehen, ihre Form behalten. 

Diese Forderung erscheint durchaus willkürlich, solange wir 
auch die übrigen #7--1»-Differentialgleichungen, die ihre Form 
ändern, zur Bestimmung der #-Funktionen x heranziehen müssen. 
Aber die Sache gestaltet sich wesentlich anders, wenn zu diesem 
Zweck anderweitige Bedingungsgleichungen zur Verwendung 
kommen. Wir betrachten zunächst den einfachsten Fall: wir setzen 
die Variabeln der zweiten Gruppe sämtlich gleich Null. Die 
Variabeln der ersten Gruppe, über die nicht von vornherein ver- 
fügt ist, mügen zur Unterscheidung von den gleich Null gesetzten 
Variabeln als ,freie“ Variable bezeichnet werden. 

Damit die » ersten der Gleichungen (4) dieselbe Form haben 
wie die » ersten der Gleichungen (1) ist erforderlich, daB 
2,0%, da, 
(G) Fans du, dt 


Aus der Festsetzung, daB die Variabeln der zweiten Gruppe 
verschwinden sollen, ergeben sich für die Grôfen a, a,---a, die 
Gleichungen 
(6) x, = f,(a,a,.--a,ft) = 0 für v — m+1, m+2,...n 
Durch die Gleichungen (5) und (6) sind die GrôüBen u,a,--:a, voll- 
ständig bestimmt, sobald noch für "” dieser Grôfen die Anfangs- 
werte gegeben sind. Ueber diese Anfangswerte kann der Art 
verfügt werden, daB die freien Variabeln vorgeschriebene Anfangs- 
werte annehmen. 

Die Gleichungen (4) zerfallen in zwei Gruppen: die erste 
Gruppe umfafit die Gleichungen 


—"Onst {ar »'=12 


(42) () “= Xinne-mele deu 
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die zweite Gruppe besteht aus den partiellen Differentialgleichungen 


(4b) = X 


di , v= m+l,m+2,...n 


Um die freien Variabeln x,2x,--:x+, zu bestimmen, genügen 
die Gleichungen (4a), und es ist hierzu nicht nôtig, die allgemeine 
Lôsung der Gleichungen (1) zu kennen oder die Gleichungen (4b) 
heranzuziehen. 

Ein Integralsystem der Differentialgleichungen (4a) bezeichne 
ich als ,singuläres Integralsystem“ der Differentialgleichungen (1). 

2. Die eben aufgestellte Definition eines singulären Integral- 
systems weicht von der üblichen Bezeichnungsweise etwas ab. Zu 
ihrer Rechtfertigung dient die folgende Ueberlegung: Aus den 
Gleichungen (1) und den Gleichungen, die sich durch Differentiation 
aus ihnen ableiten lassen, eliminiren wir die Variabeln æ,,, 4,.,,:::4, 
und ihre Derivirten. Wir gelangen so zu einem System (S) von 
Differentialgleichungen hôherer Ordnung, das die Differential- 
gleichungen (1), soweit es sich um die Bestimmung der Variabeln 
z,æ,-.-2, handelt, vollständig ersetzt. Daher liefert das allge- 
meine Integralsystem (2) der Differentialgleichungen (1) auch das 
allgemeine Integralsystem der Differentialgleichungen (S) und das 
singuläre Integralsystem, das durch die Gleichungen (6) und (4a) 
hestimmt ist, ist auch ein singuläres Integralsystem der Differential- 
gleichungen (S). 

8. Die oben aufgestellte Definition des singulären Integral- 
systems läfit sich leicht erweitern. 

Zn dem Zweck führen wir in die Differentialgleichungen (1) 
an Stelle der Variabeln x, neue Variable 


(7) y, = p, (2,2) v = 1,2...n 
ein. An Stelle der Gleichungen (1) treten die Gleichungen 
( 
(B) SE = Y, y = 1,2,...n wo 
n Ôy ï 
— | y 
(9) Y, = PA X; a ist. 


Wir betrachten nun die Variabeln y, y,:--7, als freie Variable 
und setzen die Variabeln y, 9.,::°%, gleich Null Das dieser 
Einteilung entsprechende singuläre Integralsystem ist durch die 
Gleichungen 


(10) (%) A D mo und 
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(1) PR ONE ONE 
bestimmt. 

Da die Gleichungen (3) mit den Gleichungen (1) gleichbedeutend 
sind, wollen wir auch dieses Integralsystem als ,singuläres Integral- 
system der Differentialgleichungen (1)“ bezeichnen. 

Damit das singuläre Integralsystem bestimmt ist, müssen 
1) die ,Bedingungsgleichungen“ p., — 0 pu, — 0..., — 0 
und 2) die ,freien Funktionen“ @,w,...w,, bezüglich deren die 
ursprünglich vorgelegten Differentialgleichungen (1) unverändert 
in Geltung bleiben, gegeben sein. 

Das singuläre Integralsystem bleibt selbstverständlich unge- 
ändert, wenn wir an Stelle der nr —m-Funktionen my, Pan :::9, 
n—m-Funktionen dieser Funktionen treten lassen, denn dies be- 
deutet nur eine Umformung der Bedingungsgleichungen. Es ist 
aber leicht zu sehen, daf das singuläre Integralsystem auch dann 
im Wesentlichen unverändert bleibt, wenn wir die »# freien Funk- 
tionen p,p,...p, durch beliebig zu wählende Funktionen dieser 
Funktionen ersetzen. Damit das singuläre Integralsystem bestimmt 
ist, mu also nur das System der serre und das 
System der freien Funktionen gegeben sein. 

4. Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, daB die Funktionen 
P,P,...w, von einander unabhängig sind, sofern die Grüfien 
4, %,...2x, als unabhängig variabel betrachtet werden. 

Unter dieser Voraussetzung künnen auch die Grüfen x,x,...4, 
als Funktionen der Grôüfen y, y,...y, betrachtet werden. 

Wir setzen 

(12) Z, = V, (VU. 0.) D El) 26: 
Wir machen nun die weitere Voraussetzung, daf diese Auflôsung 
der Gleichungen (8) auch dann noch in Geltung bleibe, wenn die 
Variabeln y: Yn4»--.Y, Verschwinden. Mit anderen Worten: wir 
CU PE A) 
O(&,'2.. 2) 
nicht identisch verschwinde, wenn die GrôBen x, x,...x, als unab- 
hängig variabel betrachtet werden, sondern wir nehmen überdies 
an, daf diese Determinante auch nicht für alle die Werte der 
Variabeln x, x,...x, verschwinde, die den Bedingungsgleichungen 
pse-a0ipi 0e —. 0 renüipren. 

Unter dieser Voraussetzung künnen wir die Differential- 
gleichungen (10) in bemerkenswerter Weise umformen 

Bezeichnen wir mit 


(15) AU EEES À) 


nehmen nicht nur an, daf die Funktionaldeterminante 


über die Differentialgleichungen der Mechanik. 99 


den Ausdruck, in den der Ausdruck #,(y,%,...,) bei Berück- 
sichtigung der Gleichungen (11) übergeht. Es ist offenbar 


dy, 
4 HN rapEeult2".. n) 
der Wert, den die Derivirte de bei Berücksichtigung dieser 
u 
: ; : RE ( 
Gleichungen annimmt. Für den Wert, den die Derivirte . (4 => m) 
à 


bei Berücksichtigung der Gleichungen (11) annimmt, führen wir 
die Bezeichnung 


re) : 

(14) So PU TI, mF2,...n: v —= 1,2...) 
Ôy; 

ein. Wenn die #-Funktionen w, (y, y,...y,) gegeben sind, so künnen 

die n(n—m)-Funktionen 7, (y, y,...Y,) immer noch beliebig gewählt 

werden. Mit Rücksicht auf (10) bestehen die Gleichungen 


dy, nS mi CITR 2 7” m CITR Cy 
(15) x; Pin À dy, “ue == PETA A V = 13 2, 1 


Andererseits folgt aus den Gleichungen (9), wenn man die Grüfen 
2,4,...%, als unabhängig variabel betrachtet, mit Rücksicht auf (12) 


ne Po Delson 


Bei Berücksichtigung der Gleichungen (11) und bei Benutzung der 
Bezeichnungen (13) und (14) künnen wir diese Gleichungen in der 
Form schreiben 
nn GITE L n 2 
= Y, = X,- y, 
nn OU u k FOIE 1Piv 
Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (15) ein, so erhalten wir 
dy, gt n ; 
pH TDR Y, 


Da es sich nur um die Bestimmung der »#-Funktionen 


= Arr) m1... 


li À 
handelt, spielen die GrüBen }, — ” A = m+l,m+2,...n) 
die Rolle von Parametern. Um dies äuferlich hervortreten zu 
lassen, setzen wir Y, — Y,,, — —@, (x — 1,2,...n—m),. 


Ferner setzen wir in Ucbereinstimmung mit der oben einge- 
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führten Bezeichnungsweise _ = (Se) Bei Benützung dieser 


Bezeichnungen erhalten die vorstehenden Gleichungen die Form 


dx n—m 
(ie) (%) = À,+ 2 Ou Pntn,s VV — 127.1 
#=1 


Diese n-Gleichungen in Verbindunÿ mit den #—m-Bedingungs- 
‘ gleichungen peu — O0 Puy — 0...p, — 0 genügen, um die »- 
Funktionen x,4,...x, und die n—m-Parameter p,0,...0,, Zu 
bestimmen. 

Die n(n—m)-GrôBen p,, (4 = m+1,m+2,...n; v —1,2,...n) 
sind vollständig bestimmt, wenn auBer den Bedingungsgleichungen 
auch noch die m freien Funktionen y, p,...wp, gegeben sind. Es 
gelten nämlich, wenn die # GrôBen x,4,...x, als unabhängig 
variabel betrachtet werden, die Gleichungen 

! 0, Ou 

En 0%, 0 61 A mal, 
Berücksichtigen wir nun die Bedingungsgleichungen, so erhalten 
wir bei Benützung der Bezeichnungen (14) 


> = 0 1—=m+l,m+2,...n; v — 1,2,...n 
u=1 de 

Umgekehrt ist das System der freien Funktionen y, p,...®, be- 
stimmt, wenn die n(n—m)-GrôBen p,, gegeben sind; denn es gelten 
für sie die Differentialgleichungen 


Li Ô 
D Pa 3e — 0 à = m+1, mÉ2,...n;,v—= 1,2,,..M 


Hierzu ist zu bemerken: die GrôBen p,, dürfen als Funktionen 
der GrôüBen x,x,...x, nicht beliebig gewählt worden, sie müssen 
vielmehr der Bedingung genügen, da die vorstehenden n—1"” 
linearen partiellen Differentialgleichungen bei Berücksichtigung 
der Bedingungsgleichungen ein vollständiges System bilden. 

Im Vorausgehenden sind die singulären Integralsysteme nur 
für Differentialgleichungen erster Ordnung definirt werden. Diese 
Definition läft sich aber unmittelbar auf ein System von Diffe- 
rentialgleichungen hôherer Ordnung ausdehnen, da ja ein derartiges 
System durch Hinzunahme neuer Variabler in ein System erster 
- Ordnung verwandelt werden kann. Sind beispielsweise die ab- 
hängigen Variabeln x,x,...x, durch n Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung bestimmt, so fügen wir zu diesen Gleichungen 


über die Differentialgleichungen der Mechanik. 101 


; ë d | À 
die Gleichungen = sd! Te ini ie = +! hinzu und kommen 
so zu einem System von 2 » Differentialgleichungen erster Ord- 


nung mit 2 » zu bestimmenden Funktionen. 


IT. Anwendung auf das Variationsproblem. 


5. Nachdem der Begriff des singulären Integralsystems fest- 
gestellt ist, wenden wir uns zur Beantwortung der Eingangs ge- 
stellten Frage. 

Es erscheint zweckmäfig mit einer kurzen Darstellung der in 
der Variationsrechnung üblichen SchluBweise zu beginnen. 

Es sei das Integral 


ts 
(1) Q = [ Fftx,x,...x, xx... x!) dt 
À 4, 
vorgelegt. Hier bedeutet F eine einwertige Funktion der unab- 
hängigen Variabeln f, der n-Funktionen x, r,..., dieser Variabeln 
und ihrer ersten Derivirten x: x;...æ!. Die n-Funktionen x, x,...a, 
seien den k-Bedingungsgleichungen 


(2) D,=0 D—0... ®, —0 


unterworfen. Wir nehmen an, daB unter den Bedingungsgleichungen 
auch ,nicht-holonome“ auftreten, d. h. Gleichungen, in denen eine 
Anzahl der Derivirten x!x,...x! vorkommen, und die nicht unbe- 
schränkt integrabel sind. Um Weitläufigkeiten zu vermeiden, wollen 
wir annehmen, daf unter den Bedingungsgleichungen keine vor- 
kommt, die die Derivirten nicht enthält, und daB auch durch Um- 
formung der Bedingungsgleichungen keine derartige Gleichung 
abgeleitet werden kann. Diese Annahme bedeutet keine wesent- 
liche Beschränkung. Wenn nämlich etwa in dem Ausdruck ®, die 
Derivirten nicht vorkommen, so kôünnen wir die Bedingungsgleichung 
D, — 0 durch die Gleichung Le — ersetzen. 

Bei mechanischen Problemen kommen nur solche nicht-holonome 
Bedingungsgleichungen in Betracht, die in den Derivirten linear 
und homogen sind; für die hier durchzuführende allgemeine Unter- 
suchung ist diese Beschränkung unnôtig. 

Wir variüren nun die Funktionen x,x,...x,; dabei setzen wir 
voraus. für die Grenzwerte { — t, und { — t, seien die Funktions- 
merce gegeben, so daB also an den Grenzen die Variationen 
07, 0%,...0x, verschwinden. 
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Aus (1) ergibt sich in bekannter Weise 


Na È Le 8x! + _. ëx,| à 
th" 
und hieraus folgt bei Anwendung von partieller Integration: 
a °F 
n ôx! Ô0F 
(3) 08 — 4 D où, [0% dt 
Es ist ferner 

(2) = à [2 8 +22 de, 


Wir multiplizieren mit einer beliebig zu wählenden Funktion 0, 
der unabhängigen Variabeln { und integriren zwischen den Grenzen 
t, und #4. Wir erhalten, indem wir auch hier partielle Integration 
anwenden 


ae ‘6, 
DR RATE 09 
F'eso,a [5 | ii Pr LL 


a 0®, ) 
t | do, 0 | dx op 
JE qe (Es Es à RCA PE 
sq { 2, | dt dt + 0% dt 10€ 0%, 


Es sei nun die Aufgabe gestellt: 

(4) die Funktionen x,x,...x, so zu bestimmen, daB 0R — 0 ist 
für alle Variationen dx, 0x,...0x,, die den Bedingungsgleichungen 
Ô0P, == 0" 0D, = 0... 00, = 0 

genügen und für { — t{, und é — {, verschwinden. 
Diese Aufgabe môge als allgemeines Variationsproblem be- 


zeichnet werden. Aus den Gleichungen (3) und (5) folgt mit Rück- 
sicht auf die gestellten Bedingungen 


a 192% 
ox, Ô0F > de, 0®, ‘ox! ve.) 


6, 1,2,\dt éme TG 56 


(6) 2 : 
À 


Wir genügen also jedenfalls den gestellten Bedingungen, wenn wir 


dx, dt = 0 


setzen für v = 1,2,...n 
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Diese n-Gleichungen in Verbindung mit den k-Bedingungs- 
gleichungen (1) reichen aus, um die »-Funktionen +, x,...x, und 
die 4-Multiplikatoren @,0,...0, zu bestimmen. 

Da die Gleichungen (7) nicht nur ausreichende, sondern auch 
notwendige Bedingungen für die Funktionen x, x,...x, darstellen, 
davon überzeugt man sich durch die folgende Ueberlegung ‘): In 
den Gleichungen (4) verschwinden auf Grund der gestellten Be- 
dingungen die linken Seiten. Bei Berücksichtigung der Gleichungen 
dx, __ dôx, 

CON dE 

erhalten wir somit ein System von 4-Differentialgleichungen für 
die »-Variationen 0x, 0x,...0x,. Es kônnen somit n—#% von diesen 
Variationen — etwa die Variationen Ôx,,, 0x,,,...0x, beliebig an- 
genommen werden. Bestimmen wir nun die zur Verfügung stehenden 
Multiplikatoren @,0,...0, durch die ersten # der Gleichungen (7), 
wobei die Funktionen x,x,...zx, als gegeben anzunehmen sind, so 
fallen aus dem Integral (6) die Variationen 0x, 0x,...0x, heraus 
und das Integral mu für beliebige Werte der übrig bleibenden 
Variationen verschwinden. Nun kôünnen diese Variationen so ge- 
wählt werden, daB sie alle bis auf eine überall gleich Null sind, 
während die eine nur in einem beliebig kleinen Teilintervall von 
Null verschieden ist. Daraus ist zu schliefen, daf die Koeffizienten 
der einzelnen Variationen Ôx,,, 0x,,,...02%, verschwinden müssen; 
diese Koeffizienten sind aber nichts anderes als die linken Seiten 
der letzten n — k-Differentialgleichungen (7). 

In den Differentialgleichungen (7) kommen zwei Gruppen von 
abhängigen Variabeln vor: einmal die Variabeln x,x,...x, und 
ihre Derivirten x!x,...x! und dann die Multiplikatoren 9, @,...0.. 
Die gestellte Aufgabe verlangt nur die Bestimmung der Variabeln 
xz,æ,...%,; die Multiplikatoren sind Parameter, die nur als Hilfs- 
mittel der Rechnung eingeführt sind. Dieser Sachverhalt legt es 
nahe neben dem allgemeinen Integralsystem der Differential- 
gleichungen (7) auch diejenigen singulären Integralsysteme in Be- 
tracht zu ziehen, die durch Bedingungsgleichungen für die Para- 
meter charakterisirt sind. Man überzeugt sich leicht, da diese 
singulären Integralsysteme keine Lôsung des allgemeinen Variations- 
problems (4) sind. Aber es erhebt sich die Frage, ob sie nicht 
wenigstens als Lüsungen von geeignet definirten ,speziellen“ 
Variationsproblemen betrachtet werden kônnen. Es wird sofort 


01, = 0 


1) Bezüglich der Durchführung des Beweises s. A. Mayer Math. Annalen 
Ra. 27, S. 74. 
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gezeigt werden, daf dies wenigstens für einen Teil der singulären 
Integralsysteme zutrifft. 

6. Wir erhalten ein singuläres Integralsystem der Differential- 
gleichungen (5), wenn wir die Variabeln x,x,...4,; xix!,..., als 
freie Variabele betrachten und die Parameter 9o,0,...0, gleich 
Null setzen (s. Nr. 1). Wir haben unter dieser Annahme in die 
Gleichungen (6) einzusetzen: ; 


da? dx.) dx, se 1 [dx 
,, =00,—=0...06 me mu mme (T) »v=12..n 
Die Grüfien AC = .. k) sind als Parameter zu betrachten. 
Wir setzen io — 6, und kônnen dann bei den Differentialquo- 


tienten die Klammern weglassen, da sie nicht mehr zur Unter- 
scheidung nôtig sind. Wir erhalten 


a or 
8 JA OF ë 0® 
. UT a CA Cle ue 


Wir multiplizieren mit 0x,, addiren nach » und integriren zwischen 
den Grenzen t, und #,. Zur Abkürzung führen wir die Bezeichnung 
() este D LA d 


ein. Mit Rücksicht auf die Gleichung (3) folgt: 


= J4 S 6x 9 D, dt 
PT 


ti 

Damit ist bewiesen: 

(B) Die Gleichungen (8) stellen die ausreichenden Bedingungen 
dafür dar, daf die Variation 0 für alle die Werte der Variationen 
Ôx, dx, ... 0x, verschwindet, bei den Bedingungen 

Die 000, O3s:a500, :==,)0 
genügen und an den Grenzen { = té, und é — t, verschwinden. 

Die in der vorigen Nummer besprochene SchluBweise der 
Variationsrechnung zeigt, daB die angegebenen Bedingungen nicht 
nur ausreichend, sondern auch notwendig sind. 

Die Gleichungen (8) stellen also die Lôsung eines ,speziellen“ 
Variationsproblems dar. In dem Fall da8 die Bedingungsgleichungen 
D, — 0 in den Derivirten 4,4,...4, linear und homogen sind, 
ist das Variationsproblem (B) nichts anderes als das Hôldersche 
Variationsproblem. 
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Anstatt alle À Parameter gleich Null zu setzen, kônnen wir 
auch einen Teil derselben — etwa die Parameter 9, 0,...0, — zu 
den freien Variabeln rechnen und nur die letzten 4 —: gleich Null 
setzen. Unter dieser Annahme haben wir in die Gleichungen (b) 
einzusetzen : 


Qi — 0 pi, = 0 ... 0, — 0 œ (Se) mm (%) … æ(e.) 


dt. \dt}. dt \dt dt  \dt 
Le = (Se) . ED, — (Se) v = 1,2,.,.n 
Die Grôüfen Er Rs ... _ sind als Parameter zu betrachten. 
Wir setzen Le — 6 À—1,2,... k—i und kônnen dann 


wieder die Klammern bei den Differentialquotienten weglassen 
Wir erhalten: 


FR [ IP 
DR LR TR HOMME Tu 0 amet FO D, 
AO TR or, 1 | dé cor mit art dafrh or, 
i=i  0®, 
HZ = 0 v—12...n 


Wir multiplizieren wieder mit Ôx,, addieren nach » und integriren 
zwischen den Grenzen t, und #{,. Wir erhalten mit Rücksicht auf 
die Gleichungen (3), (5) und (9): 


$ k—; 
R = — Do dD,+ D 6 DD 
# = == 


Hieraus folgt: 
(C) Die Gleichungen (10) stellen die notwendigen und ausreichenden 
Bedingungen dafür dar, da die Variation 0@ für alle die Werte 
der Variationen Ôx, dx, ...ôx, verschwindet, die den Gleichungen 
0D, — 0 0D,—0... 0D,—0 90, —=0 90, = 0 ... 9, —0 
genügen und an den Grenzen t, und {, verschwinden. 

Es sind somit auch die Gleichungen (10) als Lôsung eines 
»speziellen“ Variationsproblems zu betrachten. 

Das Variationsproblem (C) läft sich leicht verallgemeinern. 
Zu dem Zweck führen wir an Stelle der Bedingungsgleichungen 
D, — 0 beliebige lineare Kombinationen derselben ein, in dem wir 
setzen : 


D, = L+c, Pc, x = 1,2,...k 
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Gleichzeitig führen wir an Stelle der Parameter 0, 0,...0, neue 
Parameter mittelst der Gleichungen 


Ty = y Où + Can Que x On C6 = 1,2,...k) 
ein, so daf die Identität 
0, ®,+0,D,...+0, ®, = P+r, P,...7, D 


besteht. Die c,, bedeuten beliebig zu wählende Funktionen der 
GrôBen t; &,%,...2,; xxi...æ}; sie unterliegen nur der Bedingung, 
daB ihre Determinante nicht verschwindet. Es ist ohne weiteres 
klar, daB die Gleichungen (6) gleichbedeutend mit den Gleichungen 
sind, in die sie übergehen, wenn man gleichzeitig die Funktionen 
D,®,...®, durch die Funktionen # %,...%, und die Parameter 
0,0,...0, durch die Parameter t,t,...7T, ersetzt. Demnach ent- 
spricht das singuläre Integralsystem der Gleichungen (5), das 
durch die 4 —1-Gleichungen 


D, = CON Four FCO, = ON x = 14 Luisa 


charakterisirt ist, einem Variationsproblem, bei dem die zulässigen 
Variationen durch die Gleichungen 


OP =0 0Y,—=0...0% —0 88, —0 9%, —=0 9%, = 0 


definirt sind. 

Da die GrüBen c;, beliebig gewählt werden künnen, so folgt: 
Jedem singulären Integralsystem der Differentialgleichungen (5), 
das durch lineare und homogene Relationen zwischen den Para- 
metern @,0,...0, charakterisirt ist, entspricht ein spezielles 
Variationsproblem. 

7. Im Fall des allgemeinen Variationsproblems sind die zu- 
lässigen Variationen durch Gleichungen der Form 


nn Ô op, 


D... mit 


dx! + Lee 
Ôx, 


ôz, — 0 


bestimmt. Im Fall der speziellen Variationsprobleme treten ent- 
weder nur Gleichungen der Form 
n 09, 

(12) 20, —= eu a dry 
auf (Fall (B) der vorigen Nummer) oder es kommen die beiden 
Gleichungstypen neben einander vor (Fall (C)). 

Wir wollen feststellen, unter welchen Bedingungen diese 
Gleichungen gleichbedeutend sind. 


Da die Variationen 6x, dr,...ôx, für die Grenzwerte & = #, 
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und é — f} verschwinden, so wird die Gleichung (12) vollständig 


. À do D 
durch die Gleichung di * = O0 vertreten. Nun ist mit Rücksicht 
auf die Identität + = ax! 
oô®œ, 
drop. : CT SOU 2e 
DRE de ar 
folglich ist 
0®, 
89®, _# |" oz 06, 
FAR Tree 2 AT 


Sollen die Gleichungen (11) und (12) dasselbe bedeuten, so müssen 
also die Gleichungen 


a Pa 
dan LD de 2100 jun See 
Tr TRS — M a; fur pv == 1,2,...7 
bestehen, wo JM eine beliebige Funktion der unabhängigen Variabeln 
à À N 
t bedeutet. Diese Gleichungen erhalten, wenn wir M — — ee 


setzen, die Form 


dE Pen 
(13) a, er OND,n MOND: 
dé CFD Re PE 


12 12 


Die Gleichungen müssen entweder identisch oder doch wenigstens 
mit Rücksicht auf die gegebenen Bedingungsgleichungen 


D 0 De 0 De 0 
erfüllt sein. Sind sie identisch erfüllt, so läfit sich N@, in der 
Form NŒ, — de darstellen, wo % eine Funktion der Variabeln 


x, x, ...æ, bedeutet. In diesem Fall ist die Bedingungsgleichung 
D, — 0 holonom. (Gelten die Gleichungen (13) nur bei Berück- 
sichtigung der Bedingungsgleichungen, so ist die Gleichung ®, — 0 
wenigstens einer holonomen Gleichung äquivalent. In jedem anderen 
Fall haben die Gleichungen (11) und (12) verschiedene Bedeutung. 

Sind die sämtlichen gegebenen Bedingungsgleichungen holonom, 
so ist eine jede Gleichung 8®, — 0 mit der entsprechenden 9®, — 0 
gleichbedeutend und der Unterschied zwischen dem allgemeinen 

Kgl. Gos. d. Wiss. Nuchrichten. Math.-phys. Klasso. 1905. Heft 2. 9 
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und den speziellen Variationsproblemen fällt weg. : In diesem 
Fall ist 


PA 
0x,  0®, . v—=1,2,...n 
RATE = 0 für 
di Ôx, x = 1,2,...k 


Es fallen somit die GrôBen 0,0,...9o, aus den Gleichungen (6) 
heraus und diese Gleichungen unterscheiden sich nur in der Be- 
zeichnung der Multiplikatoren von den Gleichungen (8), die für das 
spezielle Variationsproblem (B) gelten. Wenn dagegen die Glei- 
chungen ®, — 0 nicht alle holonom und auch nicht einem System 
von lauter holonomen Gleichungen äquivalent sind, so sind die spe- 
ziellen Variationsprobleme von den allgemeinen wesentlich verschieden. 

8. Wir wollen die vorausgehenden allgemeinen Erürterungen 
durch ein Beiïspiel anschaulicher machen. 

Es handle sich darum die Bewegung eines zweirädrigen Karrens 
zu bestimmen, der ohne zu gleiten, auf einer horizontalen Ebene 
rollt. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, daB sich der Schwer- 
punkt im Mittelpunkt der Achse befindet. Von Kräften kônnen 
wir absehen, da die Wirkung der Schwere für die Bewegung nicht 
in Betracht kommt. 

Wir legen die æy-Ebene horizontal durch die Achse und be- 
zeichnen mit xy die Koordinaten des Schwerpunkts, mit o den 
Winkel, den eine horizontale Normale zur Achse mit der Richtung 
der wachsenden x bildet, endlich mit M die Masse des Karrens 
und mit M} sein Trägheitsmoment in Beziehung auf eine durch 
den Schwerpunkt gehende Vertikale. Die lebendige Kraft des 
Karrens ist 

— LM {x"+y°+70"] 
Da der Karren rollen soll ohne zu gleiten, kann eine Translation 
nur senkrecht zur Richtung der Achse erfolgen. Es besteht somit. 
die nicht-holonome Bedingungsgleichung 


(1) cos y —sinæwx = 0 


Die Differentialgleichungen für die Bewegung des Karrens ergeben 
sich aus der Bedingung: 


t 

() J  Tdt = 0 für alle Variationen dx dy dw, die der Bedingung 
ti 

cos © dy — sin © 0%. — O genügen und die für # = t, und é — #, 


verschwinden. Wir erhalten somit: 
(2) Mz" = —-6sinœ My — ocos® ww’ = 0 
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Hieraus folgt zunächst: 
NA) UE T,) 
und weiter mit Rücksicht auf (1): 
g'a"+y'y" = 0 also 2°"+y" = 
Aus der letzten Gleichung folgt mit Rücksicht auf (1): 
æ = CCOS0 y —= csino 


Es gelten somit für die Bewegung des Karrens die Gleichungen 
(GS) z—12, — y no Y—Y = 7 (cos @) œ@ — y(t—t,) 


Bestimmen wir nun die Funktionen xyo durch die Bedingungen 
des allgemeinen Variationsproblems: 


t 
of * Tdt — 0 für alle die Variationen ôx dy do, die der Bedingung 
ti 
cos @ dy" — sin © 0x’ — (sin © 0y' + cos w Ôx') — 0 
genügen und an den Grenzen verschwinden. 
Wir erhalten in diesem Fall die Differentialgleichungen 


Max" — @' sin © + @ cos w 
(4) My" = —6@" cos © +çsin @ 
Mo" = — (sin y +cosox') 


Die Integration der beiden ersten Gleichungen gibt 
Mr! = gsmnœo+acosa My = —@cos o+asina 
und hieraus folgt mit Rücksicht auf (1) 
pe — asin(é—o) Mi(x' cos © +y' sin) — a cos (x — w). 
Führt man diese Werte in die letzte der Gleichungen (4) ein, so 
erhält man 
20 M'oœ” — — a* sin 2(« — &) 
und hieraus folgt: 
PM'o" = —+4a cos 2(a«— w)+ Const. = —}a* cos 2(a—w)+ Fu? (1) 
also 


' 1 = cos (a — ©) 
© = y V1— 4? cos (a — ©) 


Durch Elimination des Zeitdifferentials ergeben sich die Gleichungen: 
9 * 
8 * 


. 
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dx __ MH osmo+acosa 1 cos (& — &) cos © 
do a V1—#cos° («—w) V1— 4° cos" (x —«) 
dy __K —ocosw+asina cos (*—œ)sin®. 
do 4 V1—£k" cos" (x —&) V1—Æ? cos" (œ—) 


Wir erhalten also schlieBlich die. Integralgleichungen 


is. ® cos (4 — ©) cos « do ® cos (x — ©) sin © do 
2, =ûl Y—Y = u f see 
o VIi-Fcos' (a —w) o V1—# cos’ (x—«) 


À Miche DRE 
L a Jo V1—k'cos"(«—w) 


Wir gelangen zu dem singulären Integralsystem der Differential- 
gleichungen (4), das durch die Bedingungsgleichung @ = 0 charak- 
terisirt ist, wenn wir die Integrationskonstanten a kx, y, nach wie 
vor als Konstante betrachten, dagegen die Integrationskonstante 
a durch die Gleichung « — © als Funktion der Zeit definiren. 
Es werden alsdann die Integralgleichungen (6) bis auf die Be- 
zeichnung der Integrationskonstanten mit den Integralgleichungen 
(3) identisch. 


III. Die dynamischen Gleichungen für unfreie Systeme. 


9. Zum SchlaB wollen wir noch zeigen, daf der Begriff des 
singulären Integralsystems zu einer neuen Auffassung der Be- 
wegungsgleichungen für unfreie Systeme führt. 

Zu dem Zweck gehen wir von der zweiten Form der Lagrange- 
schen Gleichungen für ein freies System aus: 


a 
(AA Po ONE, À 
PT 14— Fev end. 1 


Hier bedeuten x, x,...x, allgemeine Koordinaten, die die Lage des 
Systems bestimmen; X, ist die Kraftkomponente, die die Koordi- 
nate x, zu vergrüBern strebt; T bedeutet die lebendige Kraft des 
Systems. 

Wir setzen voraus, da8 die Koeffizienten der quadratischen 
Form T und die Kraftkomponenten X, Funktionen der Koordinaten 
sind, aber die Zeit nicht explicite enthalten. 

Wir betrachten neben den Koordinaten x,x,...x, auch die 
Geschwindigkeitskomponenten zx, ...x! als selbständige abhängige 
Variable. Die beiden Variabelnsysteme sind durch die Relationen 


8 * 
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d 
(2) _ = pe T9 9 


mit einander verbunden. Nehmen wir nun an, das bisher als frei 
betrachtete System werde den Bedingungen 


(3) 2, —0 x, =0... x —0 


m: n 


unterworfen. Die Bewegung dieses unfreien Systems wird durch 
die Gleichungen 


a?T 
(4) Ôx!  ÔT 
HE En 2% VV l 2, Ne 


v. 


in Verbindung mit den Gleichungen (2) und (3) bestimmt. 

Hier bedeutet 7 den Ausdruck, in den die quadratische Form 
T übergeht, wenn man x!,, x, ...æ! gleich Null setzt. 

Nehmen wir einen Augenblick an, in der quadratischen Form 
T kommen die Produkte der Variabeln x!x!...x! mit den Variabeln 
Toys Tuys «. Æ, nicht vor, es sei also T die Summe einer quadra- 
tischen Form der m-Variabeln x! x!...x! und einer quadratischen 
Form der n—m-Variabeln x!,, æ,,,...4. Unter dieser Annahme 
ist offenbar 

1e al Oise 074 Cr6T RAT 


0 OT ADT LOT - sOT EL OE, 


In diesem Fall bestimmen demnach die Gleichungen (4) und (2) 
zusammen mit den Gleichungen (3) ein singuläres Integralsystem 
der Differentialgleichungen (1) und (2) und zwar sind die Variabeln 
Z,%,...%,; & xi...æx! als freie Variabeln zu betrachten (s. Nr. 1). 

An dieser Beziehung zwischen den Bewegungsgleichungen für 
das freie und das unfreie System wird im Wesentlichen nichts 
geändert, wenn wir unsere Voraussetzung, daf sich die quadra- 
tische Form T aus zwei Formen zusammensetzt, fallen lassen, nur 
treten dann an Stelle der freien Variabeln x!x!...2x! lineare und 
homogene Funktionen der n Geschwindigkeitskomponenten als freie 
Funktionen (s. Nr. 3). 

Wir haben im Vorausgehenden die Bedingungsgleichungen 
für das unfreie System als holonom vorausgesetzt: auch diese 
Annahme ist nicht wesentlich. Wenn nur die Bedingungsglei- 
chungen linear und homogen in den Geschwindigkeitskomponenten 
sind, so sind immer die Integralgleichungen, die die Bewegung 
des unfreien Systems bestimmen, ein singuläres Integralsystem 
der für das freie System geltenden Differentialgleichungen. 
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Dem Beweis dieser Behauptung müssen wir einige Bemerkungen 
über die quadratische Form T vorausschicken. 

10. Wenn man die Geschwindigkeitskomponenten als selb- 
ständige, mit den Koordinaten gleichberechtigte Variable auffafit, 
so liegt es nahe, sie auch für sich, ohne Rücksicht auf die Koordi- 
naten zu transformiren. Dabei. wird man sich aber auf Trans- 
formationen beschränken, die in den GrôBen x! linear und homogen 
sind, damit die charakteristische Ausdrucksform der lebendigen 
Kraft erhalten bleibt. Setzen wir 


(5) u, = 2 NE a ME Re 0 


= 


Hier bedeuten die p,, Funktionen der GrôBen x,x,...x,, die nur 
der Bedingung unterliegen, daB ïihre Determinante nicht ver- 
schwindet. Die GrôfBen ”, bezeichnen wir als allgemeine Ge- 
schwindigkeitsparameter !). Es ist zweckmäfig neben den Ge- 
schwindigkeitsparametern x! und «, auch die ihnen zugeordneten 
»Impulse“ 
GT MÉa GE 
Fe Ron us VAE 


einzufübren. Aus der Identität 


Em +... HE, = mu, +mu.+mUu 


ergeben sich mit Rücksicht auf (5) die Gleichungen 
(6) é 2, Pur Tu UR— CE 
u—= 


Fühbren wir an Stelle der Variabeln x!x!...x! die Variabeln 
1, w,..., in die quadratische Form T ein. 

Man kann die Substitutionskoeffizienten so wählen, daB die 
transformirte Form in zwei Teile zerfällt, von denen der eine nur 
die Variabeln w,u,...u,, der andere nur die übrigen Variabeln 
Us Unyoc 4, enthält. In diesem Fall môügen die beiden Variabeln- 
systeme «,u,...u, und w,,,%,,,...%, als konjugirte Systeme von 
Geschwindigkeitsparametern bezeichnet werden. 

Für das Folgende ist nun die Bemerkung wichtig: das eine 


1) Die Komponenten der Translationsgeschwindigkeit und der Drehungs- 
geschwindigkeit eines starren Kôrpers, bezogen auf ein im Kôürper festes Koordi- 
natensystem sind als derartige ,allgemeine Geschwindigkeitsparameter“ zu be- 
trachten. Die Transformation der Bewcgungsgleichungen durch Einführung der 
allgemeinen Geschwindigkeitsparameter hat wohl Volterra zuerst vorgenommen 
(Atti di Torino Bd. 33; 1898). 


ne 
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der beiden konjugirten Systeme kann beliebig gewählt werden, 
das andere ist dann im Wesentlichen bestimmt. 

Zum Beweiïs dieser Behauptung wollen wir die Transformations- 
gleichungen ausführlich hinschreiben. Es sei 


T = E) D'un on ze DE ë >» Um U Uy 
Fübren wir an Stelle der Geschwindigkeitsparameter die zugeord- 
neten Impulse ein, so ergeben sich die Gleichungen: 


T = IDE = EX mm 


Ist b,, — 0 für 1=m und u > m», s0 gelten auch für die adjungirte 
Form die entsprechenden Gleichungen 8, — 0 für 4<»% und 
um und vice versa. Nun ist zufolge (6) 


Pau = 2 2 Pi Pyu 


Die Gleichungen 
ZEasPubuu = 0 für 1Z<mundyu—>m 
L.4 v 


liefern, wenn die Substitutionskoeffizienten 
Plane Dh V=Mm+l,m+2,...n 


gegeben sind, ein System von #—» linearen und homogenen Glei- 
chungen, denen ein jedes der Grüfensysteme 


Pyui Pre + Pyn x — 124% à 


genügen muf. Dadurch sind zwar diese m GrüBensysteme und damit 
die Geschwindigkeitsparameter u, u,...u,, nicht vollständig bestimmt, 
aber es ist wenigstens das System der » GrüBen w,u,...u, be- 
stimmt: bezeichnen wir mit #,u,...u, ein spezielles System dieser 
GrôBen, das der gestellten Forderung genügt, so läft sich das 
allgemeinste in der Form 


us = Cu U; # Cua 3 UT 35 Cum Un 


u 
' 


darstellen. 

11. Nunmebr kônnen wir den am Schlu8 von Nr. 9 ausge- 
sprochenen Satz genauer formuliren. 

Die Bewegungsgleichungen für das unfreie System sind ein 
singuläres Integralsystem der Differentialgleichungen, die für das 
entsprechende freie System gelten und zwar sind als freie Funk- 
tionen die Koordinaten x, r,...2, und diejenigen Geschwindigkeits- 
parameter zu betrachten, die zu den Geschwindigkeitsparametern, 
die infolge der Bedingungsgleichungen verschwinden, konjugirt sind. 

Zum Beweis nehmen wir an, es seien die Bedingungsgleichungen 
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(7) Pau ti HDi. +pmt = 0 À = m+1,m+2,...n! 
gegeben, wo Px, Pu-..0x Funktionen der Koordinaten x, bedeuten. . 
Wir sehen zunächst von diesen Bedingungsgleichungen ab, und. 
fübren in T durch die Substitution (5) die allgemeinen Geschwindig- 
keitsparameter uw, u,...u, ein. Die verfügbaren Koeffizienten 


Pas Pus ee + Pun (u = 1,2...) 
wählen wir so, daf die Parametersysteme 
U,u,...U, UN 0, Unis so « Un 


konjugirt sind. Die Impulse 7, n,...7,, die den Geschwindigkeits- 
parametern w,%,...u, zugeordnet sind, hängen nur von diesen 
Parametern, aber nicht von u,,, %,,,...%, ab, dementsprechend 
hängen die Impulse mi; Masse Mn MU VON Us Uisp ce U, Aber 
nicht von w,u,...u, ab. Daraus folgt: Wir kônnen die Bedin- 
gungsgleichungen (7), die wir auch in der Form 


Wu — 0 Use —= 0 Un — 0) 


schreiben kônnen, durch die Gleichungen 
Me 0 D = 0 à, 2700 


ersetzen und als freie Funktionen kônnen wir an Stelle der Ge- 
schwindigkeitsparameter u, u, ...u, die zugeordneten Impulse 
MM%...%, betrachten (vergl. Nr. 3 Schlu). 

Die Gleichungen (1), die für das freie System gelten, erhalten, 
wenn wir an Stelle der Geschwindigkeitskomponenten die Impulse 
einführen, die Form 


Um das singuläre Integralsystem zu bestimmen, das die Be- 
wegungsgleichungen für das unfreie System liefert, greifen wir 
auf die Ausführungen in Nr. 4 zurück. 

An Stelle der n-Variabeln x,, die dort vorkommen, treten nun 
die 2 n-Variabeln 


1) Eine Bedingungsgleichung g = 0, in der nur die Koordinaten x, vor- 


d 
kommen, künnen wir durch die Gleichung Ps — 0 und die Anfangsbedingung 


p = 0 für té — t, ersetzen. Somit kommt die Annahme, die wir bezüglich der 
Form der Bedingungsgleichungen gemacht haben, darauf hinaus, daf dieselben 
die Geschwindigkeitskomponenten entweder gar nicht enthalten, oder daB sie in 
diesen GrüBcen linear und homogen sind. 
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LiTs...Ly TEE R 


und an Stelle der #-Variabeln 


VA Ys T'as Yu) Yats Yn+a 22 Y, 
treten die Variabeln 


Ti Tgeee Tny Mi Mae ee Mn Ut Uma © © + Mu 

Die Gleichungen (14) in Nr. 4: 
Ôÿ, Ôx, 
Fe = re =, (GA—=m+l,m+2...n; v — 1,2,...n) 
sind mit Rücksicht auf die Gleichungen (6) (Nr. 10) durch die 
Gleichungen 
Ox, OË, 
.. = 0 . =", (A=m+l,;m+2,...n; v — 1,2,...n) 
zu ersetzen. An Stelle der Gleichungen (14) (Nr. 4) treten somit 
die Gleichungen 


dé, oT n—M" 
(é )- ôx, Le X, +,2 0x Dntn,v 
2 , pes 1 2 en 
( dt ne 
und hier ist 
oT 
ë, FF ôx! 


Die vorstehenden Gleichungen stimmen mit der zweiten Form 
der Lagrangeschen Gleichungen für das unfreie System überein. 
Damit ist unser Satz bewiesen. 

Bezüglich der Bedingungsgleichungen haben wir zwei Voraus- 
setzungen gemacht: daf sie in den Geschwindigkeitskomponenten 
linear und homogen sind, und daB sie die Zeit nicht enthalten. 

Die letztere Voraussetzung haben wir nur der Einfachheit 
wegen gemacht, dagegen ist die erstere Voraussetzung wesentlich, 
denn auf ihr beruht die Môglichkeit die quadratische Form T in 
zwei Teile zu zerlegen (vergl. die Anmerkung zu (7)). 

12. Anstatt den in der vorigen Nummer ausgesprochenen Satz 
mit Hilfe der Lagrangeschen Gleichungen für das unfreie System 
zu beweisen, künnen wir offenbar auch den umgekehrten Weg 
einschlagen und diesen Satz als ein der Erfahrung entnommenes 
Prinzip ansehen. Mit Hilfe dieses Prinzips künnen wir dann dic 
Lagrangeschen Gleichungen für das unfreie System und weiterhin 
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das Prinzip der virtuellen Verrückungen und das Hamiltonsche 
in der Fassung, die ihm Hôlder gegeben hat, ableiten. 

Das hier aufgestellte Prinzip hat vor dem von Lagrange be- 
nützten Prinzip der virtuellen Verrückungen den Vorzug, daB es 
sich nicht auf eine mathematische Hilfsvorstellung stützt, sondern 
nur von mechanisch wohldefinirten GrôüBen Gebrauch macht. Es 
entbehrt auch nicht der Anschaulichkeit. 

Nehmen wir beispielsweise an, ein Kôrper rolle auf einer 
festen Fläche ohne zu gleiten. Die Bewegung wird in jedem 
Zeitmoment dieselbe sein, wie die eines sich frei bewegenden 
Kôrpers, der in seiner Anfangslage die feste Fläche berührt und 
dem eine Anfangsgeschwindigkeit erteilt ist, die eine Drehung um 
eine durch den Berührungspunkt gehende Axe bewirkt. Damit 
die Uebereinstimmung der wirklich erfolgenden Bewegung mit der 
fingirten freien Bewegung erhalten bleibt, müssen in jedem Zeit- 
moment die Anfangsgeschwindigkeiten, die die freie Bewegung be- 
stimmen, geändert werden. Das heïfit aber mathematisch ausge- 
drückt nichts anderes als: die Gleichungen, die die Bewegung des 
Kôrpers bestimmen, sind als singuläre Lôsungen der Differential- 
gleichungen zu betrachten, die für die freie Bewegung gelten. 


Tübingen, Februar 1905. 


| 
| 
| 


Ueber die Fortpflanzung der Strahlung in disper- 
gierenden und absorbierenden Medien. II. 


Von 
M. Lauc. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 25. Febr. 1905. 


Als meine erste Arbeit über diese Frage erschienen war, 
hatte Herr Planck die Liebenswürdigkeit, mich brieflich darauf 
aufmerksam zu machen, daf sich gegen den Gang der Untersuchurg 
ein Einwand, welcher das Resultat in Frage stellt, geltend machen 
läft. Dort wird nämlich nur von einer ebenen Welle gesprochen; 
bei natürlicher Strahlung läfit sich eine solche aber nicht isolieren; 
vielmehr wird eine endliche Energie nur von einem Strahlenkegel 
von endlicher Oeffnung transportiert; und zwar sind die Strablen 
dieses Kegels in ihrer Schwingungsform ganz unabhängig von ein- 
ander. Das Zusammenwirken vieler unabhängiger Wellen scheint 
aber geeignet, in dem in $ 3 meiner Arbeit besprochenen Fall 
»grüBerer“ Dicke D der durchstrahlten Schicht die Ungeordnet- 
heit, welche die einzelne Welle beim Fortschreiten verloren bat, 
im resultierenden Schwingungsvorgang wiederherzustellen.  Dann 
wäre aber das Ergebnis des $ 3, die Ungültigkeit des zweiten 
Hauptsatzes für diesen Fall, hinfällig. Um diesem Einwand zu 
begegnen, ist eine Abänderung des Beweisganges notwendig, welche 
im Folgenden gegeben werden soll. Zuvor aber sei es mir ge- 
stattet, einen physikalischen Grund anzugeben, welcher zeist, 
da diese Aenderung das Resultat nicht betritft. 

Wie im $ + erôrtert wurde, ist die Aenderung, welche die 
natürliche Strahlung beim Fortschreiten im dispergicrenden Mittel 
erleidet, von gleicher Art, wie die, welche sie beim Durchgang 
durch einen Spektralapparat erfährt. Deshalb läfit sich der obige 
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Einwand auch gegen meine Behandlung des zweiten Problems er- 
heben; jedes Spektroskop hat in der Tat endliche Spaltbreite, 
welche beim Prisma, Gitter und Stufengitter das Spektrum ver- 
unreinigt, dem Auflüsungsvermôügen also entgegenzuwirken und ge- 
eignet zu sein scheint, den zweiten Hauptsatz auch dann aufrecht 
zu erhalten, wenn zu grofes Auflüsungsvermügen ihn in Frage 
stellt. Da es nicht so ist, beweist die Existenz eines Spektros- 
kops, bei welchem die Spaltbreite ohne Einfluf auf das Aussehen 
des Spektrumsist,nämlich der planparallelen Platte, welchevonPerot 
und Fabry einerseits, Lummer und Gehrcke anderseits in. 
die Spektroskopie eingeführt ist. Bei dieser verändert sich mit 
wachsender Spaltbreite nur die Zahl der Interferenzstreifen, nicht 
die Energieverteilung in ihnen. Und auch bei den drei erstge- 
nannten Spektroskopen ist der Einfluf der Spaltbreite nicht we- 
sentlich; wie Herr Runge gezeigt hat!), läfit er sich rechnerisch 
eliminieren. Auf Grund der Wesensgleichheit der beiden hier be- 
sprochenen Fragen kônnen wir hieraus in aller Strenge schliefen, 
daB auch bei der Fortpflanzung der Strahlung die Berücksichtigung 
des Zusammenwirkens aller Strahlen eines Kegels nichts an den 
Schlüssen ändert, welche wir aus der Betrachtung einer ebenen 
Welle gezogen haben. 

Um dies auch mathematisch nachzuweisen, beginnen wir 
mit der Bemerkung, da8 zwischen einer Kugelwelle und einer ebenen 
kein prinzipieller Unterschied besteht. Man kann mit Hilfe geeig- 
neter Reflexionen oder Brechungen die eine in die andere überführen, 
und in den Gleichungen der vorhergehenden Untersuchung lassen 
sich, ohne dafi etwas Wesentliches geändert wird, die Faktoren hin- 
zufügen, welche bei einer Kugelwelle die Abnahme von Amplitude 
und Intensität mit zunehmender Entfernung von der Lichtquelle er- 
geben. Wenn wir im Folgenden vorziehen, von Kugelwellen zu reden, 
so ist dies also eine unwesentliche Neuerung. Wesentlich hin- 
gegen ist, daf wir von jetzt an einen Strahlenkegel, und als 
Strahlungsquelle eine zu seiner Axe senkrechte, ebene Fläche s, 
betrachten, deren Dimensionen nach allen Richtungen hin von der 
gleichen Grüfenordnung sein sollen. Da die speziellen Annahmen 
über die Lage und die Form der Fläche (ihre Ebenheït) die All- 
gemeinheit der Untersuchung nicht beeinträchtigen, wird sich 
weiter unten zeigen. Wir bezeichnen mit 6, einen Querschnitt 
von $,, mit 


< 6, 
Î) X, — Da 


1) C. Runge, Zeitschrift für Mathematik und Physik. 42,205 1897. 
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den Winkel, unter welchem 6, von dem auf der Normalen von s, 
liegenden Punkt P gesehen wird, der den gegen 6, groBen Abstand 
r von s, hat. Wir fragen zunächst, ob wir nicht doch unter ge- 
wissen Bedingungen auch jetzt noch die Strablung als einzelne 
Welle behandeln kônnen. 


Der von einem Endpunkt von 6, nach P gelangende Strahl 
hat gegen den von der Mitte von 6, dorthin fiührenden den Gang- 
unterschied 

r 1 
HS JE 


2 


cos 


Die Phasendifferenz, mit welcher sie fnterferieren, ist also Funk- 
tion von. Die aus allen vons, ausgehenden Wellen resultierende 
Schwingungsform in einem entfernteren Punkt P' der Normalen 
steht demnach mit der in P in keinem Zusammenhang. Das ändert 
sich aber, wenn 

du 
2) fo = . klein gegen eine Lichtwellenlänge 4 
wird; von da ab sind die Aenderungen der Phasendifferenz mit 
noch weiter wachsendem > unbeträchtlich, wir haben dann ge- 
nähert eine einzige Kugelwelle vor uns. Dies gilt nicht nur längs 
der Normalen; vielmehr kann die Richtung s, P von dieser um 
den Winkel «, abweichen, ohne da8 die Aenderung erheblich wird, 
wenn 


8) a, klein gegen : 


ist. Man beweist dies leicht durch eine der elementaren Behand- 
lung der Beugung an einem Spalt nachgebildete Betrachtung. 
«, und «, sind übrigens von gleicher GrüBenordnung, denn nach 
1) sagt 2) aus: 
: p 

a, klein gegen _. 
Ist nicht s, die Strahlungsquelle, sondern ein beliebig gestalteter 
Kürper, so verstehen wir unter s, eine den obigen Bedingungen 
genügende, dicht vor ihm liegende, mathematische Fläche. Kohä- 
rente, in P und P' ankommende Strahlen gehen dann zwar nicht 
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mehr von demselben Punkt von s, aus, das hat aber infolge der 
Bedingungen 2) und 3) auf den Wellenvorgang keinen merklichen 
Einfluf. 

Hiernach kônnte es zunächst scheinen, als ob man sich in der 
Tat auch in der Strahlungstheorie auf einzelne Kugelwellen be- 
schränken dürfte. Aber es erhebt sich noch die Frage, ob denn 
unter den Bedingungen 2) und 8) die Strahlung noch merkliche Ener- 
gie mit sich führt. Ist nun s, ein Oberflächenstück eines schwarzen 
Kôrpers, so strahlt es in den Kegel von dem Oeffnungswinkel a, 
in der Sekunde die Energie Æs,æ, welche nach 3) gegen X4 
klein ist; denn 6° und 5, sind von derselben Ordnung. Der letz- 
tere Ausdruck ist aber nur Funktion der Temperatur des schwarzen 
Kôürpers, und diese ist zugleich die Temperatur der von ihm 
emittierten Strahlung. Nur oberhalb einer gewissen Min- 
desttemperatur kann man also natürliche Strahlung 
als einzelne Welle behandeln, nur unter dieser Voraus- 
setzung ist der Beweisgang, der in der ersten Arbeit eingeschlagen 
wurde, zwingend. 

DaB diese Mindesttemperatur recht hoch liegt, folgt aus der 
Bemerkung, daf x K4° die Energie ist, welche der schwarze Kôrper 
in der Sekunde durch ein quadratisches Flächenstück emittiert, 
dessen Seite eine Lichtwellenlänge ist; und gegen dies Energie- 
quantum ist das in Rede stehende noch klein. 

Einen Hinweis auf die Art, in der die Untersuchung zu ver- 
allgemeinern ist, erhalten wir, wenn wir bedenken, daf der Ele- 
mentarvorgang in der Strahlungstheorie der Energietransport von 
einer Fläche s, zu einer anderen, 5,, ist, welche beide zu ihrem 
Abstand » senkrecht sind, solange zur Berechnung der in der 
Zeit dt durch Strahlung von der Schwingungszahl » übertragenen 
Energie der Ansatz | 
4) K, _. dt dv 
ausreicht. Unter welchen Bedingungen genügt er ? 

Verschieben wir s, in seiner Ebene, bis sich die Richtung 
s, um den Winkel ® gedreht hat, so tritt zu 4) der Faktor 
cos‘æ. Denn erstens ist die Entfernung beider Flächen jetzt 


nn zweitens aber bildet ihr Abstand mit ihren Normalen den 
Winkel y, sodaf sowobhl s, als s, den Faktor cos bei Berechnung 
der zugestrahlten Energie erhalten. Soll 4) anwendbar sein, so 
muf der Faktor cos‘ für den Rand von s, von | nur iinmerklicl, 


verschieden sein; d. h. es mu 
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5) a klein gegen 1 


sein. Infolge der Reziprozität zwischen s, und s, gilt diese und 
die folgenden Bedingungen auch für den Winkel «,, unter dem 
ein Querschnitt 6, vou s, von s, aus gesehen wird. 

Absorbiert das Medium zwischen s, und s,, so ist K, eine 


nach dem Exponentialgesetz (e (né) abnebmende Funktion von y. 
Nun sind die Lichtwege, welche von verschiedenen Punkten auf 
s, zu einem Punkt von s, führen, verschieden lang und es wird 
auf ihnen verschieden viel absorbiert. Wären diese Unterschiede 
in der Absorption merklich, so reichte der Ansatz 4) nicht mehr 
aus; denn es wäre dann z. B. wesentlich, ob der Rand oder die 
Mitte von s, stärker strahlt, und derartige Unterschiede bringt 
jener Ansatz nicht zum Ausdruck. Also muf 


6) x,ra klein gegen 1 
sein. 


Ist der Strahlungsvorgang zeitlich variabel, so kommt noch 
eine andere Abhängigkeit des X, von r hinzu; da sich die Strahlung 
mit endlicher Geschwindigkeit u, fortpflanzt, muf 


— 24,7 r 

R 1 . 
sein. Wären nun die Zeïiten, in denen die Strahlung die ver- 
schieden langen Wege von verschiedenen Punkten auf s, zu einem 
auf s, gelegenen durchläuft, meBbar von einander verschieden, so 
wäre 4) wiederum nicht hinreichend. Bei plützlichem Erlôschen 
der Strahlung von s, z. B. fände auf s, ein allmähliches, je nach 
der Entfernung r verschieden schnelles Abklingen der Strahlung 
statt. Deshalb muñ 


r 


?) 


2 

_. klein gegen die mefbare Zeit : 

sein. Wir haben hier an die Stelle von «, die Lichtgeschwindig- 

keit im Vakuum, v, gesetzt, da beide von gleicher Ordnung sind. 
Von Interesse ist hier noch der Vergleich von b), 6), 7) mit 

den Bedingungen, welche erfüllt sein muften, wenn der Strahlungs- 

vorgang sich als einzelne Kugelwelle auffassen lassen sollte. Die 

Voraussetzungen 5) und 6) muften wir stillschweigend auch dabei 

machen; und 7) entspricht der Bedingung 2). Schreiben wir die 

letztere in der Form: 


à] 
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y 


. klein gegen eine Lichtperiode _ 

so sieht man aber, wieviel weniger 7) einengt, als 2). Denn eine Licht- 
periode liegt ja weit unter der kleinsten mefbaren Zeit. Aus 
diesem Grunde fällt auch die Beschränkung auf Temperaturen 
oberhalb einer gewissen Grenze fort, wenn wir des weiteren die 
Bedingungen 5), 6) und 7) zu Grunde legen. 

Die Fläches, teilen wir nun in Stücke, für deren jedes 2) erfüllt 
sein soll. Eïns davon zeichnen wir durch die Ordnungszahl p aus. 
Die Richtung von ihm zu dem auf der Normalen von s, im Ab- 
stand r gelegenen Punkt P bilde mit der Normalen den Winkel 
æ, Von diesem Flächenstück rührt in P eine zu r senkrechte 
Feldstärke Z® her, welche bei Fortlassung eines Cosinusfaktors, 
die durch 5) gerechtfertigt wird, als Funktion von r durch die 
Gleichung 


1 PR TER ie av (e tt ) — sp 
8) Z® — fe e cos Cc? e v cos p, 
r 


gegeben ist. Nach 6) kônnen wir hier den Faktor . in der 
Verbindung mit x,r mit 1 vertauschen. In dem Produkt rase 


wäre dies aber nur dann zulässig, wenn wir für s, nicht nur 7), 
sondern auch 2) als gültig ansehen wollten. 
Aus allen diesen Partialbewegungen resultiert die Feldstärke 


Z — D? ZM, 


Da die Z® von einander vôllig unabhängig sind, ist der Mittel- 
wert 7° für die Zeit einer Messung 


2 = 520, 


denn die doppelten Produkte Z® Z® verschwinden sowohl, wenn 
man die Summe über alle p und q bildet, als auch einzeln bei der 
Mittelwertbildung nach der Zeit. Aus ähnlichen Gründen äufern 
auch die Fehler &,, welche wir beim Ansetzen der nur genähert 
richtigen Gleichung 8) gemacht haben, keinen Einfluf trotz ihrer 
groBen Zahl, welche ja mit der Zahl der Stücke, in die wir s, 
teilten, übereinstimmt. Denn sr ist zu vernachlässigen, die 
Produkte &,Z"" fallen aus denselben Gründen fort, wie Z® 7°; 
und auch die Produkte &, Z* kônnen ebensowohl positiv als nega- 
tiv sein, soda Sre, Z® verschwindend klein ist. Die Gesamt- 
intensitäten addieren sich also; und dies gilt natürlich ebenso für 


9 
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die Intensitäten der Strahlung von der Schwingungszahl »,:; dem- 
nach gilt im Punkt P in Analogie zu Gleichung 3) der ersten 
Arbeit: 


2,0 = 7x fau sur) e 274 


Big — 2 fa sinto, OO, er Pr), 
; : (AS : 


wenn wir unter Aufhebung der früheren Bedeutung von C, und 
Ÿ, die Definition geben: 


Ce Ce e Ù (#, ER D'y4u) = € — (4, + #4) r e 


9) 


Re) 

Da8 hierbei $#, nur bis auf eine Konstante bestimmt ist, bringt 
keinen Nachteil mit sich; C, ist eindeutig bestimmt, wenn man 
bedenkt, daB es stets positiv sein soll. 

Jetzt führen wir die Bedingung 7) und die schon früher ge- 
machte Annahme, daB », langsam veränderlich ist, ein. Als mo- 
nochromatisch ist die Strahlung zu betrachten, wenn in ihrer In- 
tegraldarstellung von der Form 


fæc e'Grri—#,) 


nur solche C, in Betracht kommen, für welche »—», hôüchstens 
von der GrüBenordnung pv, ist. Die Aenderungen, welche », und 
ebenso »,v in einem Bereich von dieser Ausdehnung erleiden, 
sollen relativ klein sein. Nun ist nach Bedingung 5) der ersten 
Arbeit w klein gegen @v,; also ist die Differenz n,v—n,,,(v+u) 
jedenfalls nicht grof gegen uw. Nach 7) dürfen wir deshalb in 9) 


fortlassen und erhalten so: 


den Faktor : 
cos 


P 


2 air 


7 C, C, > 1(9, — d'y4u) a — (4 + LM) r Le (r. V—Nitu (v + e) 

) Hi 
< >? CP Eh e (957 NE. Du) 

Ebenso wie die Bedingungen 6), 6) und 2) die Folge hatten, daf 

cosy, bei der Berechnung der Schwingungsform in P nicht 

in Betracht an haben 5), 6) und 7) zur Folge, da man bei Be- 

rechnung des Spektrums davon absehen kann. Deshalb Lift 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichteu. Math.-phys. Klasse. 1605. Heft 2. 10 
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sich die oben durchgeführte Betrachtung, durch die wir uns von 
den speziellen Annahmen über Lage und Form der Strahlungs- 
quelle befreiten, auch hier anwenden. Da cos, in 10) nicht auf- 
tritt, ist es gleichgültig, ob die kohärenten Strahlen, welche nach 
verschiedenen Punkten P und ?P’ der Normalen von s, führen, von 
demselben oder von verschiedenen Punkten von s, ausgehen. Fügen 
wir noch hinzu, daf an 10) nichts geändert zu werden braucht, 
wenn die Richtung s, P sich aus der zu s, senkrechten Lage um 
einen Winkel «, dreht, welcher ebenfalls den Bedingungen 5), 6), 
7) genügt, so ist die Analogie zu der obigen Untersuchung, wann 
Strahlung als einzelne Kugelwelle aufzufassen ist, vollständig; 
und zugleich sieht man, daf die Gleichung 10) gerade so 
weit gültig ist wie der Ansatz 4). 

Trifft die Hypothese der natürlichen Strahlung für das Ver- 
balten aller Funktionen 


CPC. e OP — 0) 
zu, so gilt sie nach 10) auch für die resultierende Strahlung, 


wenn # noch den Bedingungen 6a) und Gb) der ersten Arbeit ge- 
horcht, welche aussagen, daB die Funktion 


2 ir 


EUR #4) 7) 
€ . € 


fn, PC NICE #) 


mit » langsam veränderlich ist. Wir nehmen dies im Folgenden an. 

Für den Punkt P’, welcher in dem Kegel vom Oeffnungswinkel 
«, im Abstand r+D von s, liegt, gilt ebenso, wie in der ersten 
Arbeit: 


! 1 0! ; 0! 2 rit 
J}(t) = Ge np dieu Mn 
2 
9% 


. o | (EE; 
B'—iN — fe sin* 6,0! C1, e° CUT 


wenn, Wie aus 10) unmittelbar hervorgeht, die Beziehung gilt: 


2 xiD 
- (ns — Ngu (9 + e)) % 


QE TEE T2 58 
C' Ci ô 1(9, LT) 1 Ce, + #y+u) D : 


(9, — © 
0 APR e i(#, vu) 


Setzt man dies ein, so erhält man Gleichnng 4) der ersten Arbeit. 
Die Gleichungen 3) und 4) der ersten Arbeit bleiben 
also erhalten, und damit auch alle Schlüsse, die wir 
aus ihbnen gezogen haben. 

Nur die im $ 3 angewandte Ausdrucksweise trifft nicht mehr 
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ganz zu; denn die Funktionen C, und #, stehen nicht mehr in so 
unmittelbarer Beziehung zur Schwingungsform, wie dort ange- 
nommen war. Setzen wir nämlich für den Punkt P 


1 (2 rt —7, 
75,79 = Rfone Ai T0 


also 


ît, 47 io + 
lei te DO?’ e 


so sind ©, und #, nach ihrer Definition durch 10) nicht mit I, 
und r, identisch. Nur die Mittelwerte 


2 
QV 


2 a) 
vCos 
Pr/, 


Î dv sin’ 8,0, C,,, er Pr) = go _ 5 


und 


2 
( 


Î dsin 8, LD, e 4) = go _ig 


müssen übereinstimmen. Bei allen energetischen Untersuchungen 
aber läBt sich der wirkliche Strahlungsvorgang durch die Kugel- 
welle ersetzen, deren Schwingungsform durch C, und ®, bestimmt 
ist. Darin, daB dieser substituirte Vorgang nicht in hôherem 
Mafe ungeordnet ist, als eine wirkliche einzelne Welle, liegt der 
Grund, da auch das Zusammenwirken aller Strahlen eines Kegels 
im Fall ,grôBerer“ Werte von D die Ungeordnetheiït nicht wieder- 
herstellt, auf welcher der zweite Hauptsatz der Thermodynamik 
allein beruht. — 

Nun war aber im $ 3 noch ein zweiter, von den Gleichungen 
8) und 4) der ersten Arbeit unabhängiger Beweis gegeben. Der 
Vollständigkeit wegen müssen wir ihn auch abändern. Die Ener- 
gie eines Resonators in P’, dessen Dämpfungsdekrement 6 so klein 
ist, daB o6v, nicht mehr wie pv, gro8 gegen w ist, ist nach Gleichung 
9) der vorigen Arbeit 


wobei 
(b,—ia,) = er Le sin y, Sin un LT € DCS — Tin + Yy — Yrau) 
und 

cotg y, = 2x nt 


ist. Güilt in P' die Hypothese der natürlichen Strahlung, so darf 
105 
Q x 
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IT er — Tu) durch seinen Mittelwert B,'—1 HA ersetzt 


VTT v+u 
(9, — 4x) 
z 


werden; dies ist aber auch der Mittelwert von C;C,..e 
sodaB wir auch 17 und 5, hier mit C, und 8 vertauschen kônnen. 
Dann aber erhält die Gleichung für U, dieselbe Gestalt, in welcher 
wir sie früher angewandt haben. 

Das Resultat der ersten Arbeit bleibt also erhalten, wenn 
die Bedingungen 5), 6), 7) erfüllt sind. Aber auch ein Hinaus- 
gehen über diese scheint mir nicht geeignet, im Fall ,grüferer“ 
Werte von D dem Strahlungsvorgang die für den zweiten Haupt- 
satz erforderliche, experimentellen Eingriffen unzugängliche Unge- 
ordnetheit zu verleihen. Denn ist 5) nicht erfüllt, so dürfte sich 
ein Teil der Strahlung unschwer abblenden lassen; ist 6) nicht 
erfüllt, so ist die durch Absorption am wenigsten geschwächte 
Strahlung die ausschlaggebende, und wenn 7) nicht mebr zutrifft, 
so kommen die Wirkungen verschiedener Teile von s, bei variabelen 
Strahlungsvorgängen zu verschiedenen Zeïiten an. Kônnten wir 
also trotz der Absorption Wirkungen der Strahlung beobachten, 
wenn die Bedingungen 6a) und 6 b) nicht erfüllt sind, so müften 
uns diese als Spiel des Zufalls erscheinen, solange wir von der 
ursprünglichen Strablung nur das Spektrum kennen. 


Das folgende Beispiel soll veranschaulichen, wie natürliche 
Strahlung bei der Fortpflanzung durch ein selektiv absorbierendes 
Medium die ihr eigentümliche Ungeordnetheit verliert. Sein Ab- 
sorptionskoefficient sei für die Schwingungszahl », ein Minimum. 
Ursprünglich habe die Strahlung ein kontinuirliches Spektrum, in 
welchem auch die Schwingungszahl », auftritt. Da bei der Fort- 
pflanzung das Verhältnis 


e= mb, D 2” e C5 — %) D 


immer grüBer wird, wird aus ihr mehr und mehr monochromatische 
Strahlung von der Schwingungszahl »,. Stellen wir also den 
Strahlungsvorgang, den wir zunächst als einzelne Kugelwelle be- 
trachten wollen, durch das Integral 


ss 1 C QiGrrt—8,) 
: 


dar, so ist nach Zurücklegung der Strecke D 


fe Æ+ %, D C. RE av (e — +) —»,] 
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die Darstellung des Lichtvektors. Wegen des Faktors En 
zieht sich der in Betracht kommende Integrationsbereich immer 
mehr auf die Umgebung von v, zusammen. Jst er bis auf die 
GrôBenordnung @v, zusammengeschrumpft, so ist aus dem 
ursprünglich kontinuirlichen Spektrum monochromatische Strahlung 
herausgeschält. 

Aber dieser Verengerungsprozes geht bei weiterer Fortpflanzung 
immer weiter. Der Integrationsbereich wird klein gegen pv, Der 
durch das Integral dargestellte Schwingungsvorgang wird immer 
mehr ein langer Zug von Wellen von der Schwingungszahl »,, 
nähert sich also immer mehr der reinen Sinusschwingung ; für die 
letztere aber gilt der zweite Hauptsatz schon aus dem Grunde 
nicht, weil zwei aus verschiedenen Quellen stammende Wellen 
dieser Art mit einander interferieren, während zu den Grundlagen 
der thermodynamischen Strahlungstheorie die Tatsache gehôürt, 
daf derartige Interferenzen nicht stattfinden. Man sieht auch 
leicht ein, da das Zusammenwirken vieler Wellen, deren Fort- 
pflanzuugsrichtungen ein wenig gegen einander geneigt sind, nichts 
ändert; denn wenn Bedingung 6) erfüllt ist, ist der Verengerungs- 
proceB in allen Strahlen gleich weit vorgeschritten. Aber natür- 
lich nimmt, so klein auch x, sein mag, in dem Maañfe, in welchem 
man sich der Sinusschwingung nähert, die Intensität des Vorgangs 
ab, sodaB er sich schon aus diesem Grunde der Beobachtung 
entzieht. 


Bestimmung der piézoelektrischen Konstanten 
von krystallisierter Weinsäure. 


Von 


T. Tamaru. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 25. Februar 1905. 


Einleitung. 


Die allgemeine Theorie der Piëzoelektrizität ist von Herrn 
Voigt!) aufgestellt worden, während diesbezügliche experimentelle 
Untersuchungen über die rhomboedrischen Krystalle, Turmalin und 
Quarz, von den Herren Riecke und Voigt*), weitere über den 
regulären Krystall Natriumchlorat, über Quarz und über den 
rhombischen Krystall Seignettesalz von Herrn F. Pockels*) 
vorliegen. Monokline Krystalle bieten wegen ihrer niedrigeren 
Symmetrie eine noch grôBere Mannigfaltigkeit im piëzoelektrischen 
Verhalten als die vorgenannten. Die nachstehende Untersuchung 
über den hemimorphisch monoklinen Krystall Rechtsweinsäure 
wurde auf Anregung von Herrn Voigt unternommen. Im Laufe 
der Untersuchung kamen die Eigenschaften des Krystalls in ver- 
schiedener unangenehmer Weise zur Geltung, — seine Weichheit, 
Sprüdigkeit, Lôslichkeit in Alkohol (beim Versuch, die Krystall- 
flächen mit Schellack zu überziehen), und seine verhältnismähig 
niedrige Schmelztemperatur (bei der Behandlung mit geschmolzenem 
Paraffin). Da die beobachteten Werte selbst bei derselben Lage 
desselben Präparates nicht immer gute Uebereinstimmung auf- 
wiesen, 80 habe ich die verschiedenen Fehlerquellen untersucht, 


1) Voigt, Abhandi. d. K. Ges. d. Wiss. Gôttingen, 86. 
2) Riecke u. Voigt, Wied. Ann. 45. 
8) F. Pockels, Abhandl. d. K. Ges. d. Wiss. Güttingen, 39. 
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und bin zu dem Schluf gekommen, da die Hauptfehlerquelle in der 
Ungleichmäfigkeit des Druckes zu suchen sei. Eine besondere 
Behandlungsweïse, die ich in der Hoffnung, deren Einfluf zu ver- 
meiden, anwandte, ergab nicht den gewünschten Erfolg. Dieser 
Pankt wird in späteren ähnlichen Untersuchungen noch einer Ver- 
besserung bedürfen. Indessen dürften durch die vorliegende Unter- 
suchung die dem Weinsäurekrystall angehôrigen piëzoelektrischen 
Konstanten je nach ihrer GrôBe auf 10 bis 20°/o bestimmt und 


somit sein piëzoelektrisches Verhalten in seinen allgemeinen Zügen 
festgestellt sein. 


1) Allgemeine Skizze der Theorie und der 
Beobachtungsmethode. 


Bei einem Weinsäurekrystall, dessen zweizählige Symmetrie- 
achse parallel der z-Axe ist, — die positive z-Richtung von 
dem antilogen nach dem analogen Pol hin, und x-Axe + der 
Spaltfläche gerechnet — gilt für die Komponenten des erregten 
elektrischen Momentes nach Voigt 


4 eee, , TL 0 7 | 
N— . . Q da E 3x ds Z, ? 
C == du ».@ + d. FE SF ds Z, =F . © h F5 DE 


Wenn ein homogener Druck D in einer Richtung mit den Rich- 
tungscosinus @,, a, «, wirkt, und wenn die Spannung senkrecht 
dazu = 0 ist, so gilt 


AD} + : , dan, +d,.aa, LE}; 

B— —-D{ . ; ‘ dits ds + dis d : Hs 

C= — Did, ci + dus où + dus ds + . . +de}. 
Das Moment in der Richtung (B,, B,, B,) ist dabeï 

Be +7 D\d,,0B, + sa y Ba + dB F dada B, Fr C'AAUA “3 Pa 


+ d,,a,0, B, + d,,a,0,B,+ dis % Ba ; 
I. Mit einem Parallelepiped, dessen Flächennormalen 
6420,022%710/1#0). 44 6 (0,0, D 
sind, kann man beobachten die Momente 
EE = = & = 0, H = H, 5 = 0, 
D.d,0. 2e Did, 42 =D. 
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wobei die Buchstaben die Richtung des Momentes, die Indices die- 
jenigen des Druckes andeuten. 
II. Mit einem Parallelepiped, dessen Flächennormalen 


£ (1,0, 0) LEE) gars 


sind, beobachtet man 


E—0, eh =D da 
TE = D da 
Le DAT = ep. ee (us + ds + du), 
Dome Le ne (sa + das — aa) 
ses DR US H, — _ (aspasse 
Ze = —D: te —— (d,, + des + dis). 
III. Mit einem Parallelepiped, dessen Flächennormalen 


He) 1 (0,1, 0), ee 


sind, beobachtet man 


É 1 
ME — + D: ne (dr Ed Ed) Hz Se +D:5 ds, 
1 
Z — D — (0, Li Lis) 
Ë 2 12 ( 8 +a ( ) 
æ 1 
7 —= FPE da H, = ‘A 
1 
D RDS, 
n V2 
L 1 1 
PÉTER DFA SAR H} -s — D: du, 
Zz = —D: 26 = (Ad Pur) 


IV. Mit einem Parallelepiped, dessen Flächennormalen 
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sind, beobachtet man 

Fe = En = 4% = 0, H=H, = H;—=0 
Ze = —D:4(d,+4d,,+4dy), Zy=—D'E(dut+du— du), Ze = —D'du. 


Die zur Beobachtung benutzten Krystallpräparate waren in 
Form rechtwinkliger Parallelepipeda mit ungefähr gleich langen 
(ca. 7—8 mm) Kanten geschnitten. An die Druckflächen wurden 
mittels Paraffins zwei 7 mm dicke, quadratische, sorgfältig eben 
geschliffene Bernsteinstücke (Seitenlänge — 13mm) angekittet. 
Das eine (obere) Bernsteinstück trug auf seiner oberen Fläche 
ein nach oben schneidenfürmiges Eisenstück, welches in der Mitte 
der Schneïide einen kleinen Schnitt hatte. Das ganze System wurde 
auf eine horizontale, von einem Tische seitwärts hervorragende 
Unterlage gelegt. Ueber die Schneide wurde ein rechtwinkliger 
Rahmen gehängt, so daB der markierte Mittelpunkt des oberen 
Rahmenrandes auf dem Schnitt ruhte, während vom Mittelpunkt 
des unteren Rahmenrandes die den Druck ausübenden Gewichte 
an Bindfaden herabhingen. Der Krystall wurde entlastet oder 
belastet, indem man zwei andere ebenfalls an die Gewichte be- 
festigte Bindfäden, welche von da schief rechts und links nach 
festen Punkten des Tisches und darüber zur Beobachtungsstelle 
geführt wurden, zugleich zog oder loslief. Diese Einrichtung 
lieB das Schwingen der Gewichte fast ganz vermeiden, welches 
sonst auf den Krystall eine wechselnde horizontale Kraft aus- 
geübt und eine stôürende elektrische Erregung hervorgebracht 
hätte; die dabei noch übrigbleibende seitliche Bewegung der (re- 
wichte wurde dadurch unterdrückt, daB das unterste Gewicht- 
stück ganz in Oel getaucht wurde. Das wirkende Gewicht, also 
mit Abzug des Auftriebs des Oels, Letrug 3,27 oder 2,27 kg, 
wovon 0,5 kg konstant hängen blieb. 

Die Flächen, deren Ladungen untersucht werden sollten, 
wurden mittels Paraffins mit Stanniol belegt und mit federnden 
Metallstücken berührt, welche zur Erde resp. zu einem Quadranten- 
paar des Elektrometers geleitet waren. Die anderen Quadranten 
wurden ein für allemal zur Erde abgeleitet, während die Nadel 
mit einer Akkumulatorenbatterie von 80 Elementen geladen blieb. 

Die Kapazität des geladenen Systems wurde aus zwei Be- 
obachtungen bestimmt, indem man es mit zwei verschiedenen be- 
kannten Kapazitäten — nämlich mit einem Plattenkondensator 
(Durchmesser — 14,6 cm) von 1 resp. 2mm Plattendistanz, — die 
sich nach Kirchhoffs Formel = 131,4 resp. 71,2cm berech- 
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neten, verband und sonst in ganz denselben Umständen piëézoelek- 
trische Messung vornahm. Die Kapazität des übrigen Teiles wurde 
in früheren Beobachtungen durchschnittlich = 47,9 in späteren 
(bei etwas geänderter Anordnung) — 57,8 cm gefunden. Die Haupt- 
versuche wurden auch immer unter Hinzufügung einer der ge- 
nannten Kondensatorkapazitäten ausgeführt. Die Elektrometer- 
skala wurde mit einem Westonschen Normalelement kalibriert. 


2) Die Druckvorrichtung und die piëzoelektrische 
Erregung. 


Beim Druckänderungsverfahren wäre es notwendig, die fol- 
genden Punkte besonders zu beachten: 

a) Die Normalität des Druckes auf den gedrückten Flächen. 
Diese wurde einmal dadurch gesichert, daf der Druck direkt 
durch die Schwerkraft (ohne diese, wie zuerst versucht wurde, 
mittels eines Hebels zu übertragen), also sicher lotrecht ange- 
wandt wurde. Dann aber mufiten die Flächen horizontal sein. 
Zu diesem Zwecke wurde beim Verfertigen des unteren Bernstein- 
stückes besonders für seine gleichfürmige Dicke gesorgt, und der 
Krystall wurde mit ihm verkittet, indem man die beiden Teile, 
während noch das Paraffin flüssig war, fest gegen einander drückte 
und sie so hielt, bis das Paraffin fest war. Dann bliebe nur noch 
der Einfluf der Abweichung der Unterlage von der Horizontalen; 
dieser wurde dadurch eliminiert, da man dieselbe Beobachtung 
zweimal direkt nach einander durchführte, das zweite Mal nach 
einer Drehung von 180° des gekitteten Systems um die Vertikale, 
und den Mittelwert aus den beiden nahm. 

b) Die Influenz wegen der Erregung an den anderen Flächen. 
Auf dem Staniolblatt selber ist zwar deren Gesamteffekt — 0. Da 
aber die Leitung durch das federnde Metallstück nach einer Seite von 
der Belegung stattfand, so mufite die fremde Erregung an dieser 
Seite influenzierend wirken. Wenn man aber bei der Messung 
der Erregung der anderen belegten (zuerst zur Erde abgeleiteten) 
Fläche in derselben Lage des Krystalls das Leitungsstück an 
derselben Seite wie vorher anbrächte, so wäre der Einflu8 der 
Influenz auf den absoluten Wert entgegengesetzt. Der Mittelwert 
aus den beiden wäre also von diesem Einfluf frei. 

c) Die GleichmäBigkeit des Druckes. Diese ist sebr schwierig 
zu bewerkstelligen. Wie gut die Flächen auch geschliffen wären, 
so künnte man nicht etwa annehmen, daf bei blofem Drauflegen 
der Kontakt mit den Bernsteinstücken auf der ganzen Fläche 
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stattfände, geschweige denn, da der Druck gleichmälig wäre. 
Ein Polster, etwa aus Kautschuk, dazwischen zu schalten, wurde 
sogleich als unzweckmäfig verworfen, wegen anscheinend durch 
Reïbungselektrizität bewirkter UnregelmäBigkeiten.  Schellack, 
womit zuerst die Isolierung der Flächen versucht wurde, hatte 
nur den Effekt, die Flächen zu verschlechtern, wegen der Lôslich- 
keit der Weinsäure in Alkohol, wenn man auch mit kleinen 
Mengen von dicker Lüsung verfuhr. Scblieflich wurde Paraffinkitt 
als der Zweckmäfigste angenommen; er erwies sich genügend 
fest in der gewübhnlichen Temperatur und isolierte auch (wenig- 
stens nicht sehr lange nach der Verfertigung) gut genug. Der 
Kitt war so fest, daB das Losmachen bloB mit dem Druck der 
Hand manchmal nicht gelang. Da das Paraffin in geschmolzenem 
Zustande den Zwischenraum ganz erfüllte und gleich darauf fest 
wurde, so konnte man wenigstens des Kontaktes über die ganze 
Fläche sicher sein. Es wurde deshalb vermutet, dass, wenn auch 
nicht die wirkliche Druckverteilung, so doch die Verteilung der 
Druckzunahme resp. -abnahme ziemlich gleichmäfig sein wiürde, 
vorausgesetzt eine zentrische Verkittung des Krystalls mit dem 
oberen Bernsteinstücke. Diese Annahme scheint indessen nicht 
ganz zutreffend zu sein, denn die beobachteten Werte für die- 
selbe Lage des Krystalls und der Belegung bei erneuerter Ver- 
kittung wiesen meistens viel grüfere Abweichungen von einander 
auf, als für Beobachtungsfehler gelten konnten. Beim Mangel 
einer besseren Methode in dieser Hinsicht mufite ich aber doch bei 
der genannten bleiben. 

Wenn man nun die Verteilung der Druckzunahme und -abnahme 
bei einer zentrischen Kraftanwendung als gleichmäfig annehmen 
darf, so kann man die Verteilung bei einer wenig exzentrischen 
Anwendung der Kraft (d. h. wenn der Krystall und das obere 
Bernsteinstück nicht ganz konzentrisch gekittet wurden, was 
natürlich vorausgesetzt werden mu) als linear variierend an- 
nehmen, und in diesem Sinne wird jede der beiden Belegungen 
zwar nicht die richtige Ladung aufweisen, aber der Mittelwert 
der an beiden beobachteten Ladungen wird wenigstens in der 
ersten Annäherung vom Einfluf der Exzentrizität der Kraft 
frei sein. 

Wenn die Staniolbelegungen an die Druckflächen angebracht 
werden sollten, habe ich auch erst nach dem oben Gesagten ver- 
fahren, dann die zusammengekitteten Teile auseinandergenommen 
und Staniolblättchen dazwischen gelegt, die in der Mitte zweier 
gegenüberstehender Seiten zum Zweck der Leitung je mit zwei 
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kleinen Zungen versehen wurden. Bei diesen Versuchen dürfte 
die UngleichmäBigkeit der Druckverteilung einen kleineren Ein- 
flu8 gehabt haben, als wenn die Belegungen an den Seiten wären, 
insofern. als die Ladung von der GrôBe der Druckflächen unab- 
hängig ist. 

d) Berücksichtigung der Abweïchung der Orientierung der 
Würfelflächen von der Beabsichtigten. Durch Abweichungen der 
Druckrichtung und der Belegflächennormalen wird eine Aenderung 
des Momentes verursacht 


dB, — — D{2a,p,.d,+a,p, .d,+a,p,.d,, +4, Bs.d3) da, 
+ (La ps du +asB,.d,,+ah,.d,, + Ps. da) 04, 
+(2ap,.d+ap,.d,+a,8,.d,+a, 8.4, + a, B,.d.) 00, 
+(a,.d,,+a,.d.)a,0B,+(a,.d,,+a,.4,)a, ÔB, 
+(oi.d,+oi.d,+0. +0,03. ds) 0B]|, 
wo Ô«,...ÔB, die respektiven, nicht alle von einander unabhängigen 
Abweichungen bedeuten. Diese Grôfen werden unten mit p,, p,, D,; 
ir as ns Var as a bezeïichnet, je nachdem sie sich auf die Ë-, #-, 


oder £-Axe beziehen. 
IL Für Krystall I mit 


OCT PT ARR, (Gti Ent) 


ergiebt sich, indem man den Hauptteilen Æ, ... der Momente ibre 
Aenderungen d%; ... hinzufügt, 
Lg = — (dus + die Ps), Zy = = D(d;;+4,:.0), Z£ = —D.d,. 


In den anderen, 0%; ... 0H; kommt weder p, noch q, mehr vor, 

sie zu beobachten hätte also keinen Nutzen zum Zweck der Er- 

mittelung der Fehler in den beobachteten Hauptwerten Zz, Z,, Zz. 
IL Für Krystall II mit 


E(L 2,2) 1 (a VE + 4) Er. de tte) 
gilt | 


ÀE + DE HR 

D ne D d dy +d Li . 

ax ÊRE: DI “TS sl ss ds) Ps 2 DT —= F -diQ|; 
A D ET TEE 1 

DÉS |2 (Fr D in n+ #) Pit 5 duPi— _. dr, , 
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HD we dat tr db, + _ dr) 
H,— De = (Gant dut d,) + (dun — 8 ds + du) 
+ Eu + dus + du) a 
D as (ls de du) — (Qu — da = 7 (is + dun + LD 


1 | 
à. D. d UA QUE 2 (ds FA ss) " 


’ 


1 1 1 
Z = _— D —— dd, +ds7;, —-——d, = el: 
PE je dePe+  d 


1 . 1 
Zy = —D us (ds 1 te cd ds) D (dy ss ss) Q2 GE 9 (ds d ss ci d,,) ra 
1 
+5 du DIU US 
Ze = —D ee (du + ds 7 d)— Ce 3 ss am d4) a 


= (di + ds +4 


IT. Für ns IT mit 


(Tr +020 — Æ +) n (Q: 1, 93), de FEU LR —r) 


= L: 1 
ME = D | (ls + du + du) + 2 (ur Bd + du) 


+ ut + dl, 


1 1 1 
Me Die liode CT ts 1[? 
L 
Le = D Es (du h 1 EE ds) 4 (dy _— dy) M — DI (du LI ss re ds)D; 


1 
ro" UD 19. (d, = de) Val 


1 1 
+ dit a, 


L k 
Hg = D | due 7 Cu + dun UE V2 


H; A or D(d,,+ dis) Qs) 
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1 
= -D\ra, Fo tn a ds) + = dur 2 PR D 9 ds 7 ? 


Lg += ne 5 dus sn ds KE à (ds = dus) Pi NT - (CA "hi das G ds) r 


1 
— 5 dir É La he: 


N 
I 


1 
— D ne de CA d, 8 ee 
n D e QT _ 71! 


Lg — SDS (d, (au due + du) ++ Au — Bd + ds)r 
+5 (CM 2" dy Ga se) 4 ù 
IV. Für Krystall IV mit 


1 il 
Fer SARA ETES A) , Ex + DE ; À 1, 1 
gilt 
il __ 
Ze = —D E (da px du a 3e) a V2 (CM a) d)bi), 
1 5 
Zn — — D os (dar NE d,, La dc) D V2 (ds ÈS ds) a}, Ze RE Ddss. 


In den anderen, 0%; ... ÔH;, kommt weder p, noch q, mehr vor, 
sie brauchen also nicht beobachtet zu werden. 

Ueber die pgr giebt die Beobachtung der Winkel zwischen 
den Krystallflächen einige Auskünfte: 

I Für Krystall I findet man 


cos (Ën) — @ = p, +4, 


In cos (né), cos (££) kommen y, und gq, nicht vor. 
IL. Für Krystall II 


cos (né) = x — V2 (r, + 


COS (El = % — # (Ps —P) 

cos (En) 'OaT qu + (+ D). 
IT. Für Krystall III 

cos (mé) — de (9 +4) 
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COS (EE) = x — V2(r, 1 
cos (En) = © = . —— (9, — 93) 
IV. Für Krystall IV 
cos (Ën) — @ — V2 (a —p)). 


In cos(n£) und cos (££) kommen g, und p, nicht vor. 

Unter Benutzung der Flächenwinkel, lassen sich die d aus 
beobachteten Werten für D = 1 von # ..., u.s.w. folgender- 
mafen berechnen: 


Aus I du = rer 
dus = —2Z peG as Age (Ps — A) 
ds = — Ze; 
aus II Re M enr ltd 
31 V2 Ë £ 2 81 86" l’2) 
NE Sniel 
d,, ES SARA ve Mme 
d,, — CE —2;+2, + H)++rû, 


1 
5 67% Au + du) + Que + dus) Pas 
Late Zars 1 
ue + du = nt aan nt D +5 T (ds — 8 dss) 


1 
PE Æ °-” dog “3 da - Pa ; 


1 
(En — Zn) h DAT elir 


aus III d 9 


CN ae _ 


de ae He My (e-+#) du + (du — (0) UPE 
19 et 
ds = V2 (Se — Ze — Ee+ 25) 2 x, 


1 
— V2 (e + x) (d, + ds) D (du SR ds) QG ) 
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; JE jé 1 
si + das Th V2 Ce Ze + 8e Ze) — 5% (di — 8 dus) 


mr 

V2 

und aus IV dus = — 24, 
du tds = — (Ze T Zy) L © (dar — das); 

de = —Zg+ Zn V2 (du — dus) (p, +0) 


Die kleinen GrôBen, p,—0Q, in I, p, in Il, g, in III und p,+q 
in IV, die in den letzten Formeln noch auftreten, lassen sich 
überhaupt nicht durch die piëzoelektrischen und Winkelmessungen 
ermitteln. Kombinationen wie Hy—2Z5, —#,—Æ%, u.s. w. aus II, 
— En — Zn us. w. aus III geben Auskunft wohl über andere kleine 
GrôBen, aber nicht über die genannten. Das ist auch von vorn- 
herein zu erwarten, denn diese GrôBen sind diejenigen, die in jedem 
Falle die Orientierung der Spaltfläche relativ zu den Würfelflächen 
angeben, und die Wahl der Spaltfläche als YZ-Ebene ist einfach 
eine Willkür, da sie sich in piëézoelektrischer Hinsicht durch keine 
besondere Eigenschaft auszeichnet. Man mu$ also für Ermittelung 
der genannten GrôBen schon die Eigenschaft der Spaltfläche als 
solcher in Betracht ziehen. Ich habe das aber nicht getan, einmal 
weil die beobachteten Werte, wie oben erwäbhnt, wegen anderer 
Umstände nicht die (Grenauigkeit erreichten, daB es notwendig wäre, 
dann aber wegen eines besonderen günstigen Umstandes. Es hat 
sich nämlich ergeben, da8 bei Weinsäurekrystall die Koeffizienten 
Aus Los is Ds bedeutend grôBer sind als d,,, dé, dy dus und die 
Formeln zeigen, da die Ausdrücke für die letzteren keinen von 
den ersteren in ihren Korrektionsgliedern enthalten. Also bis zu 
derselben prozentischen GrôBenordnung, die durch die Sinus der 
Orientierungsfehler gegeben wird, (welche vielleicht von der Ord- 
nung ‘/100 sein dürfte), kann man die Formeln benutzen: 


(o + x) dus + dos: 5 


PA eZ, NO =  Nd — 2à 

11 7 UE + 20) RE LAN — . (H,+Ze+2,+ Hp), 
du = — + du = = Ent Ze 2n Hi) 

IIS = A mc) dau + ds = E (Ce Zi+ #25), 
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1 
des = He —H}, d,, —= ee AT +29) 
IV. des = — 2, dy + dy —= 2-2; dy = — Le+ Zy. 


Es mag noch das folgende bemerkt werden. Wenn man einen 
z. B. wie II geschnittenen Krystall hat, so ist man bezüglich der 
Orientierung der Koordinatenachsen nicht ganz auf die etwa beim 
Schleifen darauf angebrachten Zeichen angewiesen. Es ist nämlich 
ein Flächenpaar vorhanden, welches, wenn belegt und gedrückt, 
keine — richtiger gesagt, eine nur von Fehlerquellen herrührende 
kleine — elektrische Ladung aufweist; das sind die zur æ-Axe 
normalen Flächen. Die Wahl der positiven +-Richtung ist gleich- 
gültig. Durch einen Druck auf diese Flächen werden die vier 
Seitenflächen gleich stark (dem Hauptteil nach) erregt; durch die 
+ 4 Kanten, in denen zwei gleichnamig erregte Flächen 
| | auf einander stofen — bei den in der Figur ange- 
T deuteten Erregungen durch die Kanten À und B — 
: — geht die Symmetrieaxe hindurch. Den analogen und 
Fig.  antilogen Pol kann man unterscheiden mit Belegungen 
an einem Seitenflächenpaar aus der Fortbewegung der Elektro- 
meternadel bei einer stetigen Aenderung der Zimmertemperatur, 
die ja meistens sogar unvermeidlich ist und bei Beobachtungen 
mit ähnlich situierten Belegungen immer einen recht unangenehmen 
Umstand bildet. Für einen wie III geschnittenen Krystall gilt 
eine ähnliche Betrachtung. Bei I und IV muB man zur Fest- 
stellung der x- und y-Axe schon die Richtung der Spaltfläche be- 
sonders kennen. 


8) Die Elektrometrische Beobachtungsmethode. 

Wie oben kurz erwähnt, konnte meistens keine Rede von 
einer dauernden Ruhelage der Elektrometernadel sein, so daf die 
Beobachtungen bei einer fortrückenden Ruhelage gemacht werden 

muften. Zu diesem Zwecke habe 
ich die folgende Beobachtungsme- 
thode benutzt. Die Nadel wurde 
bei angelegtem (resp. abgenomme- 
nem) Gewicht in Schwingung ver- 
setzt, und es wurden 4 Umkehr- 
punkte abgelesen. Im Augenblick 
der vierten Umkehrung, welche an 
Fig. 2. der Seite stattfand, nach der durch 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math-phys. Klusse. 1903. Hoft 2. 11 
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die nächste Druck änderung die Ruhelage abgelenkt werden sollte, 
wurde das Gewicht abgenommen (resp. angelegt), und vier weitere 
Umkehrpunkte abgelesen; im Augenblick der letzten Umkehrung das 
Gewicht wieder angelegt (resp. abgenommen), u.s.w. Die Behand- 
lungsweise ist ersichtlich aus Fig. 2, welche den Verlauf der 
Nadelbewegung mit nach unten fortschreitender Zeit darstellt; die 
punktierten Linien sollen die ungefähren Ruhelagen andeuten. Es 
wurde besonders drauf geachtet, dafi die Druckänderung nicht 
etwa zu früh, also ohne richtiges Verschwinden der Geschwindig- 
keit geschah, sondern es wurde immer das Zuruhekommen abge- 
wartet, was bei einer grôüferen Schwingungsamplitude (Doppel- 
amplitude — 20 cm und aufwärts, manchmal auch darunter) zur 
Folge hatte, daB die Nadel inzwischen eine kleine Strecke zurück- 
ging, so daB zwei Umkehrungen (z. B. B, und C, in der Fig.) 
dicht hintereinander in einer Entfernung von meistens 0,5—1,5mm 
stattfanden. In solchen Fällen wurde die erste dem vorangehen- 
den Schwingungsstadium, die zweite dem nachfolgenden gehôrig 
betrachtet. Aus den einem Schwingungsstadium gehôrigen Um- 
kehrpunkten wurden die Ruhelagen zu dessen Anfang und Ende 
berechnet, also die Ruhelage zur Zeit 4, aus den Skalenzahlen 
À, ... À,, diejenigen zur Zeit B, und B, aus den Skalenzahlen 
PB, ... B,, u.s.w. Somit wurden die Ruhelagen zu demselben 
Zeïtpunkt (abgesehen von dem angedeuteten kleinen Interval) mit 
und ohne Druck gefunden. 

Was diese Berechnung angeht, so habe ich zuerst geglaubt 
eine gleichmäfiige Bewegung der Ruhelage während der 4 halben 
Schwingungen annehmen zu dürfen. In diesem Falle wird bei 
Benutzung der 3 mittleren Umkehrpunkte B,, B,, B,, deren 
Skalenzahlen x,, x,, x, seien, die Ruhelage für den Zeitpunkt D; 


gegeben durch 
Libres Gps ous ve Des eg EE) TH er ais 
en DT z | mi 2 
und für den Zeitpunkt 2}, durch 
2e RP ne D 20] (EP ERP SE) 
27 DT + in Ma + Me Da | 
wo p das durch besondere Beobachtung zu bestimmende Dekre- 
mentsverhältnis für eine halbe Schwingung, 


tg p — = Llgnaty, 
Pt, + x 1, + x : 
j. si ms :. RE sieurs M = LL M = TT St. 
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Die Bestimmung von » geschah bei einer besonders langsamen 
Fortrückung der Ruhelage durch Schwingungsbeobachtungen, wo- 
bei die Schwingungen durch äufiere, mit einem geriebenen Hart- 
gammistück hervorgebrachte elektrische Stürungen bewirkt wurde. 
[Warum diese Stôrung nicht auf piëzoelektrische Wege geschehen 
konnte, sieht man weiter unten]. Indem man successive Umkehrs- 
punkte x, x, ... beobachtet, und die Differenzen 


LU = Lt = Mr Ca ds = Ms La Rs = Mas SW. 
setzt, berechnet man 


MT Ms Na TM 


: MT M M À M 

Diese Beobachtung zur Bestimmung von p darf nicht, um 
etwa die Ruhelage festzuhalten, bei zur Erde abgeleiteten beiden 
Quadrantenpaaren geschehen, sondern unter denselben Umständen 
wie bei den Hauptbeobachtungen: p kam bedeutend kleiner heraus, 
wenn die beiden Quadrantenpaare zur Erde abgeleitet sind, als 
wenn eines isoliert ist. Es hing auch von der Kapazität des mit 
dem isolierten Paar verbundenen Systems ab: in früheren Beob- 
achtungen war es durchschnittlich — 0,470 oder 0,480 je nachdem 
die Entfernung der Kondensatorplatten 1 mm oder 2 mm betrug, 
in späteren war es 0,560 resp. 0,573. Es h1g ferner bei dem- 
selben Leitersystem von der Lage der Nadel ab; die Differenz 
war nicht immer dieselbe; sie betrug 0,015 bis 0,03, meistens ca. 
0,02, für 50 em Differenz auf der Skala, welche vom Elcktrometer 
ca. 3,5 m entfernt war, und war kleiner nach der + Seite. Durch 
vorläufige Experimente wurde gefunden, dafi p» linear mit der 
Schwingungsmittellage variierte.  Gleich vor oder nach jeder 
Serie von Beobachtungen wurde » für zwei verschiedene Stellen 
der Skala bestimmt, und seine so gefundenen Werte bei der Be- 
rechnung der Serie benutzt. Diese Berücksichtigung des Unter- 
schiedes in p wurde trotz des in anderen Hinsichten ungenauen 
Charakters der Experimente vorgenommen, um den Verlaut der 
èuhelage müglichst genau zu untersuchen, eimmal weil er sich 
nicht ganz so cinfach erwies, wie zuerst vermutet wurde, dann 
aber, weil es wünschenswert war, zu untersuchen, ob die Ab- 
weichungen der Resultate nicht etwa von der Unsicherheit der 
elektrometrischen Beobachtungs- und Berechnungsmethode her- 
stammten. 

Die Fortbewegung der Ruhelage gleich nach dem Anlegen 
oder Abnehmen des Gewichtes fand keineswegs immer mit gleich- 
mäBiger Geschwindigkeit statt, wie es bei Schwingungen zur Be- 
AD X LE 
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stimmung von p der Fall war, sondern sie rückte zuerst rasch 
dann immer langsamer zurück, d.h. nach der bisherigen Ruhelage 
zu, ebenso, als ob sie sich einer bestimmten Lage (welche sich 
selber auch verhältnismäfig langsam und gleichmäfig fortbewegen 
konnte) asymptotisch näherte. Diese Bewegung, die ich der Kürze 
balber ,parabolisch‘ bezeichnen môchte, trat in einigen Fällen 
sehr stark, in anderen nur ganz wenig auf. Zuweilen hatte es den 
Anschein, als ob die Ruhelage sowohl nach dem Gewichtsanlegen, 
wie auch nach dem Abnehmen ein und derselben mittleren Lage 
sich näherte und im Laufe von einigen Schwingungen dieselbe 
beinahe erreichte. Es lag die Vermutung nahe, daf diese Er- 
scheinung von einer Leitung — jedenfalls über die paraffinierten 
Krystallflächen — käme. Eine unvollkommene Isolierung würde 
natürlich eine der beschriebenen ähnliche Erscheinung zur Folge 
baben, wahrscheinlich aber ohne das Fortrücken der mittleren 
Lage, welche ziemlich konstant an der Stelle bleiben würde, wo 
die erwähnte Leitung und die Erregung durch die Temperatur- 
änderung sich gegenseitig kompensiert hätten. Man konnte in- 
dessen unterscheiden, ob die Erscheinung wirklich von Leitung 
herkam, indem man dem isolierten Systeme nicht durch piëzo- 
elektrische Erregung sondern aus einer äuferen Quelle (etwa mit 
einem geriebenen Hartgummistück) Elektrizität erteilte. Es kamen 
natürlich auch Fälle vor, wo die Isolierung sich wirklich schlecht 
erwies, aber in meisten Fällen blieb bei äuferen Erregungen die 
»parabolische“ Bewegung aus, wie es das Beispiel A, S. 16 aus 
Beobachtungsserie 7 zeigt. Hier haben sich die Ruhelagen zum 
Ende jedes Schwingungsstadiums nicht nur einer gemeinsamen, 
langsam fortrückenden Mittellage genähert, sondern sie sogar über- 
schritten, oder sozusagen sich gekreuzt. Dabei zeigen die gleich 
vorher und nachher vorgenommenen Schwingungsbeobachtungen 
mit Erregung von aufen so gut wie keine Leitung: in der Nähe 
von 20 hat die Ruhelage sich sogar von der Nulllage (49,1) noch 
weiter entfernt. Das alles weist darauf hin, daf die Ursache der 
genannten Bewegung nicht in einer schlechten Isolierung zu suchen 
ist. Dieses Verhalten war manchbmal sehr veränderlich: mit dem- 
selben Krystall, ohne daB man an den Belegungen irgend etwas 
geändert hätte, kam nach einiger Zeit die zweite Differenz von 
£ sehr verschieden heraus wie vorher. 

Indessen scheint die ,parabolische“ Fortrückung ziemlich re- 
duziert werden zu kônnen, wenn man die Paraffinschicht hinter 
den Stanniolbelegungen môglichst entfernt, obwohl sie überhaupt 
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Beisp. A. Umkehr- 


punkte 
x Ë JE Zur Bestimmung von p 
* 44,40 Umkehr- 
36,09 Due FRERE É 
47,20 à + 1,58 59,48 
45,18 47,33 
MAITRE + ,68 41,50 47 94 
ne —— 50,00 47 90 
Da rane 45,86 4713 
EU Ver — 5,33 47,75 
79 Ê 47,07 
42,96 70 — 2,00 46,74 47 00 
rep — 1,08 47,12 
e — 
86 
12,45 
BL GBre À OTBL ET r2 04 : 20,60 
49,95 24,61 20,45 
,90 20,25 
43,00 + 76 21.17 ; 
* 4540 4466 20,05 
5091 19,50 
53,53 5,32 19,87 
) - ns à 
45,59 20,05 
41,79 ; —201 
43,58 1e 
TE DR — 1,05 
; ie = 
69 
38.45 AE + 4.88 
44,67 + 1,64 
: 42,66 
LR IR AE + 61 
DE ——— 


nie eine beträchtliche Dicke, wahbrscheinlich nicht einmal ‘/2 mm 
erreichte. Diese Tatsache scheint auf eine elektrische Nach- 
wirkung in Paraffin hinzudeuten; ganz erklärlich aber ist mir 
die Sache doch nicht geworden. 

Da nun die Fortrückung gleich nach der Druckänderung nicht 
gleichmäBig vor sich ging, so konnte man nicht die oben ange- 
führte Formel benutzen. Es wurde deshalb eine quadratische 
Formel für die Fortrückung angenommen, so da die Schwingungs- 
gleichung 


dx dx ; ELLES t — O0 für den ersten 
me dép ph Ras GED | Umkehrmoment. | 


lautete, und deren Lôüsung ist 


æ= a— CRÉES + sé + (e — SE) +f0+A et cos (Va —Bt+v). 
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“4 c 
Indem man nur bis zu ersten Potenzen von — und aie berück- 


A À 
sichtigt, ergiebt sich für den #ten Umkehrpunkt 
LASER rs an RO f k (- “rene nT 
AŸ== à 2 (2 AE L)+8 L sin p + ae ee 
Au x cs c  4Afsin ) 
PR + Cire pr ( 4 +tp(S—#f828) 


wo p und œ dieselben Bedeutungen haben wie vorher, d. h. 


sing — Bla, p — "89, Aus x, ... x, läBt sich die Ruhelage 
für é = 0 d.h. a folgendermaBen berechnen : — 


Lens p 182,08 lo, 
+{ 1e 2x AS x? Ai 


ebenso aus x, ... x, die Ruhelage zum Zeitpunkt der 5. Um- 
kebhrung 


) sin 2 
ET er =) 4, 


p_\, sn2p 1+3p cos] » 
+ )+ 2x Sr 2) x” AE 


5 PAR mt k _ Pntu 
DT 1+p ? is ne?) nie do) ‘Nas die: 
AE, = E, AE, = Ë,—E, ME, IAE, dE, d'intdé = 1e 


Ich habe auch mit einer Exponentialformel a+c+he* für 
die Fortrückung der Ruhelage gerechnet; sie schien aber, obwohl 
sie eine Konstante mehr in sich hat, nicht besser den beobachteten 
Werten zu entsprechen, so da ich mich für die einfachere qua- 
dratische Formel entschied. Indessen ist es aus der Natur der 
Bewegung selber klar, daB die obige Betrachtung nur dann der 
Wirklichkeit nahe kommen kann, wenn die Abweichung von der 
GleichmäBigkeit, also JE gering ist. Bei grofem ZJ°E wird das 
Resultat zu klein herauskommen, so ergab z.B. die oben ange- 
führte Serie 7 für Z, von II 0,034 (in den weiter unten wieder- 
gegebenen Resultaten in () eingeschlossen, und nicht weiter be- 
rücksichtigt), während eine Wiederholung, wo Æ°EË klein war, da- 
für 0,070 ergab. | 
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Nachdem die Ruhelagen berechnet waren, muften noch Kor- 
rektionen angebracht werden für die Kalibration der Skala. Es 
wurde eine in Skalenzahlen quadratische Formel angenommen : 


À : | 60 cm war der Strich in 
ME be CRUE) | der Mitte der Skala. | 


Wenn 2%,, xæ,, æ_ die Skalenwerte für V = 0, und + V,, ent- 
sprechend einem Normalelement, sind, so gilt für V 


n t,+x_—2x, men 
Me afe ego C0) 


oder, da es nur auf die Differenz ankommt, 


e ” x, +x_—2x, . 
ee cm 


= h+ 


TZ, —x_ 


(x, +x_—100)(x, +x_—2x,) 
(&, — 50) + (60 — x_} | 


den durchschnittlichen Wert eines Skalenteils angibt. Die Kor- 
rektion für x heifit also 


A, +æ_—2%, 


TT, = 50) + (60 — x) 


(x — 50). 


Drei Beobachtungsreihen wurden vorgenommen besonders zu 
dem Zwecke, die Zuverlässigkeit der elektrometrischen Beob- 
achtungs- und Rechnungsmethode zu prüfen; dabei wurde dieselbe 
elektrische Erregung in verschiedenen Skalengebieten gemessen. 
Um die sonst auch benutzte Berechnungsmethode zu zeigen und 
um einige Beispiele für die dabei vorkommenden Grüfen, der 
Fortrückung u. s. w. vorzuführen, mügen Auszüge aus ihnen 
folgen: 
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Beispiel B. 
Condensatorplattendistanz — 2 mm to = 49,25, 2; =:92,6, 0 27=110,6 
p — 0,5604 für x — 83,4 
067400" x "40; Korr. Korr. a,0 Ablen 
=, 0 Je korr. kung 
CR ñn p ë AË AE ()dë (AE Kalib. 
x 34,4 
5975 1318 509 +5 05 
45,9 PTT EU EE OR RC DE ANS Se UE 
ù Bu à 51,2 4 le hlade—.08 HSE 0e SESS 
549 , +,2 L ; ; 
498 ibn à 
+149 95 ) 17,55 
49,85 95.05 
MO LIN SET CARE 
0 142 0876 338 d'os 2 “nl “+l 3415 —,35 33,8 
ae 81600 33,85 Tr 05 —+,05 O0 840 —,35. 53,65 
30,85 +, 1 
67 200 33,95 7” 
"US65  95 45 51,9 )18,1 
61,1 ? Ù +,8 
aT15 13% 0570 52? 95 —106 —,15 O0 65175 O 61,75 
Re OÙ NS GRAS HET 1 0 = 064P20 0 52,6 
9 4,45 52,6 , 
re > 17,6 
ee ea LU 4e 
2005 144 ps7e 550 0 +15 +1 “+05 353 —,3 35,0 
EDR ES 35,0 +,15 +,05 —+,05 35,25 —,3 34,95 
32,0 +,15 
2605 495 35,15 
Se) 17,95 
Fe 25,56 68,15 4 )17, 
LS HOT AD — 16 —-SNE- O ÉD O 52,9 
48,6 ‘So 0670 pra “HE 
56,8 ù RE UT Fr LQis ét it riet 
, 5945 435 54,05 


im Mittel 17,80 


Also 17,80 in der Mittellage der Schwingungen 43. 

LRO RON À 19. 

m7 60, me j x ; 64. 
17,43 », » » ” n 74,5. 


” ” 


In ähnlicher Weise ergab 
dieselbe Erregung 


[£ berechnet man direkt aus den vorhergehenden Kolumnen 
nach der Formel 


p 
ëi TVR £ T+p 


wo », den absoluten Wert von *,,,—x, darstellt, und das Doppel- 
zeichen so zu nehmen ist, daf £, zwischen x, und x,,, kommt.] 
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Beispiel C. (Mit grôüBeren Korrektionen. Abgekürzt). 


Korr. für 
+ Ablen- 
cn ë JE A'E LEON PE UKalib. a, b kung 
58,5 
63,2 
FR Sete re Lee 1 MU 00 gfE 081 l-:26+-69,25 
62,0 +,1 ë 
Ego 0 68,5 
proue LAS ) 16,35 
88,2 ? 11 
To TU NS MENT Ron ÉTsEe 10070 
79,75 ue shot hate 20h10). 76,65 
mod. \ 
16,4 
son REO Sent de 
GROS Les no 5. al 09,10 
D 5 ON P NE ME A 25 #6È6 
QE 
*)64,4 » 16,5 
PTE TOUS SRE 
osé osbL 0 Out dre 186270 1 
On T2 tel T0 à 752 
MAT en > 16,35 
519 006 Lis 
+e 61,55 ? —,8 —,8 —,3 —O,1 58,85 
GG SE HT 4 un CT EU AÉCESTX 
CASE AE ENS M 
* 64,2 : 


‘Im Mittel 16,40 in 69. 

In ähnlicher Weiïse 16,72 in 34. 
16,70 in 32. 

16,27 in 77. 

16,49 in 49. 


Die dritte Versuchsserie ergab 16,18 in 44. 
16,23 in 26. 
15,66 in 80. 
15,96 in 68. 


Eine reguläre Zunahme der Ablenkung nach der negativen 
Seite der Skala hin ist nicht zu verkennen. Wenn man die Ab- 
weichungen der jeder einzelnen Serie angehôrigen Zablen von 
ihrem ungefähren Mittelwert in Bruchteilen des letzteren graphisch 
darstellt, so entsteht das folgende Bild: 


Hu 


® aus der s Serie 


€ 
n < n 


34+ 
Shatenteile = 40 20 20 40 50 60 70. 


Fig. 3. 
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Diese Abhängigkeit der Ablenkung von dem Skalengebiete 
scheint auf die Verschiedenheit der Kapazität des Elektrometers 
je nach der Nadellage hinzuweisen, wie dies sich auch bei der 
Abhängigkeit von » erkennen lieB; der Sinn ist auch derselbe wie 
dort. Zugleich kann man aus der RegelmäBigkeit und der leid- 
lichen Uebereinstimmung im obigen Bild der Ergebnisse der drei 
Serien auf die Zuverlässigkeit der  benutzten elektrometrischen 
Methode schlieBen. 

Es sei noch eine merkwürdig erscheinende Tatsache erwähnt: 
sie ist die, wovon man oben eine Aeuferung in Beispiel B sieht. 
In vielen Fällen waren nämlich die Ablenkungen nach + und nach 
— Seite nicht gleich, d. h. die Abweichung war grôBer, als man sie 
für Becbachtungsfehler halten kôünnte, und zwar waren diejenigen 
nach + fast immer (in 113 Fällen aus 120, Fälle von kleinen 
Differenzen einbegriffen) grüBer als diejenigen nach —, ohne Unter- 
schied, ob sie beim Anlegen oder beim Abnehmen des Gewichtes 
geschahen. Die Differenz erreichte häufig 2°/o und zuweilen auch 
mebr. Wenn man sie etwa einer fremden, beim Druckänderungs- 
verfahren immer in positivem Sinne einwirkenden Ursache zu- 
schreiben will, obwohl dies bei den angewandten Schutzvor- 
richtungen nicht wabrscheinlich ist, so kann man sie in dem 
Mittelwert wenigstens der Hauptsache nach als eliminiert an- 
sehen. 


4) Die Resultate. 


Es wurden 3 Präparate von der Orientierung I, 2 von II, 
2 von III, und eins von IV verfertigt. Während der Behandlung, 
meistens beim Paraffinieren, obgleich da nur mit halbgeschmolzenem 
Paraffin und müglichst vorsichtig operiert wurde, sind bei vielen 
Exemplaren Risse entstanden; daher kamen u. a. alle drei Prä- 
parate der Sorte [1 gar nicht zur regelmäfigen Beobachtung. 
Diese Sorte wurde aber als entbehrlich betrachtet, da die damit 
zu bestimmenden Konstanten 4, «,,, d,, aus den anderen, einmal 
jede alleinstehend (im Falle von (,, und d,, sogar je zweimal) und 
dann in Kombinationen von je zweien, also vorteilhafter als die 
anderen Konstanten, bestimmt werden künnen. Dasselbe Schicksal 
traf III No. 2, während mit II No. 1 und III No. 1 einmal alle 
Beobachtungen und nachher noch Wiederholungen in einigen Lagen, 
mit II No. 2 drei unten mit * bezeichnete, mit IV einmal alle 
drei Beobachtungen vorgenommen wurden. 

Jede Beobachtungsserie, während deren der Krystall in dem- 
selben mit den Bernsteinstücken verkitteten Zustande blieb, bestand 
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aus 4 oder 5 Beobachtungsreihen, je nachdem eine besondere Be- 
stimmung der Kapazität wünschenswert war oder nicht. Die vier 
Bestimmungen bestanden darin, da man einmal die eine Belegung, 
dann die andere mit dem Elektrometer verband, und dann die 
Messungen in um 180° gedrehter Lage des Krystalls wiederholte. 
Die fünfte wurde mit der anderen Kapazität in einer der genann- 
ten vier Lagen gleich vorher oder nachher ausgeführt. Jede von 
diesen Versuchsreihen bestand aus 4 oder 5 Stadien, wo, wie schon 
erwähnt, Schwingungen abwechselnd mit und ohne Druck beob- 
achtet wurden. In jeder Serie wurde p» besonders bestimmt, und 
die drei Ruhelagen x,,x,,x_ mit dem Normalelement (Weston) be- 
obachtet. 

Der Charakter der beobachteten Zahlen und die Rechnungs- 
methode sind dieselben, wie oben unter Beispiel B angeführt. Bei 
kleineren Schwingungsamplituden wurden Zehntel mm der Skala 
ohne Schwierigkeit abgelesen. Die einer Versuchsreihe angehôrigen 
Zahlen standen immer in guter Uebereinstimmung unter einander bis 
auf die schon erwähnten Differenzen (meistens bis zu 2°/o) zwischen 
den positiven und negativen Erregungen. 

Die vier Zahlen, die aus den vier derselben Serie angehôrigen 
Versuchsreihen (mit derselben Kapazität) gefunden wurden, die 
also einzeln mit den Fehlern wegen der Exzentrizität der Druck- 
resultante u. s. w. behaftet sein konnten, deren Mittelwerte aber 
davon frei sein dürften, wichen von einander mitunter erheblich 
ab, wie es die folgenden Beispiele zeigen: — 


+ 6,83 | — 2,64 — 24,96 | — 15,16 

3 — 6,50 ' +2,21 ; + 24,36 , + 15,07 
Serie 1 +708 Serie 2 __ 3,35 Serie 6 + 95.05 Serie 17 13:73 
— 6,66 + 2,54 — 24,67 +18,71 


Die Vorzeichen sind dabei diejenigen der Erregung beim Druck- 
anlegen. 

Aus diesen und ähnlichen Zahlen ergaben sich die Erregungen 
in E. S. E. pro qem, für den Druck 1 kg pro qem: 


im Mittel 


IL. He = nid) — _0,0088, —0,00815, —0,0070 — —0,0080 
%: = da) — _0,0218, —0,0149 SOON 
V2 


1 c ‘ 
[= gd] — 0100, +012 = 0113 


IV. 
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2|- s« | L'Diiepnet — 0,122 
H, = - - RE (a+ du +d)]= 0128, _0,147*, —0,1438* —-0,1385 
7 = à 1 pro —-0124, 0118, —0152* —-0,1316 
Z, = - : “ (+ dus — dd] = (0,084), 0,070 = 0,070 
H|= - : "a trnedticnes )| — 00806, 0,087 — 0054 
x = : ou du + de, + | = 0,1474 

Z|= - = ou Gui + dns + du) = _0,1146 

% = 5 nE Agde )| — _0,0704, —0,074 — —0,072 

7 = - : . CRE )| — 0,087 

H,|= É das = 0,177 

H, = — + dal — 01672, 0193— 0,180 

5, = Vel — 00314 

z,|= = dal — —0,0487 

Zl= 5 (+ du+d)] = 00608 

Zn E 5 Gutdu= d)| — —0,0234 

Ze É 3 CA — _0,0647. 


Die in [] eingeklammerten Ausdrücke geben die theoretischen 
Werte der respektiven Erregungen bei der Abwesenheit der Orien- 
tierungsfehler der Würfelflächen an. Ein Urteil über den Genauig- 
keits- oder vielmehr Ungenauigkeitsgrad der Beobachtungen kann 
man sich bilden durch Vergleichung der Zahlen, die derselben Lage 
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desselben Präparates entsprechen, also — 0,0088, 0,00815, 0,0070; 
0,0218, 0,0149; 0,100, 0,125; 0,114, 0,131; 0,147, 0,1435; 0,124, 
0,1185; 0,0506, 0,057; 0,0704, 0,074; 0,1672, 0,193. Die Ab- 
weichungen betragen, mit Ausnahme eines einzigen Falles, ca. 10 
bis 20°/o. Dieser Prozentsatz wird also als maBgebend für den 
ungefähren Genauigkeitsgrad gelten künnen. Was die mügliche 
Ursache dieser Ungenauigkeit angeht, so kann sie nicht in der 
elektrometrischen Beobachtungsmethode liegen, welche, wie oben 
ausführlich erwähnt, eine Zuverlässigkeit bis zu einem Bruchteil 
eines Prozentes haben dürfte. Fehler aus verschiedenen anderen 
Quellen sind durch die Wiederholungen in geänderten Lagen aus 
dem Mittelwert, wenigstens dem Hauptteile nach, eliminirt worden. 
Es bleibt nur der Einfluf der Ungleichmäfigkeit des Druckes 
übrig, welche bei jeder neuen Paraffinkittung eine andere sein 
konnte; in der Tat sind die obigen, ein und dieselbe Lage des 
Krystalls bezüglichen Zahlen jedesmal nach erneuter Paraffinkittung 
ermittelt worden. Wenn man die Beobachtung mit derselben 
Kittung wiederholt hätte, so hätte man lauter sehr gut überein- 
stimmende Werte bekommen, wie es die zu einer Versuchsreihe 
gehôrigen Zahlen tun. 

Was die Abweïichungen der Zahlen, die bei II und III paar- 
weise neben denselben eingeklammerten Ausdrücken stehen, 
angeht, so rühren sie teils von der allgemeïinen, oben angeführten 
Ungenauiskeit, teils aber von den Orientierungsfehlern der Flächen 
der Präparate her. So wurden im besonderen H£ und Zg von II 
wegen ihrer auffallend grofien Differenz, sorgfältig wiederholt 
beobachtet, und die Verschiedenheïit hat sich bestätigt. Will man 
diese Differenz mit den Orientierungsfehlern erklären, so hat man 
zu setzen 


1 
Hg — -D! di — du 2 = dy | 
Ë V2 q w Ps + w Ass Pat 
1 
= — D di” AS 24h FR Use k 
2 Ke 5 TO = k 


Da nun von den hierin vorkommenden Konstanten d,, bedeutend 
grüBer als die anderen ist, so wird die genannte Erklärung haupt- 


sächlich in den Gliedern Æ d?, zu suchen sein. Die Differenz ist 


He—Zg — 0,0104 — — V2 4,,.p, = —0,505p,. 


Danach wäre p, — —0,02; also, eine Abweiïichung von ca. 1° in 
der Orientierung genügt schon, den grofen Unterschied zwischen 
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Hg — —0,0080 und Z; — —0,0184 zu erklären. Diese Ansicht 
findet auch dem Sinne und der Grôfenordnung nach eine Bestätigung 
in der Beobachtung von #, welches theoretisch = — (4, +d,,)p, 
— —0,8p, für D — 1 ist, und welches — +0,003 beobachtet 
wurde. Nach diesem wäre p, — — 0,01. 

Der verhältnismäfig grofe Unterschied zwischen den beiden 
Werten für Z4 desselben Präparates scheint sich auch in derselben 
Weise erklären zu lassen: eine kleine Abweichung vom Parallelismus 
der gekitteten Flächen (£-Fliche des Krystalls und der Fläche 
des unteren Bernsteinstückes), namentlich in der Richtung der 


Symmetrieaxe, verursacht, wegen des grofen Koeffizienten _ de 


eine verhältnismäfig grofe Abweichung in dem beobachteten Z4. 


Eine äbnliche Betrachtung kann man über #, und Z, von III 
(Beobachtungen zur Ermittelung von 4.) anstellen, wo d,, ihre 
absoluten Werte in entgegengesetzten Richtungen beeinfluft. 

Die von Herrn Voigt aufgestellte Theorie ruht einzig und 
allein auf den Symmetrieeigenschaften der Krystalle, folglich ist 
an ihrer Richtigkeit nicht zu zweifeln und die geringe Ueberein- 
stimmung nicht gegen sie zu verwerten. In der Tat wurden auch 
in den Lagen, wo nach der Theorie keine elektrische Erregung 
vorhanden sein sollte, nur ganz kleine Erregungen beobachtet, 
welche von verschiedenen Nebenumständen hervorgebracht werden 
konnten. 

Indem man im 2. Teil angedeutete Berechnung ausführt, erhält 
man 


Aus Il 0 = OOIBT UN, = 20,290, d,—= 0279 dde 010 
aus III dS = 0,0667, d,, =.—0,867; d, = 0,207, d,, +4, = 0,0% 
aus IV d,, — 0,0647, d,,—  0,0374, d,,+d,, — 0,0842. 

Um aus den auf d,, d,, d,, bezüglichen sechs Beobachtungs- 
gleichungen ihre besten Werte zu bekommen, habe ich den wahr- 
scheinlichen Fehler jedes einzelnen, direkt von der Beobachtung 
abgelciteten Wertes als diesem selbst proportional angenommen, 
was wenigstens in Anbetracht der unsicheren ,parabolischen“ 
Fortrückung der Ruhelage seine Rechtfertigung finden dürfte, 
und bin zu folgendem Endresultat gelangt: — 

DO 0TOZ; d, — — 0,235, tue 0277 


14 


die 190888 mit 0:20 DUT PS teN0 AB TS 


24 


d, — 0,0683, dy — 0,0374. 
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Um die ganze piëzoelektrische Wirkung zu veranschaulichen, 
kann man die Konstanten nach den im Eingang gegebenen Formeln 
für À, B, C in drei Gruppen teilen: 

1) d,, allein, was keine weitere Erklärung erfordert. 

2) di, dyyy dy Für diese Gruppe denke man sich einen 
Würfel, dessen Belegungsflächen - zur Symmetrieaxe liegen, und 
dessen zu den erstern senkrechte Druckflächen mit der Spaltfläche 
einen varlerenden Winkel @ machen môügen. Die Erregung pro 


Druckeinheit 


_ ist am analogen Pol 
cm 


C = —(d,, cos” o + d,, sin” p + d,, Sin y cos y) 
— — 0,0388 + 0,0271 cos (2p + 44°). 


— C varïüert also umgekehrt wie das Quadrat des in der Richtung 
æ gezogenen Radius Vektors der Ellipse d,, 2° + du Y + day — 
const. Extreme Werte von — C sind 


— C, = 0,0177 für y, — —22°, 
und 
— C, = 0,0659 für y, = + 68°, 


Uebrigens ist — C als Funktion von y in Fig. 4 wiedergegeben. 
Der punktierte Kreis stellt zum Vergleich die Erregung —C dar, 
die der parallel der Symmetrieaxe wirkende Druck 1 hervorbringt. 


Fig. 4. 


3) di don dis das Für diese Gruppe denke man sich einen 
geraden Zylinder parallel der Symmetricaxe, an dessen Endflächen 
tangentiale entgegengesetzt gerichtete gleichmäfige Kräfte je 


von 1kg pro qem, und zwar an die analoge Fläche in einer gegen 
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Spaltflächennormale unter q geneigten Richtung wirken mügen. 

An seine Mantelfläche sind dabei die für das Gleichgewicht not- 

wendigen Tangentialkräfte in passender Verteilung anzubringen, 

um den Krystall in homogene Spannung zu versetzen. Dann ist 
Y, = sw, X, = cosy, 


und A = d,,sing+d,,coso, 
B = d,,sin y +d4,,cos y. 


Die resultante Erregung hat die GrôBe 
R = Ÿ (di + des) sin” ® de (dé RE es) cos” gp h 2 (d, di “ 1.2 ds) sin 7 cos ( 
und schlieft mit x den Winkel y ein, wo 


du TS P + ds 
d., tg p RE d,; 


R und # sind mit einander verknüpft durch die Beziehung 


toy — ist. 


Re (@,+ 42.) cost #+(d,+di,)sin'#—2(4,d,,+ d,d,)sinv cos ÿ} = 
wo À = d,,d,,—d,,d,, ist. 


15 ” 24 
Während also die konstanten Tangentialkräfte alle môglichen 
Richtungen annehmen, wird der Vektor, der die elektrische Erre- 
gung darstellt, eine Ellipse beschreiben, wie es Fig. 5 darstellt. 


Die extremen Werte von À sind gegeben durch 


R(EEVE 42) = 24, wo 2 für di+di,+d,+d;, steht. 


fäche 
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Da 4 — 0,0065 sebr klein gegen Z ist, wird 


ve L] 
Re Ce loonl Fe — OUIIS 


2) 
Die entsprechenden Werte von Ÿ sind gegeben durch 
te2y be. — 2(d,,d,, + d,,d,,) =.” 4,48 Ea tg 77° 26. 


Le <a di PE dis A di 
Also wird 
Ymax = — 51° 20", Ymin —= 38°40, 


wo die Indices das Maximum resp. Minimum von R bedeuten. 
Die entsprechenden Werte von @ werden gegeben durch 
2(d,.4,, + d,,d,.) 
t 2 = 14 15 34 "25 3. 
ces dis + dus — dis — du 
Da nun die Konstanten d,, und d,, einander gleich sind, so 
folgt tg2p — —tg2#, und 


Panx-—— 3840" Paint — 12840" 


weil dp und dy entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

DaB Roi sehr klein gegen Rx ist, ist sehr bemerkenswert. Man 
kann sagen: die elektrische Erregung findet merklich in ein und 
derselben Richtung statt, die durch y», gegeben wird. Das wäre 
genau der Fall, wenn 4 — 0 wäre. Durch diese Annahme kann 
man wenigstens ein anschauliches Annäherungsbild bekommen. Es 
wird nämlich unter dieser Annahme 


tg y — sü = TA d.h. y — —52°10", — 50°0" 
— —b1°5" im Mittel, 
in naher Uebereinstimmung mit dem obigen Ymar: 


Ferner wird 
R — Vd!,+ di}, cos p — Vd?,+ di, sin — 0,581 cos (p + 38°55’), 


d. b.: Von den Tangentialkräften bringen die Komponenten parallel 
der Linie g — —38°55’ allein eine Wirkung hervor, und zwar 
eine proportionale Erregung in einer andern aber ebenfalls be- 
stimmten Richtung, welche mit der x-Axe den komplementären 
Winkel —51°5 nach derselben Seite bildet. Das —Zeichen be- 
deutet dabei eine Drehung im Sinne eines Uhrzeigers mit nach 
dem analogen Pol zugekehrtem Zifferblatt. — 


Für die longitudinale Erregung, d.h. für das elek- 
trische Moment in der Richtung des erregenden gleichmäfigen 
Kgl. Ges. d. Wiss. -Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1905. Heft 2, 1 
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Druckes, welcher die Intensität 1 haben mag, gilt, indem man in 
dem am Eingang angegebenen Ausdrucke für B., «, für 8, schreibt, 


— À, = ds! (ds, + dis) + (dus + dus) 23 + (di + dus + dus) dt ds + des 03) 
oder, wenn man die Werte für die 4, und «, — sin® cosy, 
a, —= sin#sinp, «, —= cos setzt, 

— À, = 0,0633 ner ip 90,254 — 0,279 sin (2 p+4°)}. 
Man denke sich eine gekrümmte Fläche, deren Radius-Vektor 


— —A,ist. Ihre Schnittkurve durch go = const. hat die Gestalt 


r —= (a+bsin'#) cos ?, 


wo a = const = 0,0633 und b von 0,533 für g — —47° bis 
— 0,026 für = 48° variiert. Die Fläche ist übrigens symmetrisch 
in Bezug auf diese beiden Meridianebenen. 

r erreicht sein Maximum 


è 
PRET für cos... — Ve = 


TT 


r, — 0,243, und 9, — 525 für b = 0,533 d.h. für g — —47°; 
sie nehmen beide stetig ab mit abnehmendem b, bis schlieBlich 


r, = a, 9, = 0 für b — _. d. h. für g — 245 wird. 
Der hôchste Punkt (r,,9,) der Schnittkurve wird gegeben 


durch cos29, — + und 7,cos ®, — nee r,cos #, —= 0,167 und 
9, — 41,5 für b — 0,533 (g — —47°); sie nehmen stetig ab mit. 


abnehmendem b, bis r, — a, 9, — O0 für b — a, d.h. o — 19°. 

Die Projektion der Fläche auf die zur Symmetrieachse senk- 
rechte Ebene läft sich nicht einfach ermitteln. Da rsin®9 — Max. 
für gegen a grofie b bei 8 — 60°, für b — O bei 8 — 4b° statt- 
findet, und da in dieser Nähe rsin® nur wenig mit # variiert, 
so bekommt man die ungefähre Form der Projektion, indem man 
# — const — etwa 5° setzt. Dann wird 


— A,8in9 — 0,110 — 0,088 sin (2 y + 4°). 


Somit wird die das erregte negative Moment darstellende Fläche 
folgendermafen aussehen: 
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a. 
Der analoge Pol vorn. 
b. 
Anal. Pol. AT 
AË ; 
dE : 
un 


achse 


Schnittkurve 
Re AA, durch BB. 
ge = R ç = 439, 


Fig. 6. 
Die Krümmung der Meridiankurve am oberen Mittelpunkt wechselt 
ihr Vorzeichen bei CC, CC (p = 19°,5 resp. 66°,5). 

Die grôBte longitudinale Erregung ist —0,243 und findet statt 
in der Richtung o — —47°, 8 — 52°,5, wo # von der nach dem 
analogen Pol hin gezogenen Symmetrieaxe gerechnet ist. 

Was die transversale Erregung angeht, so erreicht sie im 
Maximum dieselbe GrüBenordnung, wie die longitudinale, fällt 


aber etwas kleiner aus als diese. Denn die Konstanten d,,,d,,, 4, 4 


bewirken für die Druckrichtung (y, #) unter der Annahme se — 


15 


d 
te — —tg (4 — 38°55) und d,, — d,, ein Moment 
k = dis 28 cos (+1) 
_ ic UPS AAC. 


in der Aequatorialebene in der Richtung g — 90°+24. Man kann 
dabei, ohne die Allgemeinheit zu verlieren, nur den Bereich 
O<8< 90, —90° < p+1<90 ins Auge fassen, wofür  po- 
sitiv ausfäll4. Die anderen Konstanten bewirken eine Erregung 
P in der —Z-Richtung nach dem neben Fig. 4 Gesagten, nur mit 
Multiplikation der auf d,, bezüglichen mit cos’ & und der auf die 
anderen d bezüglichen mit sin*#. Für die der grôBten trans- 
versalen Erregung entsprechende Druckrichtung, welche, in An- 
betracht des groBen d,, gegen die anderen d nur in der Nähe der 
dem grüften KR entsprechenden Richtung, d.h. in der Nähe von 
# — 45°, o — —2À zu suchen ist, wirkt das Moment P teilweise 
zerstôrend auf das Aequatorialmoment À, wenn man die trans- 
127 
07 1 EE 


158 T. Tamaru, Bestimmung der piézoelektrischen Konstanten etc. 


versale Erregung (in der Ebene von À und der Druckrichtung) 
in Betracht zieht, während für die longitudinale Erregung die 
beiden in demselben Sinne wirken. 


Ich benutze diese Gelegenheit, Herrn Prof. Voigt, unter 
dessen Anregung, wie gesagt, die vorgehende Untersuchung unter- 
nommen wurde, meinen aufrichtigen Dank auszudrücken für seine 
wertvollen Ratschläge und für sein freundliches Entgegenkommen, 
womit er mir die verschiedenen Apparate zur Verfügung stellte. 


Gôttingen, Februar 1905. 


{1# 


Zur Variationsrechnung. 
Von 


David Hilbert. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Februar 1905. 


Die Frage nach der Notwendigkeit des Lagrangeschen Krite- 
riums d.h. des Bestehens der durch das Verschwinden der ersten 
Variation bedingten Differentialgleichungen ist insbesondere von 
A. Mayer’) und À. Kneser?) behandelt worden. Ich môchte hier 
einen strengen und zugleich übersichtlichen Weg angeben, der zu 
dem gewünschten Nachweise für die Notwendigkeit des Lagrange- 
schen Kriteriums führt. 

Der Einfachheit halber nehme ich überall in der vorliegenden 
Mitteilung die gegebenen Funktionen und Differentialbeziehungen 
analytisch an, wodurch zugleich der analytische Charakter der zur 
Verwendung kommenden Lôüsungen gewährleistet ist. 

Wir wählen ferner der angenehmeren Darstellung wegen — 
die Allgemeinheit der Methode wird dadurch nicht beeinträchtigt — 
den Fall dreier gesuchter Funktionen y(x), z(x), s(x) der unabhän- 
gigen Veränderlichen x; zwischen ihnen und ihren ersten nach x 
genommenen Ableitungen 


re, ete r, ds _ , 
Mo ye, ere, À = 
seien zwei Bedingungen von der Form 


() CE z!, CE Y 5; x) = 0, 
g(y', 2, s', y, 2, 8; &) = 0 


1) Math. Ann. Bd. 26. 

2) Lebrbuch der Variationsrechnung, Braunschweig 1900 $ 56—6$ 58. Da- 
selbst ist jedenfalls zuerst das Problem und seine Lôsung in voller Allgemeinheit 
formulirt und in Angriff genommen worden. 
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vorgelegt. Alsdann kommt es darauf an, den folgenden Satz zu 
beweisen : 

Es mügen y(x), z(x), s(x) drei besondere den Bedingungen (1) 
genügende Funktionen von folgender Beschaffenheit bezeichnen: 
für alle zwischen x — a, und x — a, liegenden Werte von x falle 


SA 2 
0y' ? 02! 

ï % 4 |T° 
Ôy' ? d£! 


aus; wählen wir irgend drei andere ebenfalls den Bedingungen (1) 
genügende Funktionen Y(x), Z(x), S(x), für die 


Y(a,) = y(a;) 

Z(a;) = z(a;), Z(a;) Er z(a,) 

S(a,) — s(a,), S(a;) = $(a,), 
gilt, so sei — vorausgesetzt, daB die Funktionen Y(x), Z(x), S(x) 
nebst ihren Ableitungen bez. von jenen besonderen Funktionen 


y(x), #(x), s(x) und deren Ableitungen hinreichend wenig ver- 
schieden sind — stets 


(3) Y(a,) Z y(a,); 


ist diese Minimalforderung erfüllt, so gibt es notwendig zwei Funk- 
tionen A(x), u(x), die nicht beide identisch für alle x verschwinden und 
die zusammen mit den Funktionen y(x), z(x), s(x) die aus dem Null- 
selzen der ersten Variation des Integrals 


ds 
[ [Ag 2, s'y, 2,5; x)+ug(y', 2’, 5", y, 2,8; x)} dx 


4 


entspringenden Layrangeschen Differentialyleichungen 


d__ O(Af+ug)  O(f+ug) _ 
(4) dx CLS 0y es 
ù d__Ô(4f+ug) O(f+ug) _ 
6) I (ue dd 
d'O(f+ug)  G(f+ug) 
Een de NeNe Co No db 
erfüllen. 


Um den Nachweiïs dieses Satzes zu führen, nehmen wir irgend 
zwei bestimmte Funktionen 0, (x), 6, (x), die für x — a, und x = a, 
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verschwinden, und setzen in (1) an Stelle von y, #, s bez. 

< GE Y(z, Er ë,) 

Z' = Z(à, Eu £s), 

S = s(x)+8, o,(x) +6, 0, (x) 
ein, wo &,, &, zwei Parameter bedeuten. Die so entstehenden Glei- 
chungen: 


UE RSS 2,5; x) —— 0, 


(7) 
g(X, 7,85", Y, 2,8; x) = 0 


fassen wir als ein System von zwei Differentialgleichungen zur 
Bestimmung der zwei Funktionen Y, Z auf. Wie die Theorie der 
Differentialgleichungen lehrt !), giebt es wegen der Voraussetzung (2) 
für genügend kleine Werte von &,,e, gewiB ein System zweier 
jene Gleichungen identisch in x, #,,e, erfüllenden Funktionen 


Y(x, s,, e,) und Z(z, £; &,), 


die für &, — 0, &, — 0 bez. in y(x), z(x) übergehen und ferner für 
æ — a, bei beliebigen &,, &, bez. die Werte y(a,), z(a,) annehmen. 

Da wegen unserer Minimumsforderung (3) Y(a,, s,, 6,) als 
Funktion von &,,e, gewiB für &, — 0, &, — O ein Minimum haben 
muB, während zwischen &,,e, die Gleichung 


Z{(a,, €) €) SE 2 (a) 


besteht, so lehrt die Theorie des relativen Minimums einer Funk- 
tion zweier Veränderlicher, daB es notwendig zwei Konstante 
l,m geben mu, die nicht beide Null sind, und für welche 


o(Y(a,, Es €) + mZ(a,, £;; e,)) = 0 
| de | = 0 


eue En 44) + 2 2 =#Q 


de, 


1 


(8) 


wird, wobei jedesmal der Index O bedeutet, daB beide Parameter : 
6, &, null zu setzen sind. 

Wir bestimmen nunmehr, was wegen (2) gewiB môglich ist, 
zwei Funktionen 4(x),u(x) der Veränderlichen x, die den beiden 
für sie linearen, homogenen Differentialgleichungen (4), (6) genügen 
und für die an der Stelle x — a, die Randbedingungen 


1) Vgl. É. Picard, Traité d'Analyse t. III, Ch. VII 


(10) 
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SA BaUD di 
se nn A à 
@) Me 
[et 88) | diese 
02 La 
gelten. Da !, » nicht beide null sind, so verschwinden auch die 


beiden so bestimmten Funktionen (x), w(x) gewiB ebenfalls nicht 
identisch. 

Durch Differentiation der Gleichungen (7) nach s,,s, und nach- 
heriges Nullsetzen dieser beiden Parameter erhalten wir die 
Gleichungen 


ôY'| of RE] SE + [ET LA Ë Z] 
Fe DRE de, | dy * Lôe, |, 07 * le, |, oz 
ôf of 
Ho AT Pr @ 
ôY'| ôg FE 0g El EL 
Pare + [Ge al y 0e, |, 02 de, |, 02 
LC ON 
ES a 4 Dre sé 
ôY'] of . TOY] of ee of mA of 
LE Er ss 0e, | où ôe, ], 04 
ôf A is 
+ Oro fs GET 0 
Ée ôg E Ôg SE] Ôg HE] Ôg 
CEA la + 0e, | Ôy di de, |, 02! de, |, 0 
+0, tue . = 0, 


wobei wiederum jedesmal der Index O bedeutet, daB beide Para- 
meter &,, €, null zu setzen sind. Von diesen Gleichungen werden 
einerseits die erste und zweite bez. mit 4,w multiplizirt, die ent- 
stehenden Gleichungen addirt und dann zwischen den Grenzen 
x = 4, & = à, integrirt; andererseits werden die dritte und vierte 
Gleichung bez. mit À,w multiplizirt und die entstehenden Glei- 


chungen addirt und dann zwischen den Grenzen æ — a, und 
x = a, integrirt. Dadurch erbalten wir 
1 O(Af + ug) Es + SGT+ ug) = Ô (4f + u9) 2] 
à Ôy' de 0y Ôe, |, Ôz' 6, L 
1 
0 (Af + 0Z 0 (Af + Ô (Af + 
+ PE tone c+ Le a, ke = 0, 
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(pet fes d(Af + ug) kr 4 OG+wg) Ar 
0y' de Ôy CE 02" CE 


(10) d(Af+ug) [8Z1 , O(f+u) , oG+ 
RE 


Nun haben wir einerseits wegen der nee Bestimmungen 
Y(a,, € &,6) — y(a;), Z(a, 8, 8) — z(a,) 
und daher für die Stelle x — a, 


oY 0Z 
= 0 Hél= 0 


oY 0Z 
ee [= 0, É |= 9: 


andererseits entnehmen wir aus den Gleichungen (8) und (9) für 
die Stelle x — a, 


(4f + ug) És + SAF+ wa) HE] = 0, 


CA 


ôy' 06, |, 0z' 
O(4f + ug) ÈS + SU + u9) [57] 20 
0y' de, L 02’ CE ; 


Mit Rücksicht hierauf folgen aus (10) und vermôge (4), (b) 
mittelst der Formel für die Integration eines Produktes (partieller 
Integration) die Gleichungen: 


[EEE PC in a.}az 0 


ôs' ôs 
{[0(4f+ug) ,, O(f+ug) | 
] SR 1 


Setzen wir zur Abkürzung 


4 {a(1 0 (1 
ao = [LUE à + SPH ED ol 


so kônnen wir das eben erhaltene Resultat wie folgt aussprechen: 
Für irgend zwei in x = a, und x = a, verschwindende 
Funktionen 6,, 6, giebt es stets ein nicht identisch 


verschwindendes Lôsungssystem 4, uw der Differen- 
tialgleichungen (4),(6), so daf 


(4u, 6) = 0 und (4, 6,) = 0 
pasfällt. 
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Nehmen wir nun an, es gäbe für dieses Lôsungssystem 4,u 
eine Funktion 6,, so daB die Ungleichung 


(11) (Au, (A) + 0 


stattfindet, so bilden wir DEC ein nicht identisch verschwin- 
dendes Lôsungssystem 1', u’ der DRFsrntasRentEen (4), (6), 
so daf 


(2) Qu’, 9) = 0 


ausfällt. Nehmen wir wiederum an, es gäbe eine Funktion 6,, 
für die die Ungleichung 


(13) Q'u',o,) + 0 


stattfindet, so kônnen wir unser voriges Resultat auf die Funktionen 
6, 6, anwenden und erkennen daraus die Existenz eines Lôsungs- 
systemes 4”, w” von (4), (b), derart daB die Gleichungen 


(14) ('u", 9) = 0, 
(15) ('u",9,) = 0 


stattfinden. Da 1,u; L',u'; 4”,u” Lüsungen eines Systems zweier 
homogener linearer Differentialgleichungen erster Ordnung sind, 
so müssen zwischen ihñen zwei homogene lineare Relationen von 
der Gestalt 

aa + a'1'+ a" = O0, 

au+uu'+au" = 0 


bestehen, wo a, a',a” Konstante bedeuten, die nicht sämtlich null 
sind. Aus (11), ont würde dann aber notwendig a — 0 und 
sodann aus (13), (15) a! — O0, folgen, was nicht HOBLER ist, da ja 
nunmehr a” + O ist und das Lôüsungssystem 4”,u” nicht identisch 
in æ verschwindet. 

Unsere Annahmen sind daher co und wir schliefen 
daraus, daB entweder À,u oder 1',u' ein solches System von Lü- 
sungen von (4), (5) ist, daB die betreffende Integralbeziehung 


(Au, 6) = 0 bez. (d'u', 0) — 0 


für jede Funktion 6 gilt. Die Anwendung der Produktintegration 
(partielle Integration) auf diese Beziehung zeigt dann, da für das 
Lôsungssystem 1,u bez. l',u' notwendig die Gleichung (6) gelten 
mu und damit ist der gewünschte Nachweiïs vollständig erbracht, 
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In meinem Vortrage!) ,Mathematische Probleme“ habe ich zur 
Aufstellung der weiteren notwendigen und hinreichenden Kriterien 
in der Variationsrechnung folgende Methode angegeben: 

Es handle sich um das einfachste Problem der Variations- 
rechnung, nämlich das Problem, eine Funktion y der Veränderlichen 
x derart zu finden, da8 das Integral 


= [ rv s d. = 
Tr s y',y; &) T, y =. 


einen Minimalwert erhält im Vergleich zu denjenigen Werten, die 
das Integral annimmt, wenn wir statt y (x) andere Funktionen von 
x mit den nämlichen gegebenen Anfangs- und Endwerten in das 
Integral einsetzen. 

Wir betrachten nun das Integral 


b 
J* = f [F+(y —p)F,} dx 


2 


0F(p, y: 
LE = Fi: 2) QE = aie) 


und fragen, wie darin p als Funktion von x, y zu nehmen ist, damit 
der Wert dieses Integrals J* von dem Integrationswege in der 
xy-Ebene, d.h. von der Wahl der Funktion y der Variabeln x 
unabhängig wird. Die Antwort ist: man nehme irgend eine ein- 
parametrige Schar von Integralkurven der Lagrangeschen Diffe- 
rentialgleichung 


497 
ôy" ÔoF 
Tandeéoy bar 0, [F = F(y,y; »)] 


und bestimme in jedem Punkte x,y den Wert der Ableitung y 
der durch diesen Punkt gehenden Kurve der Schaar. Der Wert 
dieser Ableitung y' ist eine Funktion p(x,y) von der verlangten 
Beschaffenheit. 

Aus diesem ,Unabhängigkeitssatze“ folgen nicht nur unmittel- 
bar die bekannten Kriterien für das Eintreten des Minimums, 
sondern auch alle wesentlichen Tatsachen der Jacobi-Hamiltonschen 
Theorie des zugehôürigen Integrationsproblems. 

Für den Fall mehrerer Funktionen hat A. Mayer”) den ent- 
sprechenden Satz durch Rechnung bewiesen und seinen Zusammen- 

1) Gehalten auf dem internationalen Mathematiker-KongreB zu Paris 1900. 

2) Math. Ann. Bd. 58. 
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hang mit der Jacobi-Hamiltonschen Theorie dargelegt. Im folgenden 
môchte ich zeigen, da der Unabhängigkeïtssatz noch einer allge- 
meineren Fassung fähig ist und auch ohne Aufwand von Rechnung, 
nämlich durch Zurückführung auf den soeben angegebenen und in 
meinem Vortrag erledigten Spezialfall sehr einfach bewiesen werden 
kann. 

Der leichteren Faflichkeit wegen lege ich nur zwei Funktionen 
y(x), z(x) zu Grunde; das Variationsproblem bestehe darin, diese 
so zu wählen, daB das Integral 


b 
J Eh F(y',2,y,2; x) dx, Lo <a "1 a = _ 
einen Minimalwert erhält im Vergleich zu denjenigen Werten, die 
das Integral annimmt, wenn wir statt y(x), (x) andere Funktionen 
von æ mit den nämlichen gegebenen Anfangs- und Endwerten ein- 
setzen. 
Wir betrachten nun das Integral 


b 
J* — n LF+(y —p)F,+(2 —0)#,} dx 


F— F(p,9,y,2; 2), F,— MEL a) re mere 
und fragen, wie darin p,q als Funktionen von x,y,2 gu nehmen 
sind, damit der Wert dieses Integrals J* von dem Integrationswege im 
xyz-Raume, d. h. von der Wahl der Funltionen y(x), z(x) unab- 
hängig wird. 

Um diese Frage zu beantworten, wählen wir im xyz-Raume 
eine beliebige Fläche T(x,y,z) — 0 und denken uns auf derselben 
die Funktionen p,gq derart bestimmt, daf das Integral J*, wenn 
wir dasselbe zwischen zwei Punkten der Fläche T1 — O über 
irgend eine auf 7 = 0 gelegene Kurve erstrecken, einen von 
der Wahl dieser Kurve unabhängigen Wert erhält. Alsdann kon- 
struiren wir durch jeden Punkt P der Fläche T — O0 diejenige 
im xyz-Raume gelegene Integralkurve der Lagrangeschen Glei- 
chungen 


LE 
‘ôy ÔF 
0. 
dx Ôy +4 
oF CF = F(y',2",y,2; x)] 
À 
_0z ds 0, 
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für welche in jenem Punkte P 


(16) Y =?, # =0Q 


wird, so daf auf diese Weise eine zweiparametrige, ein räumliches 
Feld erfüllende Schar von Integralkurven entsteht. Wir denken 
uns nun für jeden Punkt x,y,z dieses Feldes die hindurchgehende 
Integralkurve der Schar bestimmt. Die Werte der Ableitungen y', 2! 
in jenem Punkte x,y,z sind dann Funktionen p(x, y, 2), g(x,y,2) von 
der verlangten Beschaffenheit. 

Um diese Behauptung zu beweisen, verbinden wir einen be- 
stimmten Punkt À der Fläche T — 0 mit einem beliebigen Punkte 
Q des räumlichen Feldes mittelst irgend eines Weges w; durch 
jeden Punkt dieses Weges w denken wir uns die Integralkurve 
unserer zweiparametrigen Schar gelegt: die so entstehende ein- 
parametrige Schar von Integralkurven werde durch die Glei- 
chungen 


(17) y = V(x, à), 

& — (x, a) 
dargestellt. Diejenigen Punkte der Fläche T — 0, von denen diese 
Integralkurven (17) ausgehen, bilden ihrerseits auf der Fläche 
— 0 einen Weg w,, der vom Punkte À bis zu demjenigen 


Punkte P auf 7  — O0 führt, von dem die durch Q laufende Inte- 
gralkurve der Schar ausgeht. 


Durch die einparametrige Kurvenschar (17) wird eine Fläche 
erzeugt, deren Gleichung 


(18) 2 = [(&,y) 


man erhält, wenn man aus den zwei Gleichungen (17) den Para- 
meter « eliminirt. 
Führen wir nun in } an Stelle von z die Funktion f(x, y) ein 
und setzen 
7119 ô 
F(y, + Sun fe z) = (y, y; x) 


so ist für jede auf der Fläche (18) gelegene Kurve 


b b 
1 F(y", 2',Y%; x) 4x = 1! © (y', Y) æ)dx 
a a 
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und folglich verschwindet in der xy-Ebene für jede Kurve der 
Schar 


(19) y = v(x,0) 


gewiB auch die erste Variation des Integrales 


b 
(20) J D(y', y, x) dx 


d.h. die Kurvenschaar (19) in der xy-Ebene ist eine Schaar von 
Integralkurven derjenigen Lagrangeschen Differentialgleichungen, 
die durch das Verschwinden der ersten Variation des Integrals 
(20) bedingt wird. Aus der Gültigkeit des Unabhängigkeitsatzes 
für eine Funktion y folgt mithin, daf das Integral 


b 
(21) i 1D+(y—p)d,}dx, [9 = d(p,y; x)] 


einen von der Wahl der Funktion y unabhängigen Wert besitzt. 
Wegen 


of . of 
RÉEL ET Besryl 
fi ôr Ÿ y? 
= 0x 0. 
1 Gr toy 


wird aber 


und folglich haben wir 
D,Y;a) + —r)D, = F(p,9 94,5; 2 +(-D(F,+7, n7 
= F(p,9y2; 2) +») F,+(-0F, 
Die eben bewiesene Unabhängigkeit des Integrals (21) bringt 
es also mit sich, daf auch unser ursprüngliches Integral 


b 
Je J LF+(y —p)F,+(2 —0a)#,} dx 


seinen Wert beibehält, wenn wir als Integrationsweg statt w einen 
anderen auf der Fläche (18) gelegenen, von À nach Q führenden 
Weg nämlich etwa denjenigen Weg wählen, der sich aus dem Wege 
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w, und der von P ausgehenden nach Q laufenden Integralkurve der 
Schar (17) zusammensetzt. Diese Tatsache läft sich, wenn wir 
noch berücksichtigen, daf auf dem Wegstücke PQ die Gleichungen 
(16) gelten, durch die Gleichung 


(22) Jir+v-nr,+6-0r | dx 


Q 
= j LF+G-DF+G@-9r} a+ [ Fax 

(tr) P 
ausdrücken. 

Bezeichnen wir mit # irgend einen anderen in unserem räum- 
lichen pg-Felde von À nach Q führenden Weg und mit w, den 
entsprechenden von À nach P führenden Weg auf der Fläche 
T = 0, so folgt durch die nämlichen Ueberlegungen auch die 
Gleichung 


(23) Jo r+v-nr,+6-07, à 


Q 
= f LP+G—2)F,+@ 08 art [ Fdx 
() P 


und da die ersten ntegrale auf den rechten Seiten von (22) und 
(23) unserer Annahme zufolge, weil w, und w, anf T = O0 ver- 
laufen, gleiche Werte haben, so folgt, daf auch die links stehenden 
Integrale in (22) und (23) einander gleich sind, womit unser Un- 
abhängigkeitssatz bewiesen ist. 

Die einfachste Art auf der Fläche T — O0 die Funktionen 
p,g unserer Forderung gemäf zu wählen, besteht darin, sie aus 
den Gleichungen 
Gal eo 
(24) EL et GE co nt 0 PÉU 


zu bestimmen; alsdann verschwindet für jeden auf T = 0 ver- 
laufenden Weg der Integrand des Integrals J* und dieses Inte- 
gral hat daher auf 7 = 0 den vom Wege unabhängigen Wert null. 

Insbesondere kann man die Fläche 7 —0 durch einen Punkt 
ersetzen; dann bilden die sämtlichen durch diesen Punkt laufenden 
Integralkurven der Lagrangeschen Differentialgleichungen eine 
zweiparametrige Kurvenschar, die man zur Konstruktion des 
räumlichen pg-Feldes zu verwenden hat. 

Da das Integral J* vom Wege unabhängig wird, so stellt 
dasselbe bei variabler oberer Grenze eine Ortsfunktion, d.h. eine 
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Funktion des Endpunktes 2, y, im räumlichen 7ç-Felde dar; wir 
setzen 


X,Y,2 
6) Jen  F+V-Dr,+6-0rJdr 


Diese Funktion befriedigt offenbar die Gleichungen 


ÔJ ù 
= F-pF,-qF,, 


F3 
ôJ . 
Cet We 
OJ 
ÉnEr e 


Eliminiren wir hieraus die Grôfen p, qg, so entsteht die ,Jacobi- 
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung“ erster Ordnung für 
die Funktion J(x, y,z). Sind insbesondere bei der Konstruktion des 
räumlichen pq-Feldes die Werte von p,q auf T'— 0 in der Weise 
bestimmt worden, daf der Integrand des Integrals J* verschwindet, 
d.h. daf (24) besteht, so ist J'(x, y, z) diejenige Lüsung jener 
Jacobi-Hamiltonschen Differentialgleichung, die auf 7 = 0 ver- 
schwindet. 

Denken wir uns die Fläche T = 0 einer zweiparametrigen 
Flächenschaar angehôrig und bezeichnen mit a, b die Parameter dieser 
Schaar, so werden auch die Funktionen p, q des räumlichen Feldes 
und mithin auch die Funktion J'(x, y, :) von diesen Parametern 
abhängig. Die Differentiation der Gleichung (25) nach diesen 
Parametern a, db liefert 


a CULTURE 
de iii: lo) 
ôJ DE NN GE LS OP 

=) -nw+tt-0 es 


und da offenbar die Integranden der Integrale rechter Hand 
wegen (16) beim Fortschreiten auf einer Integralkurve ver- 
schwinden, so stellen diese Integrale Funktionen von %,y,z dar, 
die auf jeder einzelnen Integralkurve denselben Wert annehmen, 
d. b. die Gleichungen 


sine gs: 
+0 de 


LOT 
dut OS 
Je 


db 
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sind, wenn €, d ebenso wie a, b Integrationskonstanten bedeuten, 
nichts anderes als die Integrale der Lagrangeschen Differential- 
gleichungen. 

Diese Hinweise môgen genügen, um zu zeigen, wie unmittel- 
bar die wesentlichen Sätze der Jacobi-Hamiltonschen Theorie aus 
dem Unabhängigkeitssatze entspringen. 


Wenn es sich lediglich um die Frage nach den Bedingungen 
des Minimums eines Integrals handelt, so bedarf es nicht der an- 
gegebenen Konstruktion eines räumlichen pg-Feldes; es genügt 
vielmebr irgend eine einparametrige Schar von Integralkurven 
(17) der Lagrangeschen Gleichungen zu konstruiren, derart daf 
die durch sie erzeugte Fläche die variirte Kurve w enthält. Die 
Anwendung des Unabhängigkeitssatzes für eine Funktion in der 
vorhin dargelegten Weise führt alsdann zum Ziel. 

Diese Bemerkung ist von Nutzen, wenn man die Methode des 
unabhängigen Integrals auf das Problem übertragen will, das 
Minimum eines Doppelintegrals zu finden, welches mehrere unbe- 
kannte Funktionen mehrerer unabhängiger Veränderlicher enthält. 

Um ein solches Problem zu behandeln, bezeichnen wir mit 
z, t zwei Funktionen der zwei Veränderlichen x, y und suchen 
diese Funktionen derart zu bestimmen, daB das über ein gegebenes 
Gebiet & der xy-Ebene zu erstreckende Doppelintegral 


J == j; F(2, Z2, l, L,, 2, Î; Z, y) do, 
(&) 


Le. 0z 0z ’ LA / Ôt | 


AO ME Oy" Car PORN Ôy 
einen Minimalwert erhält im Vergleich zu denjenigen Werten, 
die das Integral annimmt, wenn wir statt z, { irgend welche 
andere Funktionen z, t einsetzen, die auf dem Rande S des Ge- 
bietes & die nämlichen vorgeschriebenen Werte wie z, { besitzen. 
Die Lagrangeschen Gleichungen, wie sie durch das Verschwinden 
der ersten Variation geliefert werden, lauten in diesem Falle 

à oF dôF 0 _, 
dx 0z, dy 04, Ôz “ 
D D re 
dx Où, dy ôt, ot | 


Nunmehr legen wir eine bestimmte Lüsung z,{ der Lagrange- 
schen Gleichungen zu Grunde und 2, { sei ein irgendwie variirtes 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1905. Hcft 2. 13 


172 David Hilbert, 


Funktionensystem, das ebenso wie z, { die Randbedingung erfüllt. 
Wir bestimmen dann eine solche Funktion S (x,y) der Variabeln 
x, y, da8 die Gleichung S (x, y) — 0 die Randkurve von & in der 
xæy-Ebene darstellt, während S (x, y) = 1 nur durch die Koor- 
dinaten eines einzigen Punktes innerhalb & erfüllt wird; endlich 
soll die Gleichung S(x,y) — «, wenn « die Werte zwischen 0 und 1 
durchläuft, eine Schar von Kurven darstellen, die das Innere des 
Gebietes & einfach und lückenlos ausfüllt. Sodann bestimmen 
wir diejenigen Funktionen 


2 


Ÿ (x, y, à), 
= (x, y; a), 


die den Lagrangeschen Differentialgleichungen genügen und auf 
der Kurve S(x, y) — « die daselbst durch das variirte Funktionen- 
system z(x, y), é(x, y) vorgeschriebenen Werte besitzen, so daf 
für « — 0 die Funktionen (26) in die zu Grunde gelegte Lôsung 
z,t übergehen. Diese Funktionen (26) bilden dann offenbar eine 
einparametrige Schar von Lôüsungssystemen der Lagrangeschen 
Gleichungen, für welche die Gleichungen 


(26) 


2 (&, y) = vx, y, S(x, y)), 
t (x, y) — 4 (x, 9, S (x, y)) 


identisch in x, y erfüllt sind. 

Deuten wir in dem vierdimensionalen 2y2t-Raume die zu 
Grunde gelegte Lôsung z,t der Lagrangeschen Gleichungen und 
ebenso das beliebig variirte Funktionensystem z, { als eine zwei- 
dimensionale Fläche, so erzeugen in diesem xyzt-Raume die zwei- 
dimensionalen Integralflächen der einparametrigen Schaar (26) 
einen dreidimensionalen Raum, dessen Gleichung sich durch Eli- 
mination von « aus (26) ergibt; die Gleichung dieses dreidimen- 
sionalen Raumes sei von der Gestalt 


t — f (x, y; 2). 


Wir nehmen an, daf die einparametrige Schar (26) diesen drei- 
dimensionalen Raum einfach und lückenlos ausfüllt. 

Führen wir in F an Stelle von { die Funktion f (x, y, z) ein 
und setzen 


0] 
9 ÿx 7 oz Oy 02 
— (e 2, 4; %, y), 


"y? 
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so haben wir nur nôtig, den von mir im genannten Vortrage be- 
wiesenen Unabhängigkeitssatz für eine unbekannte Funktion und 
die daran anknüpfende Ueberlegung auf das Integral 


1! D(2,,2,, 2; x, y) do 
(&) 


anzuwenden, um zu erkennen, da8 das Integral J unter der Vor- 
aussetzung einer positiven E-Funktion für das vorgelegte Funk- 
tionensystem z (x, y), { (x, y) wirklich einen Minimalwert annimmt. 
Das Eintreten des Minimums ist hiernach an folgende zwei For- 
derungen gebunden: 

1. Konstruirbarkeit der Schar (26). Diese Forderung ist gewif 
erfüllt, wenn die Lagrangeschen partiellen Differentialgleichungen 
stets Systeme von Lôsungen z, { besitzen, die auf einer jeden 
innerhalb & verlaufenden geschlossenen Kurve Æ irgendwie vor- 
geschriebene Werte besitzen, während sie innerhalb X reguläre 
Funktionen von z, y sind. 

2. Einfache und lückenlose Ueberdeckung des dreidimen- 
sionalen Raumes durch die Schar (26). Diese Forderung ist ge- 
wiB erfüllt, wenn jedes System von Lôüsungen z, t der Lagrange- 
schen Gleichungen durch seine Randwerte auf irgend einer be- 
liebigen innerhalb & verlaufenden geschlossenen Kurve Æ ein- 
deutig bestimmt ist. 

Das Resultat kônnen wir kurz wie folgt zusammenfassen : 

Unser Kriterium für das Eïntreten des Minimums verlangt, duf 
die Randwertaufgabe für die Lagrangeschen Differentialyleichungen 
bez. einer jeden innerhalb S verlaufenden geschlossenen Kurve K 
bei beliebigen Randwerten eindeutig lôsbar ist. Unsere Betrachtung 
zeigt, daf dieses Kriterium gewif ein hinreichendes ist. 

Wenn insbesondere in dem zu behandelnden Problem die ge- 
gebene Funktion F unter dem Integralzeichen nur vom zweiten 
Grade in z,, 2,,t,,t,, z, t ausfällt, so werden die Lagrangeschen 
Differentialgleichungen linear in diesen Grôfen, und in diesem Falle 
läBt sich das zur Anwendung unseres Kriteriums erforderliche 
Randwertproblem vollständig mit Hilfe meiner Theorie der Inte- 
gralgleichungen behandeln. 

Um die in diesem Falle zur Anwendung kommende Ueberlegung 
näher zu entwickeln, bilden wir dasjenige homogene lineare Diffe- 
rentialgleichungssystem, welches aus den Lagrangeschen Gleichungen 
durch Fortlassen der von z,t freien Glieder entsteht; wir wollen 
dieses Gleichangssystem als die Jacobischen Gleichungen be- 

13* 
1 2* 
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zeichnen. Zunächst ist unmittelbar ersichtlich, da die Randwert- 
aufgabe für eine Kurve X nur dann mehrere Lôsungssysteme 2, é 
zuläBt, wenn die Jacobischen Gleichungen ein System von Lüsungen 
z,t besitzen, die auf einer Kurve X, nicht aber überall innerhalb 
des von ÆÀ begrenzten Gebietes Null sind. Nun zeigt die Theorie 
der Integralgleichungen, daf der letztere Fall zugleich der einzige 
ist, in dem die Randwertaufgabe für die Kurve X bei gewissen 
vorgeschriebenen Randwerten nicht lôsbar wird. 

Unser Kriterium für das Eïntreten des Minimums läuft also in 
dem Falle eines quadratischen F' auf die Forderung hinaus, daB die 
Jacobischen Gleichungen aufler Null ein System von Lüsungen z,t 
zulassen, die auf dem Rande $S oder auf einer innerhalb von & 
verlaufenden, geschlossenen Kurve Null sind, (Das Erfüllisein des 
Kriteriums ist in diesem Falle auch notwendig.) 

Im allgemeinen Falle, wenn die gegebene Funktion F unter 
dem Integralzeichen nicht speziell quadratisch, sondern beliebig von 
den zu bestimmenden Funktionen z, { und deren Ableitungen ab- 
hängt, haben wir das eben ausgesprochene Kriterium auf die 
zweite Variation des Integrals J anzuwenden und gelangen so 
zu einem Kriterium, welches dem bekannten Jacobischen Kri- 
terium im Falle einer unabhängigen Veränderlichen oder einer 
zu bestimmenden Funktion mehrerer unabhängiger Veränderlicher 
genau analog ist. 


Wir behandeln endlich das Problem, die Funktion z der Ver- 
änderlichen x,y derart zu bestimmen, daf ein über ein gegebenes 
Gebiet & der xy-Ebene zu erstreckendes Doppelintegral, vermehrt 
um ein über einen Teil S, des Randes von & zu erstreckendes 
einfaches Integral, nämlich die Integralsumme 


J = f F(en2,8;e, de + [ fe, 2; s)ds 
(&) (Si) 


TA LE 


Ôz Doit. = . 
Le Eu Due Op SNS 


einen Minimalwert erhält, während z auf dem übrigen Teile S, des 
Randes vorgeschriebene Werte haben soll; dabei sind F, f gegebene 
Funktionen ihrer Argumente und s bedeutet die von einem festen 
Punkte an in positivem Umlauf gerechnete Bogenlänge der Rand- 
kurve S von & . 48 
Das Verschwinden der ersten Variation verlangt, daf die ge- 


| SAC 2 
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suchte Funktion + als Funktion von x,y im Innern von & die par- 
tielle Differentialgleichang 
d ÔF d oF of 


TEL FRET 
erfüllen muf, wäbrend auf dem Rande S, die Differentialbeziehung 
o0F dx ÔF VS Of à Of. 

(28) as à ler) ds ds 0, de Û 


= 0 


(27) 


dx 

ds’ 

tionen zx(s),y(s) zu verstehen, die die Randkurve $S, definiren. 
Wir betrachten nun die Integralsumme 


nr Eee net rente 


zu gelten hat; dabei sind unter ee die Ableitungen der Funk- 


or or 
LF= F(p,92: x, y), Hp Ra. 


f=fss = 


und wollen darin p,g als Funktionen von #,y,z und x als Funk- 
tion von s,# derart zu bestimmen suchen, daf der Wert dieser 
Integralsumme von der über & ausgebreiteten Fläche z — z(x,y) 
d.h. von der Wabhl der Funktion z unabhängig wird, wenn diese 
nur in S, die vorgeschriebenen Randwerte hat. Die Integral- 
summe J* hat die Form 


[ LA2+ 82, Cjdo+ f laz,—b} ds, 
(2) (S,) 


wo À, B,C Funktionen von x,7y,2 und a,b Funktionen von s,2 dar- 
stellen. Diese Integralsumme ist, wie man leicht erkennt, in dem 
verlangten Sinne von der Fläche z — z(x,y) unabhängig, wenn 
innerbalb des sich auf das Gebiet & projizirenden xy:-Raumes 
die Differentialgleichung 
0A  ÔB oc 
ART TRE Ta00 Al 
identisch in z,y,2 und in der auf die Randkurve S$, sich proji- 
zirenden sz-Cylinderfläche die Differentialgleichang 

dx dy , 0a db 
O0) es S; RS. ds 0s Ôz AA 


(29) 
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identisch in s,z erfüllt ist. Die beiden Gleichungen (29), (30) 
stellen, wenn wir für À, B, C, a,b ihre Werte 


A = PF, 
P= E, 
(81) C=pF,+48,-E, 
a = fs) : 
b = nf, -f 


eintragen, partielle Differentialgleichungen für die Funktionen 
?, 4, x dar. 

Wir bestimmen nun eine einparametrige Schar von Funk- 
tionen 


(82) 2 = Y(x, y, a), 


die den Lagrangeschen Gleichungen (27). (28) genügen, und setzen 
auf dem Rande 


(83) a = pas), y(s, à) = v(s 0); 


wir nehmen an, daB diese einparametrige Schaar das räumliche 
Feld eindeutig und lückenlos erfüllt. Sodann berechnen wir aus 
(82) « als Funktion von x, y, z und aus (33) « als Funktion von 
s, z und bilden die Ausdrücke 


Ôp (x, y, ®) 

= | 7 

P (&, y, 2) | 0x aœ — (x, y,2) 
à wEuA) 

q (æ, y, 2) = | ôy œ — a (x, y, 2)’ 


_ [ôv(s, a) 
le | Ôs je = &(8,2) 


Die so entstehenden Funktionen », q von x, y, z und x vons, z 
sind solche von der verlangten Eigenschaft. 


In der Tat, daB die Funktionen p, q der Gleichung (29) ge- 
nügen, folgt unter Berücksichtigung der Gleichung 


leicht, wenn wir bedenken, daB y (x, y, «) identisch für alle Werte 
x, y,« die Lagrangesche Gleichung erfüllen soll. Um auch das 
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Bestehen von (30) nachzuweisen, setzen wir in die Lagrangesche 
Gleichung (28), die identisch in s, « erfüllt ist, 


CA == P, 

2, Sr q; 

Z, = TH, 
2 Ôx Ôx 
d'à Mn oee. dr. 


ein; dieselbe geht dann in die identisch für alle s,z: geltende 
Gleichung 


as 


Ôx 0'f 0'f PROfE 
F e. 
( MR = ne Ne (SE FT S)+ Onûz 5 Onôs 02 Eh 


über. Genau die nämliche Gleichung erbalten wir, wenn wir in 

Formel (30) die Ausdrücke (31) eintragen. Damit ist der Beweis 

des Unabhängigkeitssatzes für das vorliegende Problem erbracht. 
Aus dem Unabhängigkeitssatz folgt wie früher: 


E(e,2,p,0 = F(2,2)—F(p,9)—(2,-p)F,-(e,-9F,>0, 
E(2, x) 2) 10e a) 0, 


so daB im vorliegenden Problem zwei Weierstrafische E-Funktionen 
in Betracht kommen: eine im Inneren und eine für den Rand $S,. 

Damit andererseits eine einparametrige Schar (32) existire, die 
in der verlangten Weise ein einfach und lückenlos überdecktes räum- 
liches Feld erzeugt, stellen wir die Forderung, daff jede Lüsung z 
der Lagrangeschen Gleichungen (27), (28) durch ihre Randwerte auf 
irgend einem beliebigen innerhalb © verlaufenden, geschlossenen oder 
in S, beginnenden und endigenden Kurvenzuge K eindeutig be- 
stimmt sei. Unsere Betrachtung zeigt dann, dal dieses Kriterium 
gewif ein hinreichendes ist. 

Wenn insbesondere in dem zu behandelnden Problem die ge- 
gebenen Funktionen F, f unter den Integralzeichen nur vom 
zweiten Grade in z,, z,, z bez. z,, s ausfallen, so werden die La- 
grangeschen Differentialgleichungen linear. Bilden wir dann die- 
jenigen homogenen linearen Differentialgleichungen, die aus den 
Lagrangeschen Gleichungen durch Fortlassen der von + freien 
Glieder entstehen und bezeichnen diese als Jacobische Gleichungen, 
so ist unmittelbar ersichtlich, daf die Randwertaufgabe für eine 
Kurve X nur dann mehrere Lüsungen zuläBt, wenn die Jacobischen 
Gleichungen eine Lôsung z besitzen, die auf X, nicht aber überall 
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innerhalb des von Æ bez. von X und S, begrenzten Gebietes 
Null ist. 

Unser Kriterium für das Eïintreten des Minimums lüuft also in 
dem Falle quadratischer F, f auf die Forderung hinaus, dal die Ja- 
cobischen Gleichungen aufler Null keine Lôüsung z zulassen, die auf 
dem Rande S, oder auf einer innerhalb von & verlaufenden geschlossenen 
oder in S, beginnenden und endigenden Kurve K Nul ist. 

Im allgemeinen Falle, wenn die gegebenen Funktionen ?, f 
nicht speziell quadratisch, sondern beliebig von der zu bestimmenden 
Funktion z und deren Ableitungen abhängen, haben wir das eben 
ausgesprochene Kriterium auf die zweite Variation der Integral- 
summe J anzuwenden und gelangen so zu einem Kriterium, welches 
dem bekannten Jacobischen Kriterium genau analog ist. 

© Wenn das Problem gestellt ist, das Doppelintegral 


à F(2, 2,2; xy) do 
(&) 


zu einem Minimum zu machen, während die Randwerte der ge- 
suchten Funktion z die Nebenbedingung 


f(esz; s) ST 0 


erfüllen sollen, so kônnen wir die Formeln und Ueberlegungen 
des eben behandelten Problems unmittelbar anwenden; es ist nur 
nôtig die (xleichung f — O hinzuzufügen und in den Formeln 
überall f (s) durch 1(s)f zu ersetzen, wo der Lagrangesche Faktor 
À (s) als eine mitzubestimmende Funktion von s anzusehen ist. 


Zum Schluf sei mir gestattet, eine Regel für die Behandlung 
von solchen Variationsproblemen auszusprechen, bei denen überall 
auf dem Rande die Werte der zu bestimmenden Funktionen vor- 
geschrieben sind. 

Zunächst gewinnt man durch Nullsetzen der ersten Variation 
die Lagrangeschen Gleichungen Z, des Variationsproblems. Es sei 
dann ein System Z von solchen Lôüsungen dieser Differential- 
gleichungen Z bekannt, die zugleich alle das Innere sowie den 
Rand betreffenden gegebenen Bedingungen VW des Variations- 
problems erfüllen. 

Wenn die WeiïerstraBschen E-Funktionen für unser Lüsungs- 
system Z positiv ausfallen, so bezeichnen wir das Lôsungssystem 
Z als ein solches von positiv definitem Charakter. 
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Wir fassen nun irgend einen Teil T des Integrationsgebietes 
ins Auge und bezeichnen den Rand dieses Teilgebietes T, soweit 
er dem Rande des ursprünglichen Integrationsgebietes angehôürt, 
mit S,;, soweit er jedoch in das Innere des ursprünglichen Inte- 
grationsgebietes fällt, also als neue Grenze entstanden ist, mit s,. 
Für den ersteren Rand $S, sowie für das Innere von T seien die 
Bedingungen V, wie sie daselbst das vorgelegte Variationsproblem 
fordert, gültig, für s, schreiben wir die dort vorhandenen Werte 
der Funktionen des Lüsungssystems Z als Raudwerte vor: das da- 
durch für das Teilgebiet T entstehende System von Bedingungen 
werde mit V, bezeichnet. 

Wenn alsdann kein anderes Lôsungssystem der Lagrangeschen 
Gleichung ZL existirt, das die Bedingungen V erfüllt — aufer 
dem Lüsungssystem Z; wenn ferner auch für jedes Teilgebiet T 
kein anderes Lôsungssystem der Lagrangeschen Gleichungen L 
existirt, daB die Bedingungen V, erfüllt — aufer dem Lüsungs- 
system Z innerhalb T: so heife das Lôsungssystem Z ein solches 
von inwendig eindeutigem Charakter. 

Für das Lüsungssystem Z tritt gewifl Minimum ein, wenn das- 
selbe von positiv definitem und von inwendig eindeutigcem Cha- 
rakter ist. 

In der hiermit ausgesprochenen allgemeinen Behauptung tritt, 
wie man sieht, neben die WeierstraBsche Forderung des definiten 
Charakters der Lüsung Z noch eine neue Forderung, nämlich die 
Forderung des inwendig eindeutigen Charakters der Lüsung. Die 
letztere Forderung steht nun zu dem Jacobischen Kriterium — 
soweit dasselbe bisher in der Variationsrechnung formulirt worden 
ist — in dem nämlichen Verhältnisse, wie das WeierstraBische zu 
dem Legendreschen Kriterium. In der Tat wie aus dem Weier- 
straBschen Kriterium durch Anwendung auf die zweite Variation 
das Legendresche wird, so entsteht aus dem von mir aufgestellten 
Kriterium durch Anwendung auf die zweite Variation das Jacobische. 
Bilden wir nämlich in leicht erkennbarer Analogie aus den Lagrange- 
schen Gleichungen L die homogenen linearen Jacobischen [2] 
und aus den gegebenen Bedingungen V ebenfalls die homogenen 
linearen zugehôürigen Bedingungen [V], so läuft unser Kriterium 
auf die Forderung hinaus, da dieses homogene lineare Gleichungs- 
und Bedingungssystem aufer Null keine Lüsung besitzen darf 
und zwar auch nicht für irgend ein Teilgebiet T, wenn man auch 
an der neu entstehenden Berandung 5, dieses Teilgebietes die Rand- 
werte Null vorschreibt. Das von mir aufgestellte Kriterium ist 
aber auch anwendbar, wenn nicht bloB Variationen in genügend 
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naher Nachbarschaft in Betracht kommen oder wenn es sich z. B. 
um die Entscheidung über das Minimum für eine Kurve zwischen 
zwei conjugirten Punkten handelt, wo das Jacobische Kriterium 
notwendig versagt. 

In wie weit das aufgestellte Kriterium auch bei nicht fest- 
gegebenen Randwerten hinreicht, bedarf im besonderen Falle einer 
Untersuchung. 7 


Seismische Registrierungen in Gôttingen 
im Jahre 1904. 


Von 
Dr. Harald Schering. 


Vorgelegt von E. Wiechert am 2. Februar 1905. 


Die vorliegende Bearbeitung der Erdbebendiagramme des im 
Kgl. Geophysikalischen Institut zu Gôttingen aufgestellten Wiechert- 
schen astatischen Horizontalseismographen von 1200 kg Masse er- 
streckt sich auf das Jahr 1904 und schliesst sich an den Bericht 
über das 2. Halbjahr 1903 von Herrn Dr. v. d. Borne an. 1904 
September 30—Oktober 17 muBte das Pendel abgebrochen und 
versetzt werden, um Raum für die Aufstellung neuer Apparate 
zu schaffen, Oktober 24—Oktober 30 wurden noch einige Aende- 
rungen vorgenommen, im übrigen hat das Pendel, abgesehen von 
geringfügigen kurzen Betriebsstôrungen, dauernd registriert. Bis 
September 30 war die Eigenperiode der NS-Componente 9.4, der 
EW-Componente 10.7", die VergrôBerung 300- bezw. 260-fach. Bei 
der Neuaufstellung wurde das Pendel auf die Eigenperiode 18.4* 
bezw. 20.2* und 145- bezw. 140-fache VergrôBerung reguliert, doch 
hat sich teils durch Temperaturänderung, teils durch molekulare 
Umlagerung der erneuerten stabilisierenden Federn eine Eigen- 
periode von 16.7° bezw. 15.3* und 200- bezw. 180-fache VergrôBe- 
rung eingestellt. Es wurde davon abgesehen, die Eigenperiode 
wieder zu erhôhen, da schon bei der jetzigen Neigungsempfind- 
lichkeit (NS:61%v; EW :51w® für 1 Bogensecunde) die Ruhelagen- 
änderungen des Pendels infolge der Niveauschwankungen des 
Felsenuntergrundes eine stôrende GrôüBe erreichen. Bei einem 
sehr starken Regengusse hat sich das Pendel in wenigen Stunden 
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sogar bis an die Arretierschrauben gelegt. Durchschnittlich 1—2 
mal in der Woche müssen die langsamen Niveauschwankungen, 
die sich hauptsächlich in der NS-Richtung zeigen, durch Auflegen 
bezw. Fortnehmen kleiner Gewichtchen auf bestimmte Stellen der 
Pendelmasse compensiert werden. 

Bis zum 11. Februar wurden die Zeitmarken von einer in 
dem unterirdischen Erdbebenhause -selbst aufgestellten Pendelubr 
gegeben, der Gang derselben war aber in Folge der dort herr- 
schenden Feuchtigkeit ein sehr ungleichmäfiger. Es wurde des- 
halb eine im Uhrenzimmer des Hauptgebäudes stehende Pendelubr 
mit electrischen Contacten versehen und mit dem Erdbebenhause 
durch eine Leïitung verbunden. Da diese Uhr einen sehr geringen 
und gleichmäBigen Gang hat und beständig mit der Hauptuhr 
controlliert werden kann, ist die Uhrcorrection nicht nur bei 
Interpolation, sondern auch bei Extrapolation auf die ganze Se- 
cunde genau anzubringen. Die Uhrcorrection der Hauptuhr wird 
in der Regel monatlich durch astronomische Zeitbestimmung mit 
einem kleinen Durchgangsinstrument bestimmt. Während meiner 
Abwesenheit im Juni und Juli hatte Herr Dr. v. d. Borne die 
Liebenswürdigkeit, die Zeitbestimmungen auszufübren. 

Bei der Bearbeitung kam mir zu statten, daB Herr Dr. v. d. 
Borne in den Diagrammen des ersten Halbjahres 1904 die Beben 
aufgesucht und markiert hatte, so daB ich nach nochmaliger 
Durchsicht eine gewisse Controlle hatte, daf kleinere Beben nicht 
übersehen sind. In den Monaten November und Dezember sind 
die aufgenommenen Diagramme von mir wôchentlich bearbeitet 
und vorläufige hectographierte Berichte darüber versandt worden. 

Zur Charakterisierung der Erdbeben in Form einer Tabelle 
wurden die von Herrn Dr. v. d. Borne nach Verabredung mit 
Herrn Prof. Wiechert aufgestellten Zeichen und Bezeichnungen im 
wesentlichen beibehalten : 


Character des Erdbebens: 
I — merklich, II — auffallend, III — stark. 


v — terrae motus vicinus — Nahbeben (unter 1000 km). 
MEET » remotus — Fernbeben (1000—5000 km). 
de, »  ultimo remotus — sehr fernes Beben (über 
5000 km). 
Phasen: 
P — undae primae — erste Vorläufer. 


S —  ,  secundae — zweite Vorläufer. 
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L' —  , longae — Hauptbeben. 

M—  ,  maximae — grüfite Bewegung im Hauptbeben. 
C = coda — Nachläufer. 

F9 finis — Erlôüschen der sichtbaren Bewegung. 

Art der Bewegung: 

i — impetus — Stof. 

e — emersio — Auftauchen. 

T = Periode — doppelte Schwingungsdauer. 

À — Amplitude, gerechnet von einer Seite zur andern. 
ANi— s der N.S.-Componente. 
Ar — < We ; 


Zeit und MaaB: 


Zeit — mittlere Greenwicher, gezählt von Mitternacht zu Mitter- 
nacht. 
u —= Mikron = ‘100 Millimeter. 


Die Amplitude in w ist aus der auf dem Diagramm gemessenen 
Amplitude durch Division mit der Vergrüsserung berechnet, wo- 
bei die Abhängigkeit der scheinbaren Indicator - VergrüBerung 
periodischer Stôrungen von der Periode der Stôrung und von der 
Dämpfung berücksichtigt ist (s. Wiechert, Theorie der automati- 
schen Seismographen, Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Güttingen, Math. Phys. Klasse, Neue Folge 
Bd. II, No. 1, 1903. S. 78—83). Für dss ungefähr ermittelte 
Dämpfungsverhältnis 1:30 sind aus der Figur 1. c. S. 81 die zu 
den Perioden gehürigen Aenderungen der VergrôBerung entnommen 
und eine kleine Tabelle der Perioden und reziproken Vergrüfe- 
rungen angelegt. Die Wellen mit mehrfach grüBerer Periode als 
die Eigenperiode des Pendels werden sehr viel weniger vergrôBert, 
als die mit kleiner Periode, es treten deshalb besonders bei fernen 
Beben die Amplituden der im Anfang der Haupthewegung auf- 
tretenden langen Wellen sehr zurück; ohne Berücksichtigung der 
Veränderlichkeit der scheinbaren Indicatorvergrôerung wirde man 
daher in vielen Fällen zu unrichtigen Auffassungen des Maximums 
der Hauptbewegung gelangen. 

Zum SchluB ist eine Uebersicht über die Perioden und Am- 
plituden der mikroseismischen Bewegung der N.S.-Componente 
beigefügt. Die E.W.-Componente hatte durchweg geringere Am- 
plituden. 
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Perioden |Amplituden 


35 | 20 
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113 | — 
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<l 
20 
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70 
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3 3 
10 


S-P = 10.4 
: 9400 km 
LeP= 935 


:8000 km 


Zeitdifferenzen 


Bemerkungen 


Einzelheiten gehen in 
der mikroseismischen Be- 
wegung uuter. 


Amplitude von iS geht 
in der Minutenmarke ver- 
loren, SE sebr unregel- 
mäBig mit stark wechseln- 
den Perioden. 

Auf ME folgen allmäbhlig 
abklingende Schwebungen. 


E.W.-Componente 
Schreibarme abgeschlagen. 


Kurze Wellen in der mi- 
kroseismischen Bewegung 
auftauchend. 2h 50m ge- 
fühltes Beben in Kronstadt. 


1b 58m hat der Minuten- 
contact aufgehôrt, deshalb 


die Zeiten etwa auf 1m 
unsicher. 

3h 58» zerstôrendes Be- 
ben in Rosciola und Ma- 
gliano di Marri, Italien. 
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Perioden |Amplituden 


Zeitdifferenzen 
T AE | Ax 
<1 < ‘É ul 
5b—6 10 3 
12 THEIR P=0;3 
8 5 | 15 : 700 km 
4 
16 
20 20 | 10 
16 
1 (7 5 | — 
50 100 | — | M-S — 21.2 
16 : (11000 km) 
0.5—1 | <1 | <1 
3 10 | 10 | S-P — 1.6 
(10) 23 8 : 600 km 
10 — | 14] L-P —19 
(2—3) : 600 km 
1 AM at 
6 3 4 
(40) 
30 30 | 60 
12 
1—3 | — |<1 
L-S — 21.6 
(45) 15 | — | :11000 km 
20 150 | 50 
16 


Bemerkungen 


EW- u. NS-Componente 
sind sehr verschieden. 


e vielleicht die Nach- 
läufer eines anderen, kurz 
vorhergegangenen Bebens. 

Auf M folgen Schwe- 
bungen. 


Nach M nimmt T bis 
11h 17m ab auf ca. 25e, 
darauf abklingende Schwe- 
bungen T — 165, AE — 10n. 

5h 20m OZ — 10h 28m 
GZ zerstôrendes Beben in 
Lima, Peru. 

In eP winzige Wellen, 
nach 12s deutlich hervor- 
tretende schnelle Schwin- 
gungen, die noch in M sehr 
stark sind (4u). 

4h 25m gespürtes Beben 
in Klagenfurth. 


Gespürt. Beben in Bozen. 


Die Hauptbewegung NS 
hat etwa 15m lang gleich 
grosses A, während sie 
EW zu einer weit grô$eren 
A anschwillt und langsam 
abnimmt (gefühltes Beben 
Massachusetts, Neueng- 
land ?) 
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8 24 
10.2 


10 29 12 


31 42 
33.3 


10 42.7 
55.3 
57.7 

11 50 

8 55 29 
58 22 

9 08 
15 


15 4 
(8) 


50 


Harald Schering, 


16—18 


30 


S-P = 2.6 
: 1600 km 


S-P — 2.5 
:1500 km 


Bemerkungen 


Durch mikroseismische 
Bewegung beeinträchtigt. 
Schwebungen. 


Durch mikroseismische 
Bewegung stark beein- 
trächtigt. 


Zerstôrendes Beben au 
der Balkanhalbinsel, Mace. 
donien. 


Augenscheinlich von dem- 
selben Epicentrum aus- 
gehend wie Nr. 18, ist es 
in vielen Einzelheiten dem- 
selben sehr ähnlich, nur 
etwa 3 mal so stark. 

10h 34,5m wurden beide 
Schreibarme durch die Ge- 
walt der StôBe abge- 
schleudert. 


MeinstarkerStoB, Schwe- 
bungen, zerstôrendes Beben 
auf der Balkanhalbinsel, 
Macedonien. 
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Sd , 
Nr.|| Datum É É dis Perloden |Amplitaden Zeitdifferenzen Bemerkungen 
à à (Greenwich) 
h m 
23 |Aprill2| Iu | eS |19 11.3 
Mx 28.2 30 Schwebungen. 
C 16 
F 120 10 
24 | |, 1Iu| e |0 6 18 
F 20 
» ldlul e |2 3 
M 6.0 24 
C 16 
F 25 
2b » 19 Ir |e(P)|18 16.7 2 
S 19.5 1—2 Wahrscheinlich Balkan- 
M 20.8 15 halbinsel. 
i 21.5 8 
G (8) 
F 35 
26 » 22]Iu e |20 43 16 
27 | , 24 Iule(P)|7 09 7 
(M) 23.0 30 Schwebungen. 
C 16 
F 50 
28 |Mai 1 |Ilu| eP |15 46.6 3 
(S) 57.0 (12) 
LM 16 16.5 > 70 Schwebungen. 
C 16 
F 118 O0 
2 1, 2 Tu e 017 15 
F 47 
DO, 7 Fin e |19 9 14 
F 25 
31 |, 8 |Itr)] e 17432 | 1-2 
M 43.8 16 
C (5) 
F 50 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1905. Heft 2. 14 
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ë 
ee & . ê . 
Nr. || Datum É 2 Zehen rose Ain Zeitdifferenzen Bemerkungen 
S à (Greenwich) 
E rl aT Ag | An 
Mrs 8 m 
82 [Mai 9 |I(r)| e |15 42 (4—10) Mu TE Ungleichmäfige Wellen, 
F 16 b der ganze Tag sehr un- 
ruhig. 
83 |, 10|I@)| e |10 485 (6) 
M 49.8 16 10 | — 
F | 566 
84 | , 11I(r)|) e |14 86 (6—10) Schwache, ungleichmäfige 
F b5 Wellen ohne charakteristi- 
sche Einzelheiten. 
35 12 |I(x)| e |17 205 | (6—10) 
à El SR 2 ’ 
he iTere ) Le \ 29 30 | 30 Zunächst anschwellende, 
c 18 dann abnehmende zahl- 
F 5 30 (18) reiche Schwebungen. 
37 | |, 15 |Ilu | e |21 57 18 10 | — 
F |22 10 
38 |, 18|Iu) e | 3 13 16 b| 5 
F 25 
89 | , 22 |I(r)| e |21 38 (9) (2)| — Mai 19 sebr unrubhig. 
F 5d 
40 | |, 28 |Iu| e 23 0 
, 29 (M | 0 40 19 30 | 30 Zahlreiche Schwebungen. 
C 16 
F |110 
41 [Muni 4 | Ir | e |8 48 6—10 Unregelmäfige, wenig 
F 9 0 charakteristische Wellen. 
42 » 7 |lul|iP |7 29 24 |{ 1—2 22 EL 
8 59 NSP 973 Hauptbewegung u. Maxi- 
15 38 44 | 1 8 20 b :8300 km [|mum nicht erkennbar. 
C 14 (20) | (20) Von 7h 53m schwache 
F 8 40 Schwebungen. 
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43 


46 


47 


49 


50 


uni 10 


Le 40 


, 2 


Charakter 


I (x) 


Ju 


I(r) 


Iu 


Iu 


Iu 


HOsHRr. 


HQE 


Hi œ 


Zeiten 
(Greenwich) 


1 15 49 
25 18 
41.6 


3 0 


3 3 
25 


24 <1 
3 fr 
a F2 — 
3 4 
8 
4 15 
6;2 
15 6 
7 
20 8 
8 3 
8 8 
28 15 
28 
18 10 
6 à 3 
5 b 
35 80 
12 
18101172 


ot 


© 


Zeitdifferenzen Bemerkungen 


In der Hauptbewegung 


wechseln lange Wellen 
dE T'= 85 von kurzen Wellen 
S-P = 14 — 28 überlagert mit 
:400 km | Stôgen T — 45 ab. 
L-P = 15 
:500 km 
M mit kleinen Wellen 
T — 28 überlagert. 
Schwebungen. 
Juni 18 sebr unruhig. 
Schwebungen. 
S-P = 9.5 
: 8500 km 
L-P — 25.8 
:8600 km 
14* 
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Harald Schering, 


Nr. | 


Perioden |Amplituden 


Charakter 


b1 


52 


b3 


54 


55 


Juni 26 I 1 


» 20 {lu 


Iu 


» 27|Illu 


Zeitdifferenzen Bemerkungen 


i 10 (10)| 40 | S-P = 95 L ist auf EW 4m früher 


7 10110 | :8500km |zu sehen als auf NS. Die 
2580 | — 00 |(L-P = 20.7 | Kn sind aur NS auter- 
60 700 :7000 km) ordentlichunregelmäfig ge- 
26 700 1200 formt. ce sep 
b it - 
20 300 500 Re 
mutlich Herd in Alaska). 
5 9 ne: Sebr ähnlich dem vorigen: 
0.5 et 1 | S-P = 9.4 Kurz nach Einsatz S 
7 |13b.| 35 :8400km |zeigen sich merkwürdige 
b0 — [400 (L-P — 19,5 |lange Wellen auf NS, die 
25-30 | (200 | :6500km) 225 in dem Jorion Beben 
(80) 
60 1400! — 
27 1500! — 
20 600 900 
14 | 
(7) 3 
2—3 1] S-P — 95 
7 b : 8500 km 
30 
16 50 
(14) 
(45) 
16 10 
5 3 Sebr ähnlich Nr. 51 und 
1—9 1 S-P — 9.4 |52 Die dort gemachten 
13—20 20 : 8400 km re pee treffen auch 
ÿ 20 | L-P — 24.5 1 
50—60 400 :8200 km 
25—30 150 
45 
20 600 
14 
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3 ———— 
Ë Zeiten Perioden |Amplituden Zeitdifferenzen es 
Fe (Greenwich) 
(a) 
56 [Juli1 |Iu | (5) | 3 349 70104561 ; 
(M) | 53 40 |30 
C 12—14 
F | 4 650 
57 > d'l'ilu) P 71158966 0.5 |<0.5/<0.b 
3 1 | — | S-P — 9.9 
S 49 49 | 3—4 1 | 0.5] :8900 km 
L |14 8 3b L-P— 28.1 
(M) 13 25 20 |20 :8700 km 
| C 10 
F |15 36 
58 | ,| 6 |Ir| P |21 48 6 0.5 |<0.5 (Gefühltes Beben in 
2—3 1 Baku). 
(S) 22 2 56 2—3 1 
) b 5—6 2 
| 9 
59 | | 8|Ir | eP |12 36 
iS 36 16 3 2 | — 
M 38.0 15 8 b 
| F 45 
60 | , 10|Ilu| (L) 23 33 (25) 
M 38 21 25 b 
F 55 
6], ulir|s PES N 2 1 
b 2 2 
M 13.6 12 DR 
C 4 
F 23 
62 12 IvieP|533 7| <0.5 |<0b<05 
iS 34 28 2 L 
Me 365.0 6 4 2 
C 5 In C sehr glatte regel- 
F 39 mäfige Wellen. 
63 12|Ir| ? 11 2 6 ei 
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Zeitdifferenzen 


Bemerkungen 


(Greenwich) 


Charakter 


homes N à 
15 6.7 |<0.5—1|<05<05 
7 4 3—b 6 b In Bordeaux kurz nach 
7 6 b 12 8 15h Erschütterungen ge- 
: 3 = spürt. 
F 15 
lu | eP | 0 53.2 3 1 | 0.5 
LM | 1 28 (30) | 10 | 10 
| F |2 0 
Iu | e 116 34 18 10| 7 
F |17 10 
Hu iP 10 56 5 È 0.5 4 : 
3 il ip 
S |11 5 27 ji 7 5 M an pue 
4| 41 
É 21 45 pe 
Mr} 26 30 | 70 | 30 un . 
Mx 29.5 20 40 | 50 | : 
C 18 
F |12 20 
Ir e |6 47 6 — |1—38 
M bb 14 6 | 10 
C (14) 
F | 6 25 
Iv| ïi |15 22 30 1 0.5| 0.5 
F 30 
70 | , 271]I(r)| iP NH6 417 | 1—2 | 1 | 1 Pañt gar nicht in das 
is, 7 b4|li 9 —| 7 Schema. Ein Maximum ist 
iS, 14 40 | i 7 7 6 nicht zu erkennen. 
C 16 Vielleicht Ueberlagerung 
F 117 O0 zweier Beben. 
71 Aug. 1|Ir| e |7 57.0 1—2 |<05 
M 59 LUE 
F |8 5 
72 | , 21I(x)| @) |1 321 BA 00 
M 42.0 14 b | 5 
F 50 
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£ a , 
# ë a Zeitdifferenzen Bemerkungen 
= Fe (Greenwich) 
© 
| CE s m 
78 Aug. 8 |Iu|@æ) 23106 | 1-2 | oë| où Schwebungen. 
RE: (L 0 0 3b 10h 22m OZ = 22h 1m 
M 23 25 20 |20 GZ zerstürendes Beben in, 
C 16—18 Wellington, Neuseeland. 
FE |1 
244 | , 11]Irl iP |611 Ol{i 6 120107 
| 3—4 2 il S-P = 3.5 
iS 14 27 ||i 10 17 4 : 2600 km 
| 5 3 | 3 | L-P = 5.0 
L 16.0 35 :1700 km 
Mx 18.2 12 30 |80 
Me 18.9 11 60 |40 7h 59m OZ — 5h 59m GZ 
F7 5 zerstôrendes Beben in Sa- 
À mos. 
75 |, 14Iul e |410 60 
F | 40 35 |(0) 
Pal hi du M 112 15 12 4 | 6 Durch  mikroseismische 
Bewegung beeinträchtigt. 
77 |, 18lIuli(s)|e 6 20 5 |4 
(M) 51 18 15 
HS710 
78 |, 18J1r|ip 20 860|i 3 12 | 6 Durch  mikroseismische 
1S 12H98 her 6 | — Bewegung beeinträchtigt. 
L 14 32 NS. Rufschrift mangel- 
C 7 haft. 
F 50 
79 . 20 I(r)| e 113 30 6 2 
F 40 
80 » 20|Iu |(P) |21 58 23 | <0.5 |<0b 
(M) |22 45 (14) 3 
F 50 
81 | , 22] Iu | iP 1183 11 42 |i 1 : 
1 
S 2118 | 2—3 ji 
M 50 12 20 
C (10) 
F 14 0 24/25. Beide Schreibarn e 
abgeschlagen. 


83 


84 


85 


86 


87 


88 
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Charakter 


30|ILu 


Sept. 1 |I(r) 


n 


» 


n 


n 


8 | Iu 


11|ITu 


13| Ir 


13] Tu 


HA © 


œ © .® 
Ur 
LA 


HOEBDUGR Mot 


© 


HOT 


ji œ 


Le 


7 


Zeiten 


(Greenwich) 


Harald Schering, 


Perioden |Amplituden 


a 


<0.5 
2 
120 |300 
3 
b 
5 


Zeitdifferenzen 


Bemerkungen 


EW. Schreibarm abge- 
schlagen. 


NS. Schreibarm abge- 
schlagen. 


UnregelmäBige Schwe- 
bungen. 


NS. Schreibarm abge- 
schlagen. 


91 


94 


| 
| 


| 
| 


» 1%Iu 


Okt. 22| Tu 
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eP 


HABt uw 


8 


®œ 


HQE 


HQZo 


F 


HQzo® 


Zeiten 
(Greenwich) 


18 21 


1 


12 
10 


60 


10 


0.6 


80 


195 


Bemerkungen 


Sebr kleine Wellen, die 
plôtzlich auftreten und sich 
in der schwachen mikro- 
seismischen Bewegung ver- 
lieren. 

EW. Rufschrift mangel- 
haft. Zahlreiche Schwe- 
bungen. 


Aehnlich dem vorher- 
gehenden Beben. 


Vom September 30 bis 
Oktober 17 vorm. war das 
Pendel auBer Thätigkeit. 
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5) 
à 
8 
£ 
© 


(Greenwich) 


h m s s 
P, 1029 2| 0 
P. | 2945) 2-3 
iSL 30 14 10 


95 |Okt. 23|IIv 


2 
M 32.b 7 
C b 
F |11 0 
96 ov. blu | e 1 10 16 
F 3b 
97 6 }iu Fe 4 39 (8—10) 
Ô) 15 
5 (0) 
My 10.0 6 
Me 10.5 16 
C 12 
F 4ù 
98/Nov. 8 |Iu| e |7 2 30 
F 19 0 
99! , 9/IIr| (e) | 8 45 6 
L b1.b 16 
M2, 54.6 12 
Mx 57.8 7 
Mr, b8.6 7 
C (12) 
F | 415 
100 21 ul e 4 10 (60) 
ml 2 26 
C 20 


35 
65 


25 


Bemerkungen 


M ist auf EW sehr we- 
nig, auf NS sehr stark mit 
Wellen T = 25 überlagert, 
die sich auch in den Nach- 
läufern noch stark bemerk- 
lich machen. 

Zerstôrendes Beben in 
Skandinavien. 


Von Oktober 24 bis 30 
vorm. war das Pendel auBer 
Thätigkeit. 


Durch mikroseismische 
Bewegung beeinträchtigt. 

Nov. 6 4h 30m OZ — 
Nov. 5 20h 20m GZ. Zer- 
stôrendes Beben auf For- 
mosa. 
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104 


105 


106 


107 


108 


+2 


, 27 


Dez. 


ait 


Charakter 


Ir 


Iu 


2 |Ilu 


Iu 


Tu 


œ 
Has HO mo nee Ho HORD HOBtur.e 


HQBs 


Bto 


F4 


Zeiten 
(Greenwich) 


30 


15 


30 


15 
15 


Perioden |Amplituden 


11 


15 


20 


10 
25 


Zeitdifferenzen 


Pat gar nicht in das 
Schema, i, und i, sind zwei 
einzelne Wellen, die sich 
auf beiden sebr gleich- 
artigen Componenten deut- 
lich aus den schwachen 
unregelmäBigen Wellen her- 
ausheben. 

Wenig 
Maximum. 


ausgeprägtes 


Lange glatte Wellen. 


Durch mikroseismische 
Bewegung beeinträchtigt. 
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(Greenwich) 


Charakter 
Phasen 


109|Dez. 20|IIu 


10 & 
10 | 30| 20 
20—30 | 150 | 90 
20 |250| 60 
45 (300) — 
20 | — |230 
14 
110) , 21|Iu 
10 15-1051 
111) , 2]Iu 15 5| 5 
1121 , 271I(r) 22 58 10 4 1| 3 
8 16 25 |—|6 
45 
1131 , 28ÎI(r) 6 23 
x | 252 10 +10 


3b 


Zeïten Perioden |Amplituden Zeitdifferenzen 


Bemerkungen 


:9500 km 


i 15 90 |(40)| L-P = 27.5 


: 9200 km 


NS- u. EW-Componente 
sind sehr verschieden, die 
EW-Comp. zeigt starke 
Schwebungen (Ostindien ?) 


199 


Mai 


April 


März 


Mikroseismische Bewegung 1904. 
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Mikroseismische Bewegung 1904. 


É Juli August September Oktober November Dezember 
œ 
A LS 
T | Ax | T | An T T |" Ax TL AN 
1 <i <1 el 5—6| <1 | 6—7 4 
2 Al SALUITE(O) << 5—6 1 | 8—9 |5—7 
3 <1 il <i 6 |1—3| 8—6 |4—2 
4 <1 <1 Dec 6 |2—3 6 2—4 
) <1 <1 | 4—d 1 6 1 | b—6 3 
6 <1 <1 | 4—-b 1 6 |1—2| 5—6 |5—6 
AAC 4 | <1 | 45 il 5—6 2 | 5—6 |5—3 
ill 2 CH 1 <1 | 4—-5 1 6 4 | b—6 |2—1 
9RET En EL <1 | 5—6 1 5 5 | 5b—6 2 
10 <l <1 | 4—6 | <1 5—6 2 | 8—9 |6—4 
11 L 41 | 1O)et << <1| 5—6 | <1 
12 <1 |b—7 1 —5 1 4—6 |2—3 
13 cal Æil — — 4, 6—7 3 
14 <1 |4—5|1—2| (4 << 6 5 | 6—10 | 2—8 
15 <1 |4—5 1 4 &il b—6| 4/|10—-8 |7—-2 
16 <1i |4—b| <1 |(5—7)| <1 b—4| 4 8 2—1 
17| (4) | <1 <1 | 4,7 1 7 2 |4—6 2 6 1 
181 6—8 1 |4—7|11—2| 4—6 1 — | — |5—6 1 | b—6 |1—2 
19 <@l Bb | <1 | 5—7 | <1 6 2 |5—6 2 | b—6 |1—2 
20 æi il Et ET 6 1 6 7 | 6—8 12—1 
21 <4 <i <1 6 115—614-2) 4-5 | <i 
22 <1 <1 _ 5 il 4 { <1 
23 A — <A << 4 1 | 7—8 7 
24 <1 — <1 4 1 8 4—2 
25 <i <1 | 4—5 1 <1 <1 
26 <1 |5—6 1 b 1 <i 6 <il 
27 <1 DM <1 <i b 1 
28 <<! <1 <1 <1 | 5—6 il 
29 <1 <i 5 << 1 | b—6 |1—2 
30 <1 <i 5—6| < 1 |6—7 5 | 5—6 |1—2 
31 <i = = 


Datum 


© @ “I CO Qt © D 


10 


Zur Elektronentheorie. 


IT Ueber Lichtgeschwindigkeits- und Ueberlicht- 
geschwindigkeits-Elektronen. 


Von 


A. Sommerfeld. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 25. Februar 1905. 


$ 21. Uebersicht. 


In zwei vorangehenden Noten!) habe ich allgemeine Formeln 
zur Bestimmung des Eigenfeldes eines beliebig bewegten Elektrons 
und zur Berechnung der dynamischen Wirkungen des Eigenfeldes 
angegeben. Die Resultate meiner ersten Note habe ich inzwischen 
in einer Mitteilung an die Amsterdamer Akademie?) wesentlich 
einfacher abgeleitet, indem ich dieselben allein auf den Green’schen 
Satz basierte. Hier wurde auch das unterschiedliche Verhalten 
von Oberflächen- und Volumladung bei einer Bewegung mit Ueber- 
lichtgeschwindigkeit, das ich in meiner zweiten Note allgemein 
nachgewiesen hatte, für den besonderen Fall der stationären Be- 
wegung sehr einfach dargethan: da8 nämlich bei Oberflächenladung 
die Kraft des Eigenfeldes unendlich groB wird, sobald die Licht- 
geschwindigkeit überschritten ist, daf sie dagegen bei Volumladung 
stets einen bestimmten endlichen Wert hat. 

Man müchte hieraus schlieBen, daf sich ein kürperlich geladenes 
Elektron sehr wohl mit Ueberlichtgeschwindigkeit bewegen künne. 
Zwar ist bei Abwesenheit eines äuBeren Feldes die stationäre 


1) Diese Nachrichten, 1904, Note I pag. 99—130, Note II pag. 363—439. 
Vgl. auch die interessante funktionentheoretische Ableitung meiner Formeln durch 
G. Herglotz, diese Nachrichten 1904 Heft 6. 
2) Proceedings, November 1904, pap. 346—367. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1905. Heft à. 15 
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Fortbewegung mit Ueberlichtgeschwindigkeit auszuschliefen, weil 
dieselbe fortgesetzt eine Kraftzufuhr von dem Betrage (s Gl1. 65) 


9e? c 
B=-p= rl) 


im Sinne der Bewegungsrichtung erfordert. Wobhl aber kônnte 
sich eine môgliche kräftefreie Bewegung unter den verzügerten 
oder gar unter den beschleunigten Bewegungsformen finden. Pag. 
409 meiner zweiten Note habe ich mich vermutungsweise dahin 
geäuBert, daf die kräftefreie Ueberlichtgeschwindigkeits-Bewegung 
eine ,sebr rasch sich selbst beschleunigende“ sein môchte. Eine 
Andeutung in diesem Sinne lieferte das Vorzeichen der elektromag- 
netischen longitudinalen Mafe, welches bei Ueberlichtgeschwindigkeit 
negativ wird. Mit Sicherheit ist aus diesem Umstande allerdings nur 
zu schlieBen, daf eine quasi-beschleunigte Bewegung bei Ueberlicht- 
geschwindigkeit einen geringeren Zwang, eine kleinere Kraftzufuhr 
nôtig macht wie eine quasi-verzôgerte Bewegung. Dagegen ist der 
Schluf auf die Môglichkeit einer kräftefreien Selbstbeschleunigung 
eine unberechtigte Extrapolation, wie ich 1. c. ausdrücklich her- 
vorhob. 

Nachdem ich mich lange vergeblich bemüht hatte, eine kräfte- 
freie (beschleunigte oder verzügerte) Ueberlichtgeschwindigkeïts- 
Bewegung zu entdecken, habe ich mir schliesslich durch ein eigen- 
tümliches graphisches Verfahren ($ 24 dieser Arbeit) klar gemacht, 
daf weder eine dauernd beschleunigte noch eine dauernd ver- 
zôgerte Bewegung môglich ist, und zwar deshalb, weil die Integral- 
gleichung, welche den kräftefreien Bewegungsverlauf beherrscht, 
keine Lôüsung besitzt. Ein analytischer Beweis für die Nicht- 
existenz dieser Lôsung wäre erwünscht; doch scheint mir auch 
die graphische Schlufweise zwingend. Diese letztere klärt zu- 
gleich das Negativ-Werden der MaBe auf: der Bedarf an Kraftzufuhr 
sinkt in der Tat (vgl. Fig. 13 und $ 25), wenn man von einer 
wenig verzügerten zu einer wenig beschleunigten Bewegung über- 
geht, ohne indessen für irgend eine Beschleunigung auf Null her- 
abzusinken — aufer in dem trivialen Falle einer unendlich grofen 
Beschleunigung. 

Es dürfte dieses ziemlich das einzige bekannte Beispiel sein, 
in dem ein vernünftig gestelltes physikalisches Problem keine 
Lôsung zuläft und wir den Vorgang wegen dieser Nichtexistenz 
einer Lüsung für unmüglich erklären müssen. 

Die folgende Schwierigkeit sei ausdrücklich hervorgehoben. Wir 
künnen theoretisch durch endliche Kräfte ein kôrperlich geladenes 
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Elektron auf Ueberlichtgeschwindigkeit bringen. Man wird billiger 
Weiïse fragen dürfen, wie sich das Elektron bewegt, wenn die 
Kräfte plôtzlich entfernt werden. Nach unseren Ergebnissen kann 
es weder mit constanter, noch mit zunehmender, noch mit ab- 
nehmender Geschwindigkeit weiter fliegen. Es bleibt wohl nur der 
Ausweg offen, anzunehmen, da das Elektron bei plôtzlicher Ent- 
fernung des Zwanges plôtzlich auf Unterlichtgeschwindigkeit sinkt. 
Hierzu ist noch Folgendes zu bemerken: Die plôtzliche Freilassung 
des Elektrons widerspricht eigentlich der Maxwell'schen Theorie; 
denn die Kräfte, welche das Elektron auf Ueberlichtgeschwindigkeit 
geführt haben, müssen von einem elektrischen Félde ausgehen und 
dieses kann nicht plôtzlich entfernt werden, sondern sich nur mit 
Lichtgeschwindigkeit zerstreuen. Hierdurch kann der plôtzliche Ab- 
fall von Ueberlichtgeschwindigkeit auf Unterlichtgeschwindigkeit 
gemildert werden. 

Uebrigens läft sich die Unmôglichkeit der Ueberlichtgeschwin- 
digkeits-Bewegung vom energetischen Standpunkte aus ohne weiteres 
recht plausibel machen. Man kann sagen: Eine bewegte Ladung 
sendet allemal Energie aus. Wenn die Bewegung mit Ueberlicht- 
geschwindigkeit erfolgt, so mu die ausgestrahlte Energie teilweise 
verloren gehen, da die elektromagnetische Energie nach allge- 
meinen Erfahrungen nur mit Lichtgeschwindigkeit fortschreiten 
kann. Der Verlust aber muB durch Arbeitsaufwand gedeckt 
werden; d. h. eine Ueberlichtgeschwindigkeitsbewegung kann nicht 
kräftefrei erfolgen. Haben wir es andrerseits mit Unterlicht- 
geschwindigkeit zu tun, so liegt die Môglichkeit vor, daf die aus- 
gestrahlte Energie von dem Elektron wieder aufgefangen wird, 
was z. B. bei der stationären Bewegung tatsächlich zutrifft. 

Die Müglichkeit, das Elektron auf Ueberlichtgeschwindigkeit 
zu bringen und eine Zeit lang in dieser zu erhalten, wird in den 
nächst folgenden $$ 22 und 23 besprochen. Die Ergebnisse von 
P. Hertz!) die sich auf Unterlichtgeschwindigkeit beziehen, werden 
hierbei wiedergefunden. So wie diese Ergebnisse eine môgliche 
Vorstellung von der Abschleuderung der B-Strahlen des Radiums 
geben, so sollte die plôtzliche Erzeugung von Ueberlichtgeschwin- 
digkeit nach meiner ursprünglichen Ansicht mit der Entstehung 
der ‘y-Strahlen zusammenhängen. Nach den vorangehenden Be- 
merkungen ist dies indessen unzutreffend: Die y-Strahlen kôünnen 
nicht mit Ueberlichtgeschwindigkeit bewegte Ladungen sein, da 
solche Bewegungen im kräftefreien Felde überhaupt unmôglich sind. 


1) Untersuchungen über unstetige Hewegungen des Klektrons. Diss. Güt- 
tingen 1904. 
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Auch die Annahme, da die y-Strahlen Lichtgeschwindigkeits- 
Elektronen wären, läft sich kaum halten. Ich zeige nämlich im 
$ 26, da Lichtgeschwindigkeits-Elektronen im magnetischen Felde 
ablenkbar sind und daB die scheinbare Nicht- Ablenkbarkeit, die 
man aus den Formeln der quasi-stationären Bewegung zu folgern 
versucht sein kônnte, eine ungerechtfertigte Extrapolation ist. Die 
Abhängigkeit des Ablenkungsgesetzes von a (Elektronenradius) 
und » (Bahnradius) wird dabei eine ganz andere (logarithmische) 
wie bei Unterlichtgeschwindigkeit. Allerdings hôrt auch die 
(näherungsweïise) longitudinale Kräftefreiheit der Bewegung bei 
der Annäherung an die Lichtgeschwindigkeit auf. Die Ausstrah- 
lung, die das Auftreten einer longitudinalen Kraft bedingt und 
die bei Ueberlichtgeschwindigkeit von der Ordnung &’/a wird, 
erweist sich bei der Annäherung an die Lichtgeschwindigkeit von 
der Ordnung e*/a”sr%s. Aus diesem Grunde wird das Resultat über 
die Ablenkbarkeiïit der Lichtgeschwindigkeits-Elektronen im Magnet- 
felde etwas illusorisch, da diese Ablenkung auBer dem Vorhanden- 
sein eines transversalen Magnetfeldes auch eine longitudinale 
Kraftzufubr in der Bahnrichtung voraussetzt. Welche Bewegung 
eintritt, wenn diese Kraftzufuhr nicht vorhanden ist, wird durch 
die Rechnungen des $ 26 nicht entschieden. 

Im Ganzen scheinen also die theoretischen Ueberlegungen da- 
für zu sprechen, daf man, sofern die experimentelle Forschung 
keine Gegengründe beibringt, wieder auf die ursprüngliche Auf- 
fassung der y-Strahlen als Rôntgeneffekt bei der Abschleuderung 
der B-Strahlen zurückkommen wird. 


$ 22. Plôteliche Erzeugung von Unterlichtgeschwindigkeit. 


Das Elektron sei zur Zeit {<0 in Ruhe, erhalte zur Zeit 
t — 0 die Geschwindigkeit v < c und behalte diese für 40 nach 
Richtung und GrôüBe bei. Wegen der späteren Ausdehnung auf 
Ueberlichtgeschwindigkeit setzen wir schon hier Volumladung 
voraus. Die in jedem Zeitpunkte erforderliche Kraft % berechnet 
sich nach der für beliebige geradlinige Bewegung gültigen G1. 64’ 
meiner zweiten Note. Hierin bedeutet f die folgende Funktion: 


1 : x \? x \° x 5 
102) fx) = + (a) (- 1+5 (5 —5 (2) + (5) } 
Wir setzen 
1 8 2 MD. \-: “A HAN 
103) f(x) — & (2a) (—1+2"9(x)), g(x) = (2a) (5 — D ie (&) | 
und spalten % in drei Teile I, II, III, indem wir nach 64”) schreiben: 
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es TT ETEL 


r: is cdt 
=), rm 


T 


4 à 2 
104) II — fi (EE 2 . z ‘4) dt, x = cr+T 
0 


E C—v,, d(x°g) c 
nm = f es Le 7 9)às = çcrT—T, 


Tr bedeutet die von dem Zeitpunkte { aus rüickwärts gerechnete ver- 
gangene Zeit, T den im Intervall + zurückgelegten Weg des Mittel- 
punktes. Nach den eingangs gemachten Angaben haben wir bei 
positivem é 


top Ti vr 
= OUT, ve: 


Die Bedeutung der Grenzen 
r',t'ist aus Fig. 8 ersichtlich. 
In dieser sind zur Abscisse 
ct die beiden Linienzüge O0 AB 
und OCD mit den Ordinaten 
x = cr+Tundx = c—-T 
aufgetragen, wobei die Eck- 
punkte À und C zur Abscisse 
P ct gehôüren. Der Verlauf von 
+ Fr Van œ = «x und æ = T ist durch 
cT die punktirten Linien OR und 
: OPQ angedeutet. Die Glei- 

F ig. 8. chungen der verschiedenen Ge- 
raden 04, AB etc. sind zufolge der Bedeutung von T': 

OA:x = (c+v)r, AB:x— cT+rvt, 
OC: x = (c—v)r, CD: x — cr —vt. 
Wir schneiden unsere beiden Linienzüge mit einer Parallelen zur 
Abscissenaxe im Abstande 2a von derselben und erhalten nach 
G1. 52) in den Abscissen der Schnittpunkte die Grôfen cz’ und ct”. 
Hierbei sind drei Lagen jener Parallelen zu unterscheiden : 
Erste Lage oberhalb À 


2a > (c+v)t, also { < — 


108) | fürvr = tr er 


us 1 1 ACTA | 


v? 
105) T = (Bar) T = 2 (Ba+ 0). 


[= 
ra 
* 
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Zweite Lage zwischen À und C 


24 2a 
(c—v)t <2a<(c+v)t, also , = Ve rt 
! l'OL 3 2a " 1 
106”) dre Pa (On tre 


Dritte Lage unterhalb C 
2a << (c—v)t, also THERE 
C—v 


106”) Pier Re EN te 
c+v C— 


Entsprechend diesen drei Lagen werden wir drei Zeïtinter- 
valle unterscheiden. Es kommt auf dasselbe hinaus, ob wir uns 
t continuirlich von O0 aus wachsend denken, oder, unter Festhaltung 
des Punktes cé der Abscissenaxe, die nach der Ordinatenaxe ab- 
getragene Länge 2a continuirlich abnehmen lassen. 

Erstes Intervall: {<2a/(c+v) 

Zwischen r — r' und tr — 1” ist T'—vt. Daher wird nach 106): 


I =f dre or) à 2, 


A QUE v't vt 


In den Integralen II und III ist die Integration von 0 bis x’ bezw. 


T” zu zerlegen in eine Integration von 0 bis { und eine zweite 
von # bis s’ bezw. t’. In den Variabeln x = cr + T bezw. 
x — cr— T entspreche dem Zeitpunkte { der Wert 


x, = (c+v)t bezw. x, — (c—v)t. 


Wir erhalten dann wegen 105), wenn wir 7 und r durch x aus- 
drücken : 


T, œ 
TRI db (e Stop) +0 | gdx 
() 0 dx ) 0 


2a 2a 
1 je d(x° 9) 1 Le : 
% vt _ dx HS ve 2 ds 


C+v 
Eee (X9 — —5— a gas + A CA C)Pe 
— (x y), — l F x’ gdx. 

l ETAT 2, 
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Hier hebt sich das erste gegen das vierte Glied, weil (x°g), — 
(c+v)t(æg):,. Da ferner nach GL. 108) (2° g),, — 1 ist, so wird 


il c—1 L 1 É 
EL FES gdx — sf z* gdx. 
T1 


Ganz entsprechend hat man: 


il Leu 9 2a 
I mr 750 Ft ne nue À 2" gdx 
0 v GE 


und schlieBlich 


1.1 Ta 
10 0e rennes Cf que ef ogar. 
LA Er 


Zweites Intervall: 2uf(c+v) << 2a/(c—v). Indem wir 
die Integration in I in zwei Teile zerlegen, haben wir mit Rück- 
sicht auf 106’): 


‘à x! 
dr cdt CE LPO ON 1 (A CAR à) 
: SA bed VE = (5-74 Tr. 
c(c+v) 2c—v , 2a 
A. ue ob i v'E 


Das Integral II wird jetzt, da tr’ <t und eine Zerlegung des- 
selben nicht in Betracht kommt: 


2a 2a 
__ c+v dg | ne 
LS J (2 mt) J gèx 


2a 
: : c? ist v°? C + vŸ c? 2 v° 
a; Frs + ; (Xÿ)as — T fx gdx — — —; L gdzx. 
0 0 


Das Integral III lautet wie vorher 


IT = + ie bi gdx + #f x gdz. 


Somit wird bei passender Zusammenfassung : 


ar Cv 2c 2a 
él drones ve 


f mL? ef. gdx — #7 [. x" gdx. 
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Drittes Intervall & => 2a/(c —v). 

Da unsere die Integrationsgrenzen bestimmende Gerade in 
diesem Falle unterhalb des Punktes C in Fig. 8 verläuft, so kommen 
nur solche Zeitpunkte r für die Berechnung von % in Betracht, 
in denen sich das Elektron bereits mit der constanten Geschwindig- 
keit v bewegt hat. Der Einflu8 der ursprünglichen Rubhe ist voll- 
ständig verschwunden und % erhält denjenigen Wert, der der 
stationären Bewegung entspricht, nämlich 
107”) S = 0. 

Zusammenfassend bemerken wir, da8 im ersten Intervall % nach 
107) als ganze Funktion vierten Grades von { dargestellt ist; dañ 
& im zweiten Intervall eine rationale Funktion ist, welche die 
Potenzen von {"* bis {** enthält. Die gefundenen Ausdrücke 
stimmen mit denen von P. Hertz genau überein. Zur Veran- 
schaulichung derselben diene Fig. 9. 


f © 
1 6 
\ 
J 


Fig. 9. 
Hier sind als Abscissen bezw. Ordinaten die reinen Zahlen 
108) tn = 


aufgetragen. Die den einzelnen Curven beigegebenen Zahlen- be- 
deuten das Verhältnis B — vf Die Curvenpunkte werden am 
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bequemsten aus den folgenden Ausdrücken berechnet, die sich 
aus 107) und 107’) unmittelbarbar durch Ausführung der Inte- 
grationen ergeben: 


2 1 1 
PAT APS Enhres Te DC 
Erstes Intervall: f ep | +(5 + 5 p}el 
1 1 8 1—f° 


Zweites Intervall: Î = THprt Bt 8 F. 
tr x 1 1 ; 
+ {5 (8 (2428) A8) + TL +EOD | 
Drittes Intervall: f — 0. 
Die strichpunktirt gezeichnete Linie entspricht der Licht- 


geschwindigkeit (8 — 1). Für unsere bisherigen Erôrterungen 
kommen nur diejenigen Curven in Betracht, welche unterhalb jener 
Linie verlaufen (8 — 4}, 4, 3). Man sieht, wie mit wachsendem 


B die GrüBen der Ordinaten und gleichzeitig diejenigen Abscissen- 
bereiche wachsen, in denen f von Null verschieden ist. In dem 
Grenzfalle 8 — 1 reicht dieser Bereich sogar bis ins Unendliche. 
Die Endpunkte unserer drei Intervalle sind auf jeder Curve durch 
ein Kreuz markirt. Die zwischen der t-Axe und der f-Curve ent- 
haltene Fläche ist der Arbeit proportional, die beim Abschleudern 
zu leisten ist. Diese Arbeit darf aber nicht momentan, im Augen- 
blick des Abschleuderns, auf das Elektron übertragen werden, wenn 
anders von Anfang an eine gleichfürmige Geschwindigkeit ent- 
stehen soll, sondern ist während eines endlichen aus unserer Figur 
ersichtlichen Zeitintervalles nach einem bestimmten in unserer 
Figur dargestellten Gesetze zu verrichten. Das Zeitintervall, in 
dem Arbeit zu leisten ist, wird sogar unendlich gro, wenn gerade 
die Lichtgeschwindigkeit entstehen soll. 

Die hier gezogenen Schlüsse sind bereits aus den Unter- 
suchungen von P. Hertz bekannt. Dieser geht insofern umgekebrt 
wie wir vor, als er in erster Linie die Arbeit bestimmt und aus 
dieser den Kraftverlauf durch Differentiation ableitet, während 
wir aus dem angegebenen Kraftgesetz die Arbeit durch Flächen- 
messung gewinnen kônnen. 


$ 23. Plüteliche Erzeugung von Ucberlicitgeschwindigkeit. 


Das Elektron setze sich zur Zeit té = O mit der des Weiteren 
constant gehaltenen Geschwindigkeit v > c in Bewegung. 

Wir haben zunächst Fig. 8 sinngemäB abzuändern. In Fig. 10 
(s. die folgende Seite) sind zur Abscisse cr die Linien x = «x 
und æ = T als Linien OZ und OFQ0" eingetragen und zwar 
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L 


Fig. 10. 


haben wir längs OP: x — vtr, längs PQQ': x — vt. Der Punkt 
Q hat die Abscisse er — vt. Aus OR und U/Q setzt man die 
Linienzüge O0AB und OUDE zusammen, welche die Beziehungen 
x = T+cr und x — |T—cr) darstellen. Offenbar ist: 

längs OA : x = (v+ cr, längs AB : x = vt+ cr, 
CO PRE )r PF} CD : x = vt— er, 
7” DEF = rot. 

Der Punkt D unserer Figur, der ebenso wie Q zur Abscisse 
cr — vt gehôürt, bildet die Grenze unterhalb deren die Formeln 
für Ueberlichtgeschwindigkeit (T'= cr), oberhalb deren diejenigen 
für Unterlichtgeschwindigkeit (T < cr) in Anwendung kommen. 

Die Grenzpunkte der Integration werden wieder durch eine 
Parallele zur Abscissenaxe im Abstande 24 ausgeschnitten. Indem 
wir den Maafistab veränderlich wählen, unterscheiden wir drei 
Lagen dieser Parallelen und dementsprechend drei Zeitintervalle. 


” 


Erstes Intervall: 2a > (v+ cf, pe 
1 n 1 
109) Re (2a— ut), T” — = (2a + rt) 


Zweites Intervall: (v—c)t< 2a<(v+c)t, 


24 24 ; 2a 
LL = es, To 
v+c Vv—C v+cC 


109") T — es (2u + vt) 
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2a 


Lam C 


Drittes Intervall: 2a<(v—c)t, t < 


Hier tritt das Besondere hinzu, daf es nicht zwei, sondern vier 
Schnittpunkte giebt. Die beiden zu kleinsten Abscissen gehôrigen 
môügen wieder t', tr” heifen; sie bestimmen sich zu 


2a LS 2a 
T 


v+c?  v—c 


110) CS 


Die beiden folgenden môügen +, und r, heiBen. Sie bestimmen sich 
daraus, daf vé— cr, — 2a und cr,— vf — 2a, woraus folgt: 


110’) = (24) +, = (0t+ 2). 


Auf die Môglichkeit von mehr als zwei Grenzpunkten der Inte- 
gration war in meiner zweiten Note zwar hingewiesen, aber es 
war kein Beïispiel hierzu gegeben. Die Ableitung der Formel 64’) 
zusammen mit der Definition der Funktion f aus Fig. 3 (pag. 391) 
zeigt nun unmittelbar, dafi beim Vorhandensein der weiteren 
Grenzpunkte +, uud 7, zu dem Integral von 0 bis r” ein zweites 
ebenso gebildetes Integral von +, bis r, mit dem gleichen (nega- 
tiven) Zeichen hinzukommt. 
Wie im vorigen $ setzen wir: 


—— = —1+11+ II 


und geben die Werte I, Il, III speciell für den Fall des dritten 
Intervalles an. Die entsprechenden Werte für das erste und 
zweite Intervall folgen dann einfach durch Unterdrückung der 
von 7, bis 7, geführten Integrale. 


I — ed #10 Cr 

1p2 2 T° 

à C+ dr d (x? q C : 
Le J . Es nes o)dr par a 


. nr 0 
TT L (= $ Fe SD sr ‘4) dr 
0 


AREA 167. rl 


Das Ep en in dem Ausdrucke von III hat seinen 
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Grund in der Vorschrift des absoluten Betrages, die in G1. 64’) 
ausgedrückt war. Dieser Vorschrift entsprechend ist unsere 
Variable x gleich +(T—cr) oder gleich —(T—cr) zu wählen, je 
nachdem T cr oder T<cr ist d. h. je nachdem cr < OD oder 
> OD ist. Gleichzeitig ist die in Gl. 64’) vorgesehene Diffe- 
rentiation — 0/01 zu ersetzen durch — d/dx oder + d/dx, je nach- 
dem 7er oder T<vcr, was in den vorstehenden Gleichungen 
angedeutet ist. 

Erstes Intervall: é<2a/(v+c). Die Definition der Be- 
standteile I und IT in (111) unterscheïdet sich, da das Integral 
von 7, bis r, vorläufig in Fortfall kommt, durch nichts von der- 
jenigen im vorigen $. Wir haben daher wie dort für das erste 
Intervall : 


æ 2a 
= se II Se À gdx — _ J. x’ gdx 
mit æ, = (v+c)t. 

In dem Integral IIT ist die Integration von 0 bis +” in drei 
Teile zu zerlegen nämlich in eine erste von 0 bis {, in eine zweite 
von # bis vt/c und eine dritte von vwé/c bis tr”. Die erste Inte- 
gration erstreckt sich über idie Abscissen der Linie OC unserer 
Fig. 10, die zweite über diejenigen der Linie CD, die dritte über 
diejenigen jenseits D. Führen wir unsere Variable x — +(T— ct) 
ein und kennzeichnen wir jene drei Teilintegrationen durch die 
Endwerte von x, so haben wir: 


O<x<x, 2, = (v—ct, = (v—c)r, v,, =», 
v 

æ; 
v—C 
2,10) x = u—cr, 100, = 0, ,T=v; 
O<r<2a, =. tvlhrese!0, | Their. 


T== 01 — 


Somit erhalten wir nach (111): 


cv [* dy _. €) 
1e — (25 L +29) de “ M. 
Pro 

0 

Le 9) à ee x’ gdx 
v # 

2a 
] 
4 z'gdx 
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—v ve [3 
(xg es LL v° - :l 9 dx 
0 


1 
ot (Ca Ven ss = (&° )sa + + x PE | 


Hier hebt sich noch das erste Glied gegen das dritte und es wird 
wegen 103) (29), = 1. Somit bleibt 


ss Le Ta 2a 
IL = DE = = Free il + f x” gdx ?- 
0 vtr lo 0 


dt () 
Im Ganzen haben wir einfach: 


| Tu 
112) 


3e 2 


2'—c° Ra | 1 [” [æça 
nn: [+ OS Er, Peug PPEST ITA 


Zweites Intel : 2a/(v + c) <t< 2a/(v — 0). 
Wiederum stimmen die Integrale I und II mit den im vorigen 
S für das zweite Intervall abgeleiteten Werten überein: 


1 = <C+e) 2c—v 2a Pen tratel Sr FE 


av v't vi con ME O1 © 


Andererseits ist der Wert von IIT identisch mit dem soeben für 
das erste Intervall angeschriebenen Wert. Man hat daher im Ganzen 


20xa ul ce 0 2c 2a 
DE NE DSC ous SA 


2av 

112) | + Ts T3 
TETE gaz } + rl 1e x” gdx }- 
Drittes Intervall: => 2a/(v—c). Hier tritt in I und III 
das Integral von 7, bis r, neu hinzu, welches der bei D gelegenen 
Ecke unseres Linienzuges OCDE entspricht. Indem wir beachten, 
da8 T = vr für 0O<r<7r und T = vt für r, <r<r, ist, finden 

wir unmittelbar aus 110), 110’) und 111): 


Ÿ cd # cdr CA À 1 ct, —t,) 
Le J v°r° + [ PA 0 (o-)+ DL 
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2 2a 
IT te f (o52 +2g)à AIG d' gdx 
c+v v—0c . 
T0 v? 0 gi 


Hinsichtlich des doppelten Vorzeichens im Ingrale II ist zu 
beachten, daB das Minus-Zeichen in 111) nur gilt bis zu dem zum 
Punkte D gehôrigen Werte von rt, daf dagegen für grôBere tr, wo 
ex > vt ist, das Plus-Zeichen zu verwenden ist. Das Integral von 
z, bis r, zerlegt sich daher noch in zwei Teile, nämlich, in der 
Variabeln x = +(v{— cr) geschrieben, in ein Integral von 2a bis 0 
und ein zweites von O bis 24 Im (Ganzen hat man 


re ie ro ie 
II = —- ! Ce + 2 g)de + 9 J qgdx 
? 2/0 
0 2a 
1 [ d(x'g) 1 up ne 9) à ul : 
v—c vi g« + 
Er sn f gdx + 15 je x gdx 
also 
EG = -1+U+IUT 
2a 2a 
v— c° v°—c da 22 rl 
+: +2 3 1. dx — ——— nCTTNEE x" 4dx. 


Nach der Bedeutung von 4 (Gl. 103)) ist dieses : 


COMORES tr 


1e Dee Mo ser Papa 


Hier liefert der erste Term, der für nicht zu kleines f aus- 
schlieBlich in Betracht kommt, die in dem einleitenden $ 21 ge- 
nannte und früher von mir abgeleitete Kraft des Eigenfeldes bei 
rein stationärer Bewegung. Der zweite Term, der asymptotisch 
für wachsendes { verschwindet, stellt sozusagen eine Rückerinne- 
rung an die ursprüngliche Ruhe des Elektrons dar. Seinen grôfiten 
Wert hat dieser Term für den kleinsten Wert von f{, der noch 
zu unserem dritten Intervalle gehôrt, nämlich für £ — 2u/(v— 6); 
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aber auch .in diesem Zeitpunkte ist das Verhältnis des zweiten 
zum ersten Term klein, nämlich gleich 


LE, Vas 
9 v+c 

Wir künnen nun Fig. 9 für das Gebiet der Ueberlichtgeschwin- 
digkeit vervollständigen. Zunächst schreiben wir unsere Ergebnisse 
112) in die Variabeln t und f (GI. 108)) um, indem wir die Inte- 


grationen ausführen. Wir erhalten leicht : 


Erstes Intervall: 
Là Qi 
re Last 14 À G (GA + 169 — 1) 


l'ORRCNET 
Ts LT: AN Ur 


+5 {3 6-0 +281 +894 80) (+58) 


Zweites Intervall: f — — 


se B—1 1 
Fan roue 

Wie man sieht, füllen die Kurven, die man der Reiïhe nach für 
B=> 1 erhält, das ganze Feld der Figur 9 zwischen der strichpunk- 
tierten Kurve, die der Lichtgeschwindigkeit entspricht, und einer 
im Abstande 0,75 von der Abscissenaxe gezogenen Parallelen, die 
den Kraftaufwand bei unendlich grofer Geschwindigkeit darstellt, 
lückenlos und stetig aus. Mit wachsendem 8 schrumpft unser 
erstes Intervall immer mehr zusammen. Auch unser zweites Inter- 
vall, welches sich für 8 — 1 ins Unendliche ausdebnte, reducirt 
sich für B — © auf Null. Die Kreuze, welche den Endpunkten 
dieser Intervalle auf unseren Kurven entsprechen, sind der Ueber- 
sichtlichkeit wegen durch je eine punktirte Curve verbunden. Der 
wesentliche Unterschied zwischen Unter- und Ueberlichtgeschwin- 
digkeit zeigt sich in unserem dritten Intervall Während hier Î 
bei B<1 Null ist, nähert sich f bei 81 sehr rasch dem con- 
stanten, endlichen, von Null verschiedenen Werte, der der statio- 
nären Bewegung mit Ueberlichtgeschwindigkeit entspricht. Es ist 
sonach unmôglich, eine stationäre Bewegung mit Ueberlichtge- 
schwindigkeit dadurch einzuleiten, daf man das Elektron auf einer 
endlichen Wegstrecke mit einer gewissen Kraft führt, was zur 
Erzeugung von stationärer Unterlichtgeschwindigkeit ausreicht. 
Viclmehr mu die Führung fortgesetzt weiter wirken. 


Drittes Intervall: f 
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Hiermit hängt es zusammen, daf wir nicht, wie bei Unterlicht- 
geschwindigkeit, schlechtweg von dem Arbeitsaufwande sprechen 
kônnen, der zur Erzeugung der Ueberlichtgeschwindigkeitsbewegung 
erforderlich ist. Wohl kôünnen wir aus der Fläche zwischen unserer 
f-Curve und der Abscissenaxe die Arbeit entnehmen, die während 
jedes endlichen Zeitintervalles zu leisten ist. Diese Arbeit nähert 
sich aber mit wachsendem t{ nicht einer endlichen Grenze, sondern 
wird unendlich gro. 

Die nähere Betrachtung von Fig. 9 legt es nahe, zwei 
Wirkungen zu sondern, eine Trägheits- oder Beschleunigungs- 
wirkung und eine Strahlungs- oder Geschwindigkeitswirkung. Die 
erstere zeigt sich in der Erhebung unserer Curven zu Beginn des 
Vorganges, die letztere bei den Ueberlichtgeschwindigkeitscurven 
in dem schlieflichen von Null verschiedenen Endwert der Ordinaten. 
Bei Unterlichtgeschwindigkeit ist die Trägheitswirkung maBgebend 
und kommt die Strahlungswirkung schliefilich in Fortfall. Bei 
kleiner Ueberlichtgeschwindigkeit (etwa B<3), prägt sich die 
Trägheitswirkung in dem anfänglichen Maximum unserer Curven 
noch deutlich aus. Bei groBer Ueberlichtgeschwindigkeit dagegen 
überwiegt die Strahlungswirkung so sehr, daf das anfängliche 
Maximum in den immer steiler werdenden Anstieg der Curve ver- 
schmilzt. Für B — © ist dieser Anstieg unendlich steil und 
unsere Curve geht in den rechteckigen Linienzug über, der sich 
aus einem Stück der Ordinatenaxe und einer Parallelen zur Ab- 
scissenaxe zusammensetzt. 


$ 24. Allgemcine graphische Behandlung der Bewegungen mit 
Ueberlichtgeschwindigkeit. 


Die analytische Bebandlung einer nicht stationären oder nicht- 
quasi-stationären Bewegung des Elektrons wird recht umständlich. 
Im Falle einer gleichfôrmig beschleunigten Bewegung habe ich 
bei Oberflächenladung die Untersuchung in $ 17 meiner zweiten 
Note soweit durchgeführt, daB ich die Kraft % ohne Integral- 
zeichen durch elementare Funktionen der Geschwindigkeit und 
Beschleunigung ausdrücken konnte. Bei Volumladung hat man 
entsprechend von der mebrfach genannten Gl. 64’) meiner zweiten 
Note, für beliebige geradlinige Bewegungen gültig, auszugehn, indem 
man daselbst ein bestimmtes Bewegungsgesetz, z. B. gleichfôrmige 
Beschleunigung, zu Grunde legt. Die Rechnung wird recht unüber- 
sichtlich und insofern unbefriedigend, als sie im Speziellen bleibt: Jede 
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Abänderung des Bewegungsgesetzes wiürde eine Abänderung der 
Rechnung mit sich bringen. 

Demgegenüber legt die Natur der Gl. 64’) als ,Integral- 
gleichung“ ein graphisches Verfahren nahe: die Bestimmung von 
& auf Flächenmessung zurückzuführen. Auch übersieht man bei 
diesem Verfabren leichter, welchen Einflu8 eine Abänderung des 
Bewegungsgesetzes auf den Wert von % ausübt. 

Für die graphische Behandlung ist es zunächst wichtig, alle 
vorkommenden GrüBen auf reine unbenannte Zahlen zurückzuführen. 
Indem wir gewissermaBen den Elektronendurchmesser 2a als Längen- 
einheit unserer Construktion einführen, ersetzen wir den ,Lichtweg“ 
ct, den ,Elektronenweg“ 7, sowie die Aggregate [er + T| durch 
die folgenden ZahlengrôBen: 

“y HET. 


65 % : | ser T2 
EE ni 0 bre D = S+s PR 0 ml 


Ferner benutzen wir, wie in den vorangehenden $$, die mit % 
proportionale ZahlengrôBe: 


Ana? 


= — 3e ÿ- 


Mittels der in Gl. (103) eingeführten Funktion g schreibt sich dann 
G1 (64) zunächst + folgt : 


î = OR nu if + A4 TE [0 ds 


+ [ Leo E+ [ro & à) 


Damit alles maaBstäblich bequem wird, führen wir noch ein: 


d A 
a Ca @) = 107 (y), AG) = 1 y + SV", 
y 
114) : 
gg) = 5k(), kG@) = 1—-y+5 y 


und in der gleichen Bedeutung (z) und #(2). Man erhält dann Î 
aus den folgenden fünf FlächengrüBen : 


F,= d re [iv hs à = frofe 
| ef h(e) &dz, F, = RCE) À ds 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1905. Heft 3 16 
[40 


116) 
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mittels der Formel: 


1 1 1 
116) f = 56 tes E+ET+SE 
Von unseren fünf Flächengrôfien sind F,, F, und F, über der 
Abscisse s, F, und F, über der Abscisse y und z zu construiren. 
S geben wir uns graphisch als Funktion von s und künnen daraus 
leicht die graphische Abhängigkeit S von y oder S von # ent- 


nehmen. Es handle sich 


a) um eine verzôügerte Bewegung. 


Die Curve, welche S als Funktion von s darstellt, ist dann 
nach der Abscissenaxe convex; sie ist insbesondere eine gewühn- 
liche Parabel zweiter Ordnung, wenn wir die Verzôgerung (—}) 
als constant annehmen. Die Geschwindigkeit zur Zeit é—7t wird 
in diesem Falle 


VER CEE DT 


und der Elektronenweg 


t 
) 
18= il cr mr, 
t—=T 


somit 
DS ee te ho ND mn Co To LE 

117) VAT as — Bs—7ys, y c 

Das Geschwindigkeitsverhältnis 8 nehmen wir im Folgenden 
durchweg gleich 2 an; wir untersuchen also die Môglichkeit des 
Durchgangs durch die doppelte Lichtgeschwindigkeit, zunächst bei 
verzügerter, später bei beschleunigter Bewegung. Das ,Be- 
schleunigungsverhältnis“ y ist in der Figur 11 zunächst gleich 
— 1 gewäblt und wird im Folgenden variirt werden. Man be- 
achte, da8 y — —1 schon eine äuBerst starke Verzôgerung be- 


deutet. Mit y — —1 wird nämlich p — 0, d. h. die Ge- 


schwindigkeit sinkt in derjenigen Zeit ac, in der das Licht den 
Radius des Elektrons überstreicht, um c herab. Wir haben eine 
so starke Verzügerung deshalb gewählt, weil sich bei erheblich 
geringerer Verzügerung kein nennenswerter Unterschied gegen 
den Fall der stationären oder quasi-stationären Bewegung ergeben 
würde. 
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In Fig. 11a verzeichnen wir zunächst zur Abscisse s die 
Curve S — 2s +5, sowie die Curven y — S+5, 2 — S—5s. Aus 
letzteren werden die Grenzen s', s” durch die Gerade 1...1 im 
Abstande 1 von der Abscissenaxe ausgeschnitten. Wir bilden 
uns ferner leicht auf graphischem Wege die Curve 1/S*, welche 
unsere Fläche Æ, nach oben hin begrenzt. Die Fläche F, ist, 
ebenso wie in den folgenden Fig. F,...F, durch Schraffirung her- 
vorgehoben. Wir bestimmen Æ, ebenso wie später F,...F, mit 
dem Planimeter. Die Flächeneinheit ist als Quadrat O0 1 1s in 
dieser Figur und ähnlich in den folgenden eingetragen. 


F,— 0,31 
Fig. 11a. 


In Fig. 11b zeichnen wir über der Abscisse y für den Be- 
reich y — O0 bis y — 1 die Curve k, vgl. G1. (114). Aus  con- 
struiren wir .y/S, indem wir das Verhältnis zusammengehôüriger 
(d. h. zu gleichem s gehôriger) Werte y und S aus Fig. 11a ab- 
greifen. Für s — 0, wo dieses Verhältnis 0/0 wird und sich aus 
der Figur nicht direkt bestimmen läfit, liefert die Definition von 
y und S$ als Grenzwert in unserem Falle (8 — 2): 


UD br Arest,0 
Élu Nana 2. 

In Fig. 11c ist zunächst über der Abscisse y zwischen 0 und 1 die 
Funktion z(y) nach G1. (114) aufgetragen als Curve 1...4. Mit Rück- 
sicht auf den Zusammenhang zwischen y und s, der sich aus Fig. 11a er- 
giebt, ist diese Curve dann deformirt in die Curve 1...#k", welche Æ(y) 


16€ 
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als Funktion von s darstellt, wobei die Endordinate dieser Curve 
zur Abscisse s’ gehôrt. SchlieBlich sind die Ordinaten von 1.../ 
mit dem Verhältnis y'/S* multiplicirt, welches wieder aus Fig. 11a 
zu entnehmen ist. Der Anfangswert dieses Verhältnisses für s —0 
beträgt (3/2). 


In Fig. 11d geht die Abscisse von 0<z<1. Zunächst ist 
die Funktion h(z) aufgetragen und aus ihr durch Multiplikation 
mit +/S, welches Verhältnis ‘aus Fig. 11a zu entnehmen ist, die 
Curve hz/S gewonnen. Der Anfangswert des Verhältnisses z2/S 
ist dabei in unserem Falle 


Endlich ist in Figur lle X(2) als 
Funktion von z aufgetragen als Curve 
1...k und mittels des aus Fig. 11a er- 
sichtlichen graphischen Zusammenhanges 
zwischen 2 und s in die Curve 1...#k, 
die k(:) als Funktion von s darstellt, 
verwandelt, wobei die Endordinate zur 
Abscisse s” gehôrt. Diese Curveist schlief- 
0 s” À lich mit dem Verhältnis z/S* multiplicirt, 

F,\= 0,11 dessen Anfangswert (8—1)"/8* — 1/4 be- 
Fig. 11e. trägt. 
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Aus den den Figuren beigeschriebenen Planimetrirungen 
unserer schraffirten Flächen ergibt sich nach (116) 


mar 1 1 
= — 5 081 + 0,55 — 50,88 + 0,21 + 0,11 
— 0.62. 


In ganz entsprechender Weise wurden für die Verzôgerungen 
y = —5/3 und y — —3 die Werte 


CSST 20,60 


ermittelt, woraus bereits ersichtlich ist, da8f mit zunehmender 
Verzôügerung der auf das Elektron auszuübende Zwang nicht ab- 
sondern zunimmt. 

Wir besprechen noch den Grenzfall einer unendlich starken 
Verzôgerung. In diesem Grenzfalle steigt die Curve für S in 
Fig. 11a unendlich stark an und die Grenzen s', s” rücken zu 
Null zusammen. Ferner wird das Verhältnis y/S sowie 2/S in 
der Grenze gleich 1 auBer in der unmittelbaren Nähe von s — O0, 
wo unter der Annahme B — 2 nach wie vor wird y/S — 3/2, 
219 — 1/2. 

Man erkennt hieraus unmittelbar, da die Flächen F, und F, 
verschwinden, da ès sich bei ihnen um die Integration einer durchaus 
endlichen Funktion innerhalb eines in der Grenze verschwindend 
kleinen Intervalles handelt. Auch F, verschwindet, wie eine ge- 
nauere Grenzbetrachtung zeigt. Dagegen bleiben die Flächen F, 
und Æ}”, endlich; setzt man in ihnen, was mit verschwindendem 
Fehler gestattet ist, y/S — 2]S — 1, so werden sie: 


1 1 
pes. Se radiée, 3 [rs 3 ARE 3 
== ] a = J U-gu+s = 1-5 +8 A6 


und wir haben einfach 
f= F+Fe= Rs 0,75 

Dies ist derselbe Kraftbedarf, der bei stationärer Bewegung 
zu unendlich groBer Geschwindigkeit gehôrt. In der Tat ist es 
verständlich, daB bei unendlicher Verzôgerung, wo unmittelbar vor 
dem betrachteten Zeitmomente die Geschwindigkeit © geherrscht 
hat, diese bei der Berechnung der Kraft mañigebend ist. Eine 
einfache Ueberlegung macht jetzt auch plausibel, warum wir oben 
bei wachsender Verzügerung einen wachsenden Kraftbedarf ge- 


AE ru 
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funden haben. Wenn wir nämlich wie am Ende des vorigen $ den 
ganzen Kraftbedarf aus zwei Teilen zusammengesetzt denken, 
einer Trägheitswirkung und einer Strahlungswirkung, so wird hier 
ebenso wie früher im Falle von Ueberlichtgeschwindigkeit die 
Strahlungswirkung überwiegen. Da die letztere bei Ueberlicht- 
geschwindigkeit !) wesentlich durch die Geschwindigkeit bestimmt 
wird und da für ein vorangehendes Zeitintervall eine um so hôühere 
Geschwindigkeit als mittlere Bewegungsgeschwindigkeit des Elek- 
trons anzusetzen ist, je grôfer die Verzügerung ist, so wird mit 
wachsender Verzügerung diese mittlere Geschwindigkeit und daher 
auch ihre Strahlungswirkung sowie schliefilich der gesamte Kraft- 
bedarf wachsen. 

Die Zunahme der Kraft mit zunehmender Verzôügerung, die 
mit den (xrundsätzen der gewüôhnlichen Mechanik in so krassem 
Widerspruch steht, erklärt sich also unmittelbar aus den Grund- 
tatsachen der Elektronentheorie: In der Elektronenmechanik kommt 
es nicht nur auf den augenblicklichen sondern im Allgemeinen auch 
auf den vorangehenden Bewegungszustand und bei Ueberlicht- 
geschwindigkeit namentlich auf die Geschwindigkeit desselben an. 
Wir haben es als eine Ausnahme oder besser als einen Grenzfall 
anzusehen, daf in der gewübhnlichen Mechanik (Geschwindigkeit 
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit) die Betrachtung der augen- 
blicklichen Beschleunigung ausreicht und daf die augenblickliche 
oder die vorangehende Geschwindigkeit belanglos wird. Schon in 
den einfachsten quasi-stationären Fällen der Elektrodynamik be- 
lebiger Unterlichtgeschwindigkeiten tritt die augenblickliche Ge- 
schwindigkeit in die Berechnung des Kraftbedarfs ein, wobei aller- 
dings die augenblickliche Beschleunigung mafigebend bleibt. In 
der Elektrodynamik der Ueberlichtgeschwindigkeiten dagegen be- 
mit sich der Kraftbedarf wesentlich nach der augenblicklichen 
und vorangehenden Geschwindigkeit, während die GrüBe der Be- 
schleunigung oder Verzügerung verhältnismäBig einfluflos ist. 

Hiermit hängt die Folgerung zusammen, daf es bei Ueber- 
lichtgeschwindigkeit auf die genauere Form des Bewegungs- 
gesctzes, das wir zu Grrunde legen mügen, garnicht wesentlich 
ankommt, daf nämlich der Kraftbedarf für eine ungleichférmig 
verzoügerte Bewegung der Grôfienordnung nach gleich ausfallen 
wird mit demjenigen für gleichfürmige Verzügerung, vorausgesetzt, 
daf in hbeiden Källen für das in Betracht kommende vorangehende 


1) Bei Unterlichtgeschwindigkeit ist sie im Gegentcil von der Geschwindigkeit 
nur Wwenig abhängig und in den einfachsten quasi-stationären L'ällen dem Quadrat 
der Beschleunigung proportional (Larmor); vgl. auch GI. (123) der vorliegenden Note. 


15 x 
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Zeitintervall die Bewegungsgeschwindigkeit im Mittel die gleiche 
ist. In der Tat, denken wir uns in Fig. 11a die Curve für S 
statt durch eine Parabel durch eine anders geartete Curve von 
im Mittel gleichem Anstieg gegeben, so wird sich an den Flächen 
F,...F, nur wenig ändern und der gesamte Kraftbedarf f wird 
ungefähr der gleiche bleiben. Insbesondere ist es ausgeschlossen, 
daf man bei irgend einem Bewegungsgesetz, bei welchem das 
Elektron sich von Geschwindigkeiten mit B8—2 auf 8 — 2 ver- 
zôgert, zu dem Werte f — 0 gelangen künnte. Mit anderen 
Worten: Es giebt keine mügliche kräftefreiverzügerte 
Bewegung mit Ueberlichtgeschwindigkeit. 


b. Beschleunigte Bewegung. 


Wenn die Geschwindigkeit mit wachsender Zeit zunimmt, also 
v,_, mit wachsendem rt abnimmt, so wird die Curve S über der 
Abscissenaxe s dieser die concave Seite zukehren, da die Neigung 
ibrer Tangente gegen die Abscissenaxe mit v,, proportional ist. 
Setzen wir insbesondere constante Beschleunigung voraus, so gilt 
wieder Gl. (117). In den folgenden Figuren ist die sehr starke 
Beschleunigung y — +1 angenommen und als Geschwindigkeits- 
verhältnis 8 — 2 beibehalten, so da S — 2s—s. $S erreicht 
sein Maximum für s = 1, wo S$ — 1 wird. Wegen der horizon- 
talen Tagente im Punkte s — S — 1 ist die zugehôrige Ge- 
schwindigkeit gleich Null. Die Tangentenneigung ist gleich 1 und 
die Geschwindigkeit gleich ç« für s = 4 oder cr — a. Bei unserem 
Bewegungsgesetz befindet sich das Elektron also zur Zeit s — 1, 
d. i. «x — 2a in Ruhe, wird in solchem MaBe beschleunigt, da es 
zur Zeit s — #4, d. i. cr — a durch die Lichtgeschwindigkeit hin- 
durchgeht und für s — 0 die doppelte Lichtgeschwindigkeit er- 
reicht hat. Die Bedeutung der Zeichen y, z, h, k, f ist die frühere, 
in den Gl. (113)—(116) angegebene. 

Wir beschreiben jetzt die Figuren 12a bis 12e soweit dieses 
nach dem früher Gesagten noch erforderlich erscheint. 

In Fig. 12a läuft von 0 die Curve $S aus, zuerst als Parabel 
bis zu dem dem Punkte 0 gegenüberliegenden Eckpunkt des Ein- 
heitsquadrates und weiterhin als horizontale Gerade. Die Curve 
y = S+s ist für s<1 eine steilere Parabel, für s > 1 eine unter 
45° geneigte Gerade; ähnlich die Curve + = |[S—s|, welche für 
s<1 eine flache Parabel und wciterhin eine unter 45° geneigte 
Gerade ist. Die Linie 1/S* erhebt sich über die Linie 1...1 da, 
wo S<1 und fällt mit 1...1 zusammen da, wo S — 1. Sie 
begrenzt unsere schraftirte Fläche nach oben hin. 
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Fig. 12b hat grofe Aehnlichkeit mit 11b. Die Curve X in 
beiden Figuren ist direkt identisch, die Curve Ay/S vermüge des 
Verlaufes von y und $S im Intervalle 0 bis s’ nur wenig verschieden. 
Aehnliches gilt von Fig. 12c, welche sich nur darin von Fig. 11c 
unterscheidet, daB die Strecke 0...s" jetzt etwas länger ausfällt 
wie früher. 


Jêe — 0,70 
Kig, 121. 
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Dagegen macht sich in Fig. 124 der 
Umstand bemerklich, daf (vgl. Fig. 12 a) 
S und s keine eindeutigen Funktionen 
von 2, unserer Abscisse in Fig. 12d, sind. 
In Fig. 12a wächst +: zunächst von 0 
bis zu einem Maximum, der Pfeilhôhe der 
flachen Parabel, um dann wieder zu Null 
abzunehmen. Aehnlich verhält sich 2/5, 
mit welchem Verhältnis wir die Ordi- 
naten von » in Fig. 124 zu multipliciren 
haben. Dabei entsteht das krummlinige 
Dreieck, welches sich in Fig. 124 an die Ordinatenaxe anlegt; der 
Abstand der rechten Ecke dieses Dreiecks von der Ordinatenaxe ist 
gleich der genannten Pfeilhôhe. Der weitere geschwungene Ver- 
lauf der Begrenzung der schraffirten Fläche in Fig. 124 entspricht 
dem geradlinigen Verlauf der Linie 1...z in Fig. 12a. 


/ 


F, = 0,14 
Fig. 12d. 


/ 


Auch der Charakter der Fig. 12e wird dadurch bestimmt, da 
S und s keine eindeutigen Funktionen von + sind. Tragen wir 
uns in 1...4 die Funktion (2) über der Abscisse z — 0 bis z = 1 
ein, so haben wir diese in die Linie 1...1...X" zu verwandeln, 
die 4 als Funktion von s darstellt. Der Ast 1...1 derselben ist 
gegen seine Mitte symmetrisch; es liest dieses daran, daf, 
während s von O bis 1 läuft, z von O bis zu der vorher genannten 
Pfeilhôhe der Parabel in Fig. 12a ansteigt und dann wieder auf 
O zurückgeht. Wie die Durchhängung des Astes 1...1 in Fig. 
12e mit jener Pfeilhôhe zusammenhängt, ist in der Figur ange- 
deutet. Die Ordinaten von 1...1...k" sind dann noch mit +*/S° 
zu multipliciren, welches Verhältnis für s = 0 gleich (8—1)°/8" = 1/4, 
für s — 1 gleich Null und für s = s” = 2 (vgl. Fig. 12a) gleich 
1 wird. 

Der gesamte Krafthedarf berechnet sich nun für unsere im 
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Verhältnis y — +1 beschleunigte Bewegung beim Durchgange 
durch die doppelte Lichtgeschwindigkeit (8 — 2) zu 


1 
(= 
— 0,51 


1.92 +0,70 — 044401445016 


Uebrigens sind die hier beigegebenen Figuren Verkleinerungen 
nach Originalfiguren, aus denen die Planimetrirung der Flächen 
mit grôBerer (Grenauigkeit müglich war. 

In ganz entsprechender Weise habe ich eine Reihe anderer 
Beschleunigungen graphisch behandelt, von denen ich folgende 
mitteile : 


= 12 ; 3 RE 
PRO OU 0 ET EC TUULE: 


Wir haben also mit wachsender Beschleunigung einen ab- 
nehmenden Kraftbedarf und für keine der hier betrachteten schon 
auBerordentlich grofen Beschleunigungen eine kräftefreie, ohne 
äuBeren Zwang môgliche Bewegung. Da dieses Resultat von 
der in den Figuren zu Grunde gelegten Gleichfôrmigkeit der Be- 
schleunigung unabhängig ist, liegt auf der Hand. 

. Der Grenzfall y — « erledigt sich sebr leicht rechnerisch. 
Denkt man sich in Fig. 12a die Krümmung der für S gewählten 


Parabel wachsen, so reducirt sich dieselbe für y — o auf den 
Punkt 0 und die Linie S auf die Abscissenaxe. Gleichzeitig wird 
y—= 25 =5s, $ — 5" == ], ‘Diese erste Näherung reicht aber 


nicht aus, weil wegen des verschwindenden Nenners S alle unsere 
Flächen unendlich werden würden. Wir rechnen daher genauer, 
indem wir, unter & eine sehr groBe positive Zahl verstanden, 
setzen: 


y = ©, S — Bs—ws". 


Der Scheitel der Parabel S hat die Abscisse s, — 8/20 und 
die Ordinate $, — B’/4w. Die Linien y und +, welche auBer in 
nächster Nähe des Nullpunktes geradlinig unter 45° verlaufen, 
haben in diesem Teile die Ordinaten s + 8*/4w. Für ihre Schnitt- 
punkte mit einer Parallelen zur Abscissenaxe im Abstande 1 er- 
giebt sich daher: s' — 1—$8/4w, s' — 1+/$*/4w. Hiernach wird 


Su 
ds SU S 8 
F, — 3 =— — — 
{ 12 2 
be 35 5; p 
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Bei der Bestimmung von , zerlegen wir die Integration von 
= 0 bis y — 1 in zwei Teile, welche durch den dem Werte 
s, entsprechenden Wert y, getrennt werden: 


FE ÿ H(y) dv d = f” l(y) & + je h(y)ydy. 


0 


Der erste Teil verschwindet, weil in diesem y/S durchweg 
kleiner als y{S, = (B+2)B ist und y, mit wachsendem « ver- 
schwindet. (Genau dieselbe Ueberlegung, auf F, angewandt, zeigt, 
daB bis auf einen mit w verschwindenden Betrag 


1 
4 1 do 
I = F, =— Eh Z(y)yd 2 
= g (y)ydy 10 B 


Entsprechend werden F, und 7°, unter sich gleich. Mithin 
wird der Wert von f: 


1 8o 1 do 1 4o 


Ra Dieu de (DT 0 0 


Dieses Resultat war vorauszusehn. Das unendlich beschleu- 
nigte Elektron, welches zu der Zeit, da es das Geschwindigkeitsver- 
hältnis 8 erlangt, überhaupt noch keinen endlichen Weg zurück- 
gelegt hat, verhält sich für die Berechnung der zu jener Zeit 
erforderlichen Kraft ebenso wie das ruhende Elektron. In diesem 
Grenzfall ist es besonders anschaulich, da die besondere analy- 
tische Form des Beschleunigungsgesetzes, das wir zu Grunde legen 
mügen, keine Rolle spielen kann. 


8 25. Zusammenfassung. Die Bedeutung der negativen Mufle bei 
Quasi- Beschleuniqung. 


Die bisherigen Ergebnisse werden durch Fig. 18 übersichtlich 
zusammengefaBt. Die Abscisse y dieser Figur ist mit der z. B 
constant gedachten Beschleunigung oder Verzügerung, die Ordinate 
f mit derjenigen äuferen Kraft 3, — —% proportional, welche 
im Augenblicke des Durchganges durch die doppelte Lichtgeschwin- 
digkeit bei der betr. Beschleunigung oder Verzügerung hinzu- 
kommen mu, um die vorausgesetzte Bewegung zu ermôglichen. 
Die Figur stellt also nicht wie Fig. 9 den Verlauf der Kraft bei 
ein und demselben Bewegungsgesetz zu verschiedenen Zeiten, 
sondern ihr Verhalten bei verschiedenen Bewcgungsgesetzen jedes- 
mal in demjenigen Zeitpunkte dar, wo die Geschwindigkeit den 
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Fig. 18. 


gleichen Wert 26 hat. Es ist mehrfach hervorgehoben worden, 
daf wir wesentlich dieselben Verhältnisse gefunden hätten, wenn 
wir statt der constanten eine variable Beschleunigung zu Grunde 
gelegt hätten; auch würde sich die Figur nur unwesentlich ändern, 
wenn wir jedesmal statt der doppelten irgend eine andere Ueber- 
lichtgeschwindigkeit betrachtet hätten. 

Wir vervollständigen die früheren Angaben dadurch, daB wir 
den Schnitt der f-Curve mit der Ordinatenaxe berechnen. Da hier 
y —= 0, so handelt es sich um den Kraftbedarf der stationären 
Bewegung. Dieser beträgt nach meinen früheren Ergebnissen 


(GL. (65)) für 8 = 2: 


und ordnet sich naturgemäf stetig zwischen die f für y <0 ein. 
Auch an der Stelle y — 0 fällt die f-Curve mit steigendem y, wie 
überall sonst. Die Neigung der Tangente an dieser Stelle liefert 
ein direktes Maf für das, was wir die elektromagnetische 
longitudinale Mae zu nennen haben. In der Tat, vergleichen 
wir die stationäre Bewegung y — 0 mit einer benachbarten quasi- 
stationären Bewegung vom Beschleunigungsverhältnis dy, sowie 
die zugehôrigen Werte des Kraftbedarfes f — f, mit f — f, +df, 
so ist f, der Strahlungs- oder Geschwindigkeits-Bestandteil, dj der 
Trägheits- oder Beschleunigungs-Bestandteil der Kraft. Das Ver- 
bältnis di/dy von Beschleunigungskraft durch Beschleunigung 
kann daher als die scheinbare Masse gedeutet werden. Da$ die- 
selbe negativ ist, geht aus dem Verlauf unserer f-Curve, ins- 
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besondere aus ihrer Tangentenneigung für y — 0 unmittelbar 
hervor und verliert jeden Schein des Absonderlichen. 

Auch eine frühere Rechnung !), die zu G1. (78') meiner zweiten 
Note fübrte, wird durch unsere jetzige Figur geklärt. Wir extra- 
polirten dort die Formeln der quasistationären Bewegung soweit, 
daf wir scheinbar zu einer kräftefreien Ueberlichtgeschwindigkeits- 
bewegung gelangten. Der durch Gl. (78) gegebene Wert von y 
wird, wenn wir wieder 8 — 2 annehmen, y — 9,8. In unserer 
jetzigen Figur bedeutet dieses, da wir den wirklichen Verlauf 
der f-Curve extrapolatorisch durch ïihre Tangente im Punkte 
y = 0, f — f, ersetzten und den Scbnittpunkt dieser Tangente 
mit der positiven Abscissenaxe als eine scheinbare kräftefreie Be- 
wegung ansprechen. DaB dieses nicht zulässig, da8 nämlich der 
so erbaltene Schnittpunkt weit auferhalb des Gültigkeitsgebietes 
der quasistationären Formeln liegt, wurde bereits in meiner zweiten 
Note betont und geht aus unserer jetzigen Figur aufs Deutlichste 
hervor. In Wirklichkeit erreicht unsere f-Curve die Abscissenaxe 
nicht bei y — 9,3 sondern erst bei y — <, welch letzterer Fall 
aber ohne physikalisches Interesse ist. 


$ 26. Die Ablenlbarkeit der Lichtgeschwindigkeits-Elektronen. 


DaB die Gesetze der quasistationären Bewegung auf den Fall 
der Lichtgeschwindigkeit selbst nicht übertragen werden dürfen, 
ist wohlbekannt. Im Falle der quasistationären Kreisbewegung 
folgt es unmittelbar aus dem Kriterium (88) meiner zweiten Note, 
welches für + — c selbst bei’ beliebig grofiem Bahnradius » nicht 
mehr erfüllt ist. Man mu also auf die genauen Ausdrücke der 
Kraft %, im Falle gleichfôrmiger Volumladung, die wir zu Grunde 
legen wollen, GI. (84’) und (85') meiner zweiten Note, zurückgehen 
und muB diese den Umständen entsprechend neu entwickeln. 

Folgendes sei vorausgeschickt: Gerade bei einer Convektiv- 
bewegang mit Lichtgeschwindigkeit muf der Anfangszustand des 
Elektrons sorgsam beachtet werden, weil sich die Wirkungen des- 
selben mit derselben (eschwindigkeit wie die Convektion fort- 
pflanzen. Wir bestimmen daher: Das Elektron sei bis zur Zeit 
t — 0 in Ruhe, werde plôtzlich auf Lichtgeschwindigkeit gebracht 
und beschreibe bis zur Beobachtungszeit { einen Kreisbogen vom 


1) Bemerkt sei, daB in meiner früheren Note y durch 2ap/c? definirt war, 
während wir es jetzt bequemer fanden y — ap/c? zu setzen. In.Gl. (78°) ist 
daher y durch y/2 zu ersetzen, wenn wir jene Gl. in die jetzigen Bezeichnungen 
übertragen wollen. 


230 A. Sommerfeld, 


Fig. 14. 


Radius r (gro8 gegen a); die Sehne des so durchlaufenden Kreïs- 
bogen-Weges heifie 7. Trägt man sich diesen Sachverhalt nach 
Art der Fig. 8 auf, so erhält man für 7 einen Linienzug OPQ von 
folgender Beschaffenheit: OP ist eine schwach gekrümmte Sinuslinie, 
deren Tangente in O mit der Geraden ct zusammenfällt, also unter 
45° ansteigt, PQ ist eine horizontale Gerade (vgl. Fig. 14). Die 
Abscisse von P ist cf, die Ordinate 7}. Die Linienzüge 0AB und 
OCD haben teils sinus-fürmigen Verlauf (04, OC) teils gerad- 
linigen (AB, CD). Schneidet man 0AB und OCD mit einer 
Parallelen zur Abscissenaxe im Abstande 24, so erhält man die 
in (84’), (85') vorkommenden Integrationsgrenzen 5’, tr”. Hinsicht- 
ich r” sind zwei Fälle môglich, je nachdem jene Parallele die 
sinus-fürmige Linie OC oder die Gerade CD trifft, welche Fälle 
durch die folgenden Bestimmungsgleichungen gekennzeichnet werden 
(vgl. den Ausdruck (81”) für 7, der für r<t gilt, während für 


TL wird T' == “ie — € in AE 


2 


118) c(e"— À sin rad ) — Du < of À sin 5. oder 


er ES | à À 
efr +, sin M (1 


0 SA 2 


(r” 21% à) ( dragertret 
Te Sin lu in } 
n 2 ñn 2 
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Mit den 2 ie 


1” UT n an a 
(119). & = Sob= srl es she=te— 
gehen die Gl. (118) über in: 
E"+sin£é" = «a, E"—sin£" — «<n—siny oder 


EÊ"—sinn = a —7—sin1. 

æ ist nach Annahme sebr klein. Mithin wird auch £’, £”’ und 
allgemein £ sehr klein; indessen sind £’ und £” von verschiedener 
Ordnung. Indem man den Sinus entwickelt, erhält man die Nähe- 
rungsformeln : 


120) = TE" — Ga fall 7 >6« oder 


Wir wollen annehmen, daf { hinreichend grof ist, so daf der 
erste Fall n°=>6« vorliegt, welche Annahme später zu recht- 
fertigen sein wird. 

Die in die Bahnrichtung fallende Componente 


von ÿ Wir setzen in (84) v — c, drücken cos »#t durch sin 
aus und machen sin _. — = — £UCos D = — 1; für die Funktion 
f führen wir nach (102) und (103) g ein. Dann folgt aus (84) 
20xac 
mo D, = 1+U+III, 
g” 
I EE f dE _ gite 
e 
n [x d(x° 9) és 
II — on (5 D li 9) AH ge + [+ 7 
wobei x — cr+T — 26cr, 
2a | 
2 1 2 Us d: 
III — ni (SE) s d( 9) = *9) E ‘) LE A 
Ge 5 n di n x 


CET ae LCR -() ue 


. 5 Le 8 
wobei x — cr— T — LACS 
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Die Ausrechnung ergibt nach (120) und (103), wenn man « als 
kleine GrôBe behandelt : 


I = V6 + 
19e 

II At 
81 #/ 4 


Wie man sieht, ist II gegen I und I gegen III zu vernach- 
lässigen. Man erhält daher 


= nee ne 2 F0 01 ER 
den. GE 8a ? ®, - 2Oxa’ 56 8 
Die pe von ÿ senkrecht zur Bahn. Bei 
der Berechnung von (85) kônnen wir zunächst die Glieder mit 
0fIÔT gegen die Glieder mit f streichen, da erstere in « von 
niedrigerer Ordnung werden. Es bleibt daher, wenn wieder 
nt nt nt 


121) 


sin Fons 1 gesetzt wird: 
20xac 4 dr j. 4 dr 
Du, — =i NC in e 
Mit Benutzung der früheren Integrationsvariabeln &£ — = 
+7 + + Les Ra. n° 3 4e De 
æ = Ct+T = 207 bezw. x = cr —T — CP (cr) wird: 
20xac 
EE 8, = 1+II+IIT, 
à dEË 11 
ee Î 
À ee ne À 
24 A 
IL [ xq dx = LE 
0 De 
2a 
1-51 
IT und IIT sind also gegen I zu streichen und man erhält : 
20xuc 2V6a 


, 6x 2 
. de lg =, loga+. SU = jozar “log g æ 
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Bevor wir von hieraus die Frage der Ablenkbarkeiït beant- 
worten, wollen wir unsere Ergebnisse mit den bekannten Ver- 
hältnissen bei Unterlichtgeschwindigkeit und Ueberlichtgeschwindig- 
keit vergleichen. Bei Unterlichtgeschwindigkeit (8<1) hat man 
in erster Näherung 


—$s — 0; 
dies gilt aber nur solange, als wir alle Glieder fortlassen, die 
keine negativen Potenzen von a enthalten. Eine zweite Näherung, 


bei welcher Glieder von der Ordnung a° beïbehalten werden, er- 
gibt sich aus G1. (84’) durch ziemlich mühsame Rechnung zu: 


DÉSERT REC 
Die Formel verliert für 8 — 1 natürlich ihre Gültigkeit. 
Für 8=>1 dagegen haben wir (vgl. z. B. (91)): 


Je 1 
124) 8 = jp er). 
Wie man sieht ordnet sich (121) zwischen (123) und (124) der 


GrüBenordnung nach ein. Messen wir letztere durch die Potenzen 
von «, s0 haben wir 


für B<1...GrôBenordnung «° 
Del... > als 
BEL RE à a. 
Andererseits wird die Normalcomponente #, bei Unterlicht- 
geschwindigkeit (G1. (90’)) in unseren jetzigen Bezeichnungen: 


2 1 1 2 
ge = ae (+ me os) 


Messen wir also die GrôBenordnung bei Unterlichtgeschwindigkeit 


durch «, so ist diejenige bei Lichtgeschwindigkeit durch « log (5) 
gegeben. 

Die Frage der Ablenkbarkeit der Lichtgeschwindigkeitselek- 
tronen kann nun durch einen einfachen zahlenmäfigen Vergleich 
von (122) und (125) entschieden werden. Nehmen wir beispiels- 
weise an, daB ein bestimmtes Magnetfeld 7 Kathodenstrahlen vom 
Geschwindigkeitsverhältnis 8 — 99/100 zu einer Kreisbahn von 
7 — 10° cm krümmt. Dann läfit sich dasjenige Feld H”’ angeben, 
welches dieselbe Krümmung bei einem mit Lichtgeschwindigkeit 
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fliegenden Elektron erzeugt. Aus (125) und (122) folgt nämlich 
durch Division: 


EL TEE lo 1) us HO 
H° 2log(la)\ B'7 28# 816) — logo) 
Für den Elektronenradius a kann man den Wert a — 107 cm 


zu Grunde legen, daher wird 1/« =. rJa — 10", log(1/a) — 36,84 
und 
36,84 
PMR Æ 
Hi= 64 Hiho 

Es genügt also eine mäfiige Steigerung des Magnetfeldes, um 
die Lichtgeschwindigkeits-Elektronen ebenso stark abzulenken, wie 
die schnelleren Unterlichtgeschwindigkeits-Elektronen. 

Da diese Rechnung mit unserer durchweg festgehaltenen 
Annahme > Ga verträglich ist, erkennt man leicht wie folgt. 
Es war 


nt ct l 


wenn ? die Bahnlänge vom Ursprung des Lichtgeschwindigkeits- 
elektrons bis zum Beobachtungspunkte ist. Nun besagt unsere 
Bedingung mit r.— 10°,:4« = 10 *° 


É45.10", 17.10 cm: 


sie ist also schon in nächster Nähe des Ursprungs erfüllt. 

Wir heben, wie schon in der Einleitung hervor, daf die hier 
behandelte Bewegung aufer dem transversalen, ablenkenden Felde, 
auch ein longitudinales, antreibendes Feld erfordert. Letzteres 
ist sogar stark überwiegend. Denn das Verhältnis beider Felder, 
welches gleich %/Y%, ist, beträgt nach (121) und (122) mit « — 107": 


83 81 1 (/ Te ; 
9 66 log (la) Y 84 — EN à 


Ohne diese longitudinale Kraftzufuhr ist die gleichmäfige Kreis- 
bewegung mit Lichtgeschwindigkeit in der hier vorausgesetzten 
Weise vom Standpunkt der Elektronen-Dynamik unmôüglich. Auch 
unsere Bchauptung der Ablenkbarkeit der Lichtgeschwindigkeits- 
Elcktronen will so verstanden sein, da diese Ablenkbarkeit er- 
folgt unter dem Einfluf eines transversalen und eines gleichzeitigen 
sebr viel stärkeren longitudinalen Kraftfeldes. 

Welche Bewegung unter dem alleinigen EinfluB eines trans- 
versalen, magnetischen Kraftfeldes eintritt, läft sich aus den vor- 


6 
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stehenden Rechnungen nicht schliefen sondern nur vermuten. Am 
nächsten liegt es, anzunehmen, da die Abwesenheit der longitudi- 
nalen Kraftzufuhr eine Abnahme der Geschwindigkeit zur Folge 
haben wird, derart, daf aus dem Lichtgeschwindigkeits- ein Unter- 
lichtgeschwindigkeits - Elektron wird. Dabei ist der folgende 
Gegensatz hervorzuheben: Die stationäre Bewegung mit Licht- 
geschwindigkeit kann, ohne äufere Stôrung, dauernd bestehen, 
ebenso wie die stationäre Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit,. 
Kommt aber eine transversale Kraft hinzu, so bewirkt diese nicht 
nur eine Ablenkung in normaler Richtung sondern auch, wenn 
unsere vorstehende Annahme zutrifft, eine Abnahme der Babn- 
geschwindigkeit. Die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit erscheint 
in diesem Sinne als labil. 


Zusatz bei der Korrektur. E. Wiechert hät inzwischen 
auf sehr überzeugende Weise dargetan, daf man von einer elektro- 
magnetischen Trägheit bei Ueberlichtgeschwindigkeit nicht mehr 
reden kônne, was mit den Ergebnissen unserer $$ 24 und 25 über- 
einstimmt. Er schlieft dieses aus dem Umstande, daf für die von 
ihm betrachteten geladenen Kôrper die hemmende Kraft des Eigen- 
feldes vollständig unabhängig ist sowohl von der Geschwindigkeit 
wie von der Beschleunigung, was mit unseren Erürterungen zu- 
nächst in Widerspruch zu stehen scheint. Hierzu ist zu bemerken: 
Wiechert läBt die Gestalt seiner Kôürper in gewisser Weise von 
der Geschwindigkeit oder von einer unteren Geschwindigkeitsgrenze 
abhängen und erhält darauf eine Unabhängigkeit des elektro- 
magnetischen Widerstandes von der Geschwindigkeit. Die von 
uns zu grunde gelegte Kugelgestalt entspricht nicht den Wiechert- 
schen Bedingungen; daher hängt bei dieser der elektromagnetische 
Widerstand tatsächlich von der Geschwindigkeit etc. ab. 
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Wie ein planetarischer Urnebel in Rotation 
kommen kann. 


Von 
W. Holtz (Greifswald). 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Mai 1905. 


Kant nahm bekanntlich zur Erklärung der Rotation seines 
planetarischen Urnebels einen excentrischen Fall seiner Theïle 
nach dem Centrum an. Laplace wufte, da8 innere Bewegungen 
ein (ranzes nicht bewegen kônnen und nahm deshalb die Rotation 
seines Urnebels als eine gegebene an. Meines Wissens ist seitdem 
die Frage nach der Ursache solcher Rotation nicht erôrtert worden. 

Da ïinnere Bewegungen ausgeschlossen sind, kônnen nur 
äuBere Bewegungen in Betracht kommen, Bewegungen andrer 
Weltkôrper, welche in grôsserer oder geringerer Entfernung an 
der fraglichen Masse vorbeigehn und auf diese eine Anziehung 
üben. Die anziehenden Kräfte aber kônnen nur die allgemeine 
Massenanziehung oder die Elektricität sein. 

Wann muB nun in Folge der Massenanziehung der Urnebel jn 
Rotation kommen? Wenn er von vornherein nicht vüllig rund 
oder homogen ist, oder in Folge selbiger Anziehung unrund und 
unhomogen geworden ist. ÆEs ist wohl zweifellos, daB er sich 
nach dem Weltkôrper hin in die Länge zieht, und daB nach der 
Stelle, welche diesem am nächsten liegt, mehr Masse hinflieBt. In 
beiden Fällen mu besagte Stelle dann dem Weltkôrper, wenn er 
vorbei geht, folgen und so eine Drehung bewirken. 

Und wann muB in Folge elektrischer Anziehung der Nebel 
in Rotation kommen?  Unter gleichen Bedingungen, wie vorher, 
aber er müfte es auch, wenn er vüllig rund und homogen bliebe, 
sofern er nur balbleitend ist. An der Stelle, welche dem elektri- 
schen Kürper zunächst liegt, entsteht die entgegengesetzte Elektri- 
zität, und geht dieser schneller vorbei, als jene sich in der Masse 
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bewegen kann, muB die Stelle dem Kôürper folgen und so eine 
Drehung bewirken. 

Da ich mit der Massenanziehung nicht experimentieren konnte, 
versuchte ich es mit der Elektricität. Mit Hülfe eines grôBern 
aus Glas und Ebonit bestehenden Statives hing ich an einem un- 
gedrehten Coconfaden') eine 5 Cm. grofe, äuferst dünne Glas- 
kugel auf und führte seitlich in 80 Cm. Abstand, die Kante vor- 
an, eine längliche Ebonitplatte vorbei. War diese unelektrisch, 
so bewegte sich die Kugel wenig oder garnicht, auch wenn ich 
den Versuch üfter wiederholte, weil die Luft wenig in Bewegung 
kam. War sie elektrisch, und war die Kugel vorher etwas an- 
gefeuchtet, so trat in vielen Fällen, aber nicht in allen, die er- 
wartete Drehung ein. Der Effect war also nicht sicher, und das 
kam daher, daf die Kugel nicht ganz rund und homogen war 
und so der Schwerpunkt nicht in der Mitte lag. Der Punkt der 
Kugelfläche, welcher diesem ferner war, bewegte sich nach der 
Platte hin, und je nachdem er links oder rechts lag, mufte der 
Drehungssinn ein andrer werden. Dann rotierte die Kugel aber 
in diesem Sinne weiter auch der Verschiebung der Platte ent- 
gegen, weïl sie nicht leicht genug war. 

In Folge dessen ersetzte ich, da es im Grunde gleich war, 
ob die rotierende Masse kugelfôrmig oder flach sei, die Kugel 
durch eine genau rund geschnittene 12 Cm. grofie Papierscheibe 
und brachte den Coconfaden genau in der Mitte derselben an. 
Natürlich lag die Scheibe horinzontal. Hiermit gelang der Ver- 
such sicher. Die Scheibe kam immer in die richtige Drehung. 
Als ich dann aber eine Stanniolscheibe darunter klebte, drehte 
sie sich nicht. Nun konnte sich, während die Platte vorbeiging, 
die Elektricität in der Scheibe verschieben, ohne daf diese in 
Drehung kam. 

Ein Urnebel kann also leicht in Rotation kommen, sei es 
durch die allgemeine Massenanziehung, sei es durch elektrische 
Fernwirkung, sei es durch beide zugleich. Für die AusschlieBung 
der Elektricität liegt jedenfalls kein Grund vor, seit wir von der 
Sonne und den Cometen so gut wie sicher wissen, daB sie elek- 
trisch sind. 


1) Ich erhieit solche Fäden von der Firma Hartmann u. Braun in Frank- 
furt-Bockenheim. Ich erwähne dies, da man oft undrellierte Coconfäden gebraucht 
und die käuflichen meistens drelliert sind. 


Weshalb die Sterne als Sterne erscheinen. 
Von 
W. Holtz (Greifswald). 
Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Mai 1905. 


Soviel ich weiB, ist es noch nicht bekannt, weshalb die Sterne, 
wenn man sie mit blofem Auge ansieht, als Sterne erscheinen 
d. h. in Form einer Figur, welche man auch sonst einen Stern 
zu nennen pflegt. In Lehrbüchern der Physik und Astronomie 
findet man hierüber kein Wort, und doch ist die Erscheinung 
nicht so selbstverständlich, daf man darüber schweigen dürfte. 
Ich glaubte einmal, die Strahlenbildung sei ein Interferenz- 
phänomen daher rührend, daf die Pupille, weil von einem Muskel 
begrenzt, keinen glatten Umri8 habe und sich etwa verhalte, wie 
ein eckiges oder rissiges Loch. Aber ich fand, als ich in Blech 
vüllig runde Lôcher bohrte, die etwas kleiner als die Pupille 
waren, und hindurchsah, dasselbe Bild. Da begann ich die Sterne 
lange und aufmerksam zu betrachten, indem ich mich verflossenen 
Winter stundenlang ins Freie setzte und Venus und Jupiter, 
welche nahe bei einander standen, fixierte und mit einander und 
mit andern Sternen verglich. 

Hierbei fand ich die folgenden Thatsachen heraus. Alle 
Sterne zeigen genau dieselben Strahlen, nur daf sie bei den 
helleren deutlicher und wohl auch etwas länger sind. Diese 
Strahlen sind keineswegs regelmäfig, sondern bald mehr bald 
weniger krumm, und an einzelnen Stellen laufen Strahlen über 
andere Strahlen fort. Mit dem einen Auge sieht man andre als 
mit dem andern, aber wie man sie heute sieht, sieht man sie der 
Hauptsache nach morgen, nur daf zeitweise bald die einen bald die 
anderen etwas deutlicher sind. Momentan hat man freilich zeit- 
weise ein andres Bild, aber das ist nur die Folge der mouches 
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volantes, welche bald hier, bald dort runde dunkle Flecke er- 
zeugen. Verscheucht man sie durch eine Bewegung des Auges, 
so sieht man immer wieder das frühere Bild. Neigt man den 
Kopf seitlich, so neigen sich die Strahlen mit; ein Strahl, der 
vorher oben stand, liegt jetzt horizontal. Führt man eine Karte 
mit einem Nadelstich über die Pupille fort, so sieht man nur 
einen schwach leuchtenden Punkt, der während der Verschiebung 
bald heller bald dunkler wird. Nimmt man die Brille ab, so 
werden die Strahlen länger, natürlich auch dunkler, in der Mitte 
aber zeigen sie dieselbe Gestalt. 

Aus Alledem schliefe ich, daf die Ursache der Strahlenbildung 
nicht in den Sternen, sondern in unserem Auge liegt und zwar 
darin, dafi die Mitte der Netzhaut nicht vüllig homogen in der 
Empfindung ist. Wegen unvollkommener Accommodation wird 
kein Punkt, sondern eine kleine runde Fläche bestrahlt, aber in 
dieser giebt es Linien, im Ganzen radial verlaufend, welche em- 
pfindlicher und andre, welche unempfindlicher sind. Voraussicht- 
lich laufen feinste Blutadern oder feinste Nervenzweige nach der 
Mitte des gelben Fleckes hin, und nun mag es vorläufig dahin- 
gestellt bleiben, ob an solchen Stellen die Lichtempfindung stärker 
oder ob sie schwächer ist, wenn ich das letztere auch für wahr- 
scheinlicher halten môüchte. Bei grellem Licht oder länglichen 
Bildern wird diese Unhomogenität nicht empfunden. Nur bei dem 
schwachen Licht der Sterne kann sie zur Wahrnehmung gelangen. 


Ein neuer Apparat zur Messung der elektrischen 
Leitfähigkeit der Luft. 


Von 


H. Gerdien. 
(Mit einer Figur). 


Vorgelegt von E. Wiechert am 3. Juni 1905. 


Vor zwei Jahren!) habe ich an dieser Stelle eine Methode 
zur absoluten Messung der spezifischen Leitfähigkeit beschrieben, 
welche auf folgendem Prinzip beruht. Einem Luftstrome wird 
innerhalb eines Cylinderkondensators ein Bruchteil der in ihm 
enthaltenen Ionen eines Vorzeichens entzogen und dieser auf der 
inneren isolierten, mit einem Elektrometer verbundenen Elektrode 
niedergeschlagen; bei geeigneter Wahl der Spannungsdifferenz 
zwischen den Elektroden, der Luftgeschwindigkeit und der Dimen- 
sionen des Cylinderkondensators ergiebt dann die Beobachtung der 
Spannungsabnahme des isolierten Systems ein MaaB für die spezi- 
fische elektrische Leitfähigkeit. Die früher von mir benutzten in- 
strumentellen Anordnungen waren so getroffen, daB sie zugleich 
eine Messung des Ionengehaltes ?) der Luft, und somit auch der spe- 
zifischen Ionengeschwindigkeit ermôglichten. Durch diese Vereini- 
gang mit der Ionengehaltsmessung war die ganze apparative Einrich- 
tang nicht nur etwas schwerfällig geworden, sondern sie hatte 
auch gerade in der Lôsung ihrer Hauptaufgabe, der Leitfähigkeits- 


1) H. Gerdien, Nacbr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen 1903, S. 382 
bis 399, ibid. 1904, S. 277—299 und Phys. ZS. 4, S. 632—635. 1908. 

2) H. Ebert, Arch. sc. phys. et nat. Genève (4) 12, 97, 1901; Phys. ZS. 
2, 662, 1901; Illust.-Aeron. Mittlgn. 6, 178, 1902; Verh. d. d. Phys. Ges. 7, 2, 
34, 1905. 
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messung, nicht den wünschenswerten Grad der Leistungsfähigkeit 
erreicht. Allerdings war es schon mit der älteren Anordnung ge- 
lungen, bei verhältnismäfig grofer spezifischer Leitfähigkeit der 
Luft, wie sie an sehr klaren Tagen am Erdboden und bei Ballon- 
fahrten fast regelmäBig in Hôhen über 3000 m angetroffen 
wird, die Dauer der Aspiration, welche zur Erreichung eines mef- 
baren Spannungsrückganges am Elektrometer erforderlich ist, auf 
b Minuten herabzudrücken; für mittlere und geringe Leitfähigkeit 
der Luft war aber immer noch eine Zeit von 10 bis 15 Minuten 
erforderlich. Der Apparat war also trotz seiner gegenüber der 
Ebertschen Originalkonstruktion') schon erheblich gesteigerten 
Leistungsfähigkeit noch immer für die Lôüsung der Aufgabe, welche 
ich ïihm gestellt hatte, der Erforschung der Dichte des vertikalen 
Leitungsstromes in der freien Atmosphäre durch zusammenhängende 
Messungen der spezifischen Leitfähigkeit und des Potentialgefälles; 
wenig geeignet. Will man nämlich im Freiballon nicht nur Mittel- 
werte der Leitfähigkeit für ein grôferes Hôhenintervall erhalten, 
sondern wirkliche Einzelmessungen der Leitfähigkeit, die für eine 
wohldefinirte Hôhenlage des Ballons gelten, so mufB man an den 
Leitfähigkeitsapparat die gleiche Anforderung bezüglich der Dauer 
einer Messung stellen, wie an das Assmann'sche Aspirations- 
psychrometer. Diese Aufgabe läft sich für die Messung der spezi- 
fischen Leitfähigkeit in der Tat noch bei handlichen Apparat- 
Dimensionen lôsen, wenn man auf die Kombination mit der Ionen- 
gehaltsmessung, d.h. also auch auf die Messung der spezifischen 
Ionengeschwindigkeit verzichtet. Dieser Verzicht schien mir auch 
aus anderen Gründen zur Zeit geboten, denn es kann bei dem 
heutigen Stande unserer Kenntnis der atmosphärischen Elektrizität 
nicht darauf ankommen, Spezialuntersuchungen mit môglichster 
Präzision durchzuführen, sondern es muf vielmehr die Erforschung 
der wichtigsten in Betracht kommenden Faktoren: des Potential- 
gefälles, der Leïitfähigkeit und damit des vertikalen Leitungs- 
stromes in ihren quantitativen Beziehungen zu einander und 
zu den meteorologischen Elementen an die Spitze gestellt werden. 

Die Messung der Leitfähigkeit ist meines Erachtens wichtiger 
als die Messung des Ionengehaltes nach H. Ebert, da sie die 
unmittelbare Grundlage bildet für die weitere Erforschung des 
Elektrizitätshaushalts der Atmosphäre, während die Bestimmung 
des Gehalts an leicht beweglichen Ionen — diesen allein liefert 
das Ebert’sche Verfahren — nur einen unvollständigen Auf- 


1) H. Ebert, L c. 
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schluf giebt über die den Elektrizitätshaushalt der Atmosphäre 
in erster Linie bestimmende Grüsse des vertikalen Leitungs- 
stromes. 

Bei der neuen instrumentellen Ausführung meiner Methode 
beabsichtigte ich vor allem, die zur Erzielung eines am Blättchen- 
elektrometer gut meBbaren Spannungsrückganges notwendige Dauer 
der Aspiration môglichst abzukürzen. 

Bezeichnet s die Ladung des Ions, », bezw. n, die Zahlen der 
positiven bezw. negativen Ionen im cem, v, bezw. v, die spezifischen 
Geschwindigkeiten der positiven bezw. negativen Ionen in elektrost. 
Mass., V', V” das Anfangs- bezw. Endpotential des geladenen Sy- 
stems, { die Dauer der Aspiration in Sekunden, C die Kapazität 
des geladenen Systems, r, bezw. r, den Radius der äuferen bezw. 
inneren Elektrode des Cylinderkondensators, ! die Länge der 
inneren Elektrode, so gilt für den Anteil der positiven Ionen an 
der spezifischen Leitfähigkeit !): 


r 
F lg a 
ne: D AAA TA (=) 
DO dense, = BE. CT 


und ein entsprechender Ausdruck für 4, oder 


h. dé = RIDE CV 
Î) le sn, UT RO Ant 


worin mit 
l 
LA 


2 1g (=) 


die auf den Cylinderkondensator entfallende Kapazität bezeichnet 
ist. Will man also bei gegebener spezifischer Leitfähigkeit einen 
Rückgang der Anfangsspannung des geladenen Systems auf einen 
in gegebenem Verhältnis kleineren Endwert in môglichst kurzer 
Zeit erreichen, so ist es vorteilhaft, das Verhältnis der Gesammt- 
kapazität des geladenen Systems zu der auf den Cylinderkonden- 
sator entfallenden Kapazität müglichst klein zu machen; es kommt 
also bei der Messung der spezifischen Leitfähigkeit nicht auf die 
absolute GrôBe der Kapazität C an, sondern lediglich darauf, die 
Kapazität des dem Luftstrome ausgesetzten Teiles grof zu machen 
gegen die Kapazität des zur Messung benutzten Elektrometers. 
Andererseits war bei der Konstruktion die Bedingung dafür 
zu erfüllen, daB innerhalb des Cylinderkondensators dem Luft- 


1) IL. Gerdien, 1. c. und Terr. Magn. 1905. Juni-Nummer. 
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strome nicht alle Jonen eines Vorzeichens entzogen werden, 
sondern nur ein Bruchteil; diese lautet 


ZUgez VIT 
r 2 2 ÿ 
“Er E 


UI) G> 


worin G die Geschwindigkeit des Luftstromes im Innern des 
Cylinderkondensators, und v,, die maximale unter den in der Luft 
enthaltenen Ionen vorkommende spezifische Geschwindigkeit be- 
zeichnet. Ich war natürlich bestrebt, den zur Unterhaltung des 
Luftstromes erforderlichen Energieaufwand nicht grüfer werden 
zu lassen, als zur Erreichung des vorgesteckten Zieles unbedingt 
erforderlich ist. Der ohne Berücksichtigung der Reïbungswider- 
stände erforderliche Energiebetrag, welcher pro Sekunde aufge- 
wendet werden mu, um in dem Cylinderkondensator den Luft- 
strom von der Geschwindigkeit G zu unterhalten, ist 


IV) E = ufr), 


worin w die spezifische Masse des aspirierten Gases bezeichnet. 
Es ist also vorteilhaft, mit müglichst kleinen Geschwindigkeiten 
zu arbeiten und die Erfüllung der Ungleichung II) durch Vergrüfe- 
rung des Querschnitts, also des Gliedes (x? —7r°) zu erreichen. Das 


Glied 1g (=) ändert sich nur langsam mit dem Verhältnis der 


Radien, es ist also nicht geeignet, mit zur Erfüllung der Bedin- 
gung beizutragen. Die Länge der inneren Elektrode ist im wesent- 
lichen durch andere konstruktive Anforderungen festgelegt; da- 
mit das elektrische Feld innerhalb des Cylinderkondensators einen 
leicht berechenbaren Verlauf hat, wie er bei Ableitung der 
Formel I) zu Grunde gelegt wurde, muf die Länge der inneren 
Elektrode grof sein gegen ihren Radius auch ist es vorteilhaft, die 
Länge des durchstrômten Rohres nicht zu klein gegen den Radius 
zu wählen, da sonst der in der Rechnung vorausgesetzte achsen- 
parallele Verlauf der Stromlinien des Luftstromes nur unvoll- 
kommen verwirklicht werden kann. Auch mufte der Anforderung 
genügt werden, die Capazität des Cylinderkondensators gro zu 
machen gegen diejenige des Elektrometers; dieser Anforderung 
kann infolge der Bedingung 111) nicht durch Verkleinerung des 


. r 
Verhältnisses —“*, sondern nur durch entsprechende Wah] von / 
r,, 


genügt werden. 
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Sollte der Apparat transportabel werden, so mufñte diesen 
Anforderungen genügt werden unter Verwendung des Aluminium- 
blattelektrometers nach Exner-Elster-Geitel; es war also 
die Bedingung JILI) für Anfangspotentiale von etwa 200 Volt zu 
erfüllen; von der Verwendung einer variabeln Kapazität nahm ich 
Abstand, da es durch den so herbeigeführten Kapazitätszuwachs 
nur bei unhandlichen Apparatdimensionen gelungen wäre, das Ver- 
hältnis © klein zu machen. 

Die aus diesen Überlegangen hervorgegangene instrumentelle 
Durchtührung der Leitfähigkeitsmessung ist folgende. In einem 


Rohre aus geschwärztem Magnaliumblech von 16 cm Durchmesser 
und 56 cm Länge wird durch einen vierflügeligen Fächer-Aspirator 
ein kräftiger Luftstrom erzeugt; der Aspirator ist am hinteren 
Ende des Rohres eingebaut und beansprucht für sich 16 cm der 
Rohrlänge. Der Antrieb erfolgt mittels einer auferhalb des Rohres 
befindlichen Kurbel, deren Welle die Rohrwand durchdringt und 
innen ein Schneckenrad mit 36 Zähnen trägt. Dieses greift in 
eine stählerne zweigängige Schraube ohne Ende ein, welche auf 
der Achse des Fächeraspirators sitzt; dieser macht also 18 Um- 
drehungen bei jeder Umdrehung der Kurbel. Der vordere Teil 
des Rohres ist von dem hinteren, in welchem der Aspirator ar- 
beitet, durch eine Querwand aus Drahtnetz von etwa 1 mm 
Maschenweite geschieden, deren Zweck weiter unten erklärt wer- 
den wird. Das Rohr ist in einen leichten, festen Holzkasten 
(20 >< 56 >< 33 cm) eingebaut, dessen Seitenbretter herausnehmbar 
sind; die vordere und hintere Rohrôffnung kann durch je einen 
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in Scharnieren nach unten wegklappbaren Deckel verschlossen wer- 
den. Vor der Einstrômungsôffnung des Rohres läft sich zur Ver- 
hütung der Wirbelbildung ein schalltrichterartig von 30cm bis auf 
16 cm Durchmesser verjüngter, aus Messingblech gedrückter Vorsatz 
mittels Bajonnettverschlusses befestigen; der Einstrômungstrichter 
ist in einer Meridianebene aufgeschnitten und wird zum Transport 
im Innern des Kastens verpackt. Der vordere Teil des Rohres ent- 
hält die innere Elektrode aus geschwärztem Aluminiumrohr von 
24 cm Länge und 1,44 cm Durchmesser; die Elektrode ist vorne 
und hinten mit abgerundeten Blechkappen verschlossen und wird in 
der Mitte von einer Stahlnadel von 2 mm Durchmesser getragen, 
die mit ihrem unteren Ende in dem Blättchenträger des Elektro- 
meters befestigt werden kann. Das Elektrometer ist mit seinem 
Halse dicht in einen 2,5 cm weïiten und langen Rohrstutzen einge- 
paft, welcher mit dem 16cm weïiten Magnaliumrohre unten in der 
Mitte seines vorderen freien Teiïles verschraubt ist; der Träger 
der inneren Elektrode tritt frei mit etwa 1 mm Spielraum durch 
eine Blechplatte hindurch in das Elektrometer ein, welche das un- 
tere Ende des Elektrometerhalses abschliefit. Die Schubstangen, 
durch welche die Schutzbacken des Elektrometers bewegt werden, 
sind in 4 cm langen, am Gehäuse befestigten Rohren geführt und 
mit Stopfbüchsen abgedichtet, wodurch jede Luftstrômung im Innern 
des Gehäuses ausgeschlossen wird. Die vordere und hintere Glas- 
wand des Elektrometers ist unter Zwischenlage von Dichtungs- 
ringen am Grehäuse festgeschraubt. Der Bernsteinisolator ist im 
Boden so befestigt, daB er sammt dem Blättchenträger zum Ein- 
kleben neuer Blättchen leicht nach unten hérausgezogen werden 
kann; gegen das Innere des Gehäuses ist seine Oberfläche nach 
einem Vorschlage von H. Schering!) mit einer metallenen Schutz- 
kappe abgedeckt, welche bis auf etwa 1 mm an den Blättchen- 
träger herantritt. Dadurch ist zwar eine kleine Kapazitätsver- 
mehrung gegen die ursprüngliche Elster-Geitel’sche Konstruk- 
tion bedingt, aber es ist ein vorzüglicher Schutz des Isolators 
gegen Staub und Feuchtigkeit erreicht, sowie der Einfluf von 
reibungselektrischen Ladungen des Bernsteins auf die Blättchen- 
einstellung beseitigt. Gleichzeitig scheint durch die metallene 
Schutzkappe die Zeit, welche für die Annahme einer neuen Ladung 
durch den Bernstein benôtigt wird, auf Bruchteile einer Minute 
herabgedrückt zu sein”). Die innere Elektrode mit ihrem Träger 


1) H. Schering, Dissert. Gôttingen, 1904. 
2) Bei dem Elster-Geitel’schen Zerstreuungs-Apparat mufte vorschrifts- 
mäBig eine Zeit von 5 Minuten nach dem Laden des isolierten Systems bis zum 
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wird zum Transport im Kasten verpackt und das Elektrometer- 
gehäuse mit einem Stopfen verschlossen. 

Die zum Laden des isolierten Systems dienende Zambonisäule 
ist in der Mitte durch eine Metallplatte unterbrochen, welche die 
Plättchen um einige Millimeter im Durchmesser übertrifft; mittels 
dieser Platte wird die Säule zum Transport in einem entsprechend 
ausgedrehten Holzfutter so befestigt, daB ihre beiden Pole 
frei sind, sie ist so besser gegen Abnahme ihrer Spannung ge- 
schützt, als wenn ihre beiden Enden in ungeschützten Bernstein- 
isolatoren gefaft wären, die mit der Zeit doch an Isolationswider- 
stand Einbufe erleiden. 

Der Apparat kann zum Gebrauch entweder an vier Üsen auf- 
gehängt oder auf einem aus den heruntergeklappten Deckelbrettern 
und den Seitenbrettern zusammengesetzten Unterbau aufgestellt 
werden. Das Gewicht des ganzen Apparates beträgt 8 kg. 


Experimentelle Untersuchung des Apparates. 

Bevor der Apparat zu definiven Messungen in Gebrauch ge- 
nommen werden konnte, galt es, ihn auf seine Wirkungsweïise hin 
experimentell zu untersuchen und insbesondere die Grenzen der 
Luftgeschwindigkeit und des Potentials am geladenen System fest- 
zustellen, innerhalb welcher er bei gegebener maximaler spezi- 
fischer Ionengeschwindigkeit den theoretischen Anforderungen ge- 
nügt. Wünschenswert für solche Untersuchungen, bei denen eine 
Versuchsbedingung unter Konstanterhaltung der übrigen syste- 
matisch variiert werden mu, ist vor allem eine môüglichst geringe 
zeitliche Ânderung der spezifischen Leitfähigkeit der Luft; diese 
gesuchte Konstanz der Leitfähigkeit ist im Freien im Allgemeinen 
nur selten auf längere Zeit anzutreffen, dazu kam, daf bei den 
Vorversuchen gerade auch die Luftgeschwindigkeit im Cylinder- 
kondensator den Versuchsvariabeln angehôrte — es mufte also 
zunächst in einem geschlossenen Raume gearbeitet werden. Das 
Arbeiten in einem geräumigen, längere Zeit nicht gelüfteten 
Zimmer bietet mancherlei Vorteile: die Leitfähigkeit varüert nur 
sehr langsam, Stôrungen durch Windstôsse sind ausgeschlossen 
und dazu ist die Leitfähigkeit in solchen Räumen fast stets einige 
Male grôsser als im Mittel im Freien — es ist also die Beobach- 
tungszeit im entsprechenden Verhältnis kürzer. 


Beginn der Messung verstreichen, ,damit der Isolator sich polarisieren konnte“ ; 
vermutlich war diese Zeit nur durch die auf der Bernstein-Schutzplatte aus- 
gebreitete Staubschicht bedingt, über welche sich die Ladung entsprechend ibrem 
geringen Leitvermôügen langsam ausbreitete. 
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Die im Folgenden beschriebenen Versuche wurden im Audi- 
torium des geophysikalischen Instituts angestellt; bei einer groBen 
Zabl von Beobachtungsreihen unterstützte mich in dankenswerter 
Weise Herr J. E. Burbank (Washington). 

Es wurde zunächst die Geschwindigkeit des Luftstroms vari- 
iert und zwar wurde stets mit dem gleichen Vorzeichen der La- 
dung (—) und nahezu dem gleichen Anfangspotential gearbeitet ; 
es wechselten stets Versuchsreihen mit zwei verschiedenen Luft- 
geschwindigkeiten mit einander ab. So konnte der Wert der mit 
der Geschwindigkeit a erhaltenen Leitfähigkeit für die Zeit der 
Messung mit der Geschwindigkeit b interpoliert werden und um- 
gekehrt. Wurde also bei der Luftgeschwindigkeit a in der Ver- 
suchsreihe 1 die Leitfähigkeit 4a,, bei der Luftgeschwindigkeit b 
in der Versuchsreihe 2 die Leitfähigkeit 1b, u.s.w. gemessen, s0 
gelangten zum Vergleich die Werte 


latin 
2 2 
La, mit “sr u. S. W 


Bei den ersten Versuchsreihen, bei denen das oben erwähnte 
Drahtnetz noch nicht zwischen Cylinderkondensator und Aspira- 
tor eingeschaltet war, ergab sich der nach der Formel I be- 
rechnete Wert der Leitfähigkeit kleiner bei grofen Luft- 
geschwindigkeiten als bei kleinen, und zwar wurde gearbeitet 
mit Luftseschwindigkeiten, die durch 1/2 Umdrehung der Kurbel 
pro Sekunde, durch 1 Umdrehung pro Sekunde und 2 Umdrehungen 
pro Sekunde erzeugt waren. Dieses Resultat konnte nur dadurch 
erklärt werden, daB eine oder mehrere der Grundannahmen, welche 
der Ableitung der Formel zu Grunde gelegt wurden, nicht erfüllt 
waren. Ich vermutete, daB die Annahme, nach welcher die Luft- 
geschwindigkeit über den ganzen Querschnitt des Cylinderkonden- 
sators als konstant gesetzt ist, in einem weiten kurzen Robr bei 
Benutzung eines nicht gcrade zu diesem Zweck besonders ver- 
fertigten Fächeraspirators wohl schwerlich erfüllt sein künnte. 
Eine Überschlagsrechnung ergab, daf bei einer Geschwindigkeits- 
verteilung, nach welcher die Luftgeschwindigkeit innerhalb des 
Cylinderkondensators mit wachsendem Abstand von der Achse 
zunimmt, in der Tat der beobachtete Effekt eintreten muf. 
Ich bemühte mich also zunächst eine homogene Geschwindigkeits- 
verteilung innerhalb des Rohres zu erzielen. Es erschien mir 
wenig aussichtsvoll, dieses Ziel durch eine besondere Gestalt der 
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Schraubenflügel des Aspirators zu erreichen, da sich bei kleinen 
Dimensionen die Herstellung einer vorgegebenen Fläche wohl nur 
schwer und ungenau durchführen läfit. Es ergab sich bald eine 
andere Lüsung, die zwar die Ükonomie des Aspirationsprozesses 
herabmindert, sich aber durch leichte Herstellungsart und sichere 
Wirkungsweise auszeichnet. Schaltet man nämlich unmittelbar 
vor dem ansaugenden Aspirator eine Querwand aus Drahtnetz 
ein, so erfäbrt der Luftstrom dadurch bei hinreichend kleiner 
Maschenweite einen so erheblichen Widerstand, da8 die ungleich- 
mässig über den Querschnitt des Rohres verteilte Saugwirkung 
des Flügelaspirators in dem Raume vor dem Drahtnetz aus- 
geglichen werden kann — der Aspirator schafft dicht hinter dem 
Drahtnetz einen luftverdünnten Raum, in den durch alle Maschen 
des Netzes die Luft ziemlich gleichmässig hineinstrômt!)}. Der Ver- 
such ergab, daB durch ein Drahtnetz von etwa 1 mm Maschen- 
weite die Abhängigkeit der Leitfähigkeitsmessung von der Luft- 
geschwindigkeit merklich beseitigt wurde. Es sollen noch weitere 
Versuche darüber angestellt werden, ob diese Unabhängigkeit 
vielleicht durch eine verbesserte Konstruktion des Aspirators 
schon bei einem Netz mit weiteren Maschen zu erzielen ist, das 
den Wirkungsgrad des Aspirators etwas weniger herabmindert. 

Weitere Versuchsreihen bezogen sich darauf, festzustellen, 
bei welchen Anfangspotentialen für jede Geschwindigkeitsstufe in 
Luft von Atmosphärendruck die gewünschte Wirkungsweïse des 
Apparates gesichert ist. Es wurde bei einer môglichst konstant 
gehaltenen Luftgeschwindigkeit (bei einem Teil der Versuchsreihen 
wurde ein Elektromotor zum Antrieb des Apparates benutzt) 
das isolierte System auf ein môglichst hohes Anfangspotential ge- 
laden und nun in Intervallen von 30 zu 30 Sekunden die Blättchen- 
divergenz abgelesen. In denjenigen Spannungsintervallen, in 
welchen die Abnahme nach dem logarithmischen Gesetze er- 
folgt, ist der Apparat zur Messung der spezifischen Leitfähig- 
keit brauchbar, in denjenigen Intervallen, in welchen die Span- 
nungsabnahme nach einem linearen Gesetz erfolgt, wirkt der 
Apparat als Ionenzähler, ist also zur Messung der spezifischen 
Leitfähigkeit unbrauchbar. Es stellte sich heraus, daf das lineare 
Gesetz bei einer Luftgeschwindigkeit entsprechend ‘2 Kurbel- 
Umdrehung/sec. noch gilt bei Spannungen bis zu etwa 150 Volt 
herab, bei 1 Kurbelumdrehung/sec. und 2 Umdrehungen/sec. wurde 


1) Anm. bei der Korrektur: Wie mir mitgeteilt wird, hat Herr L. Prandtl 
schon früber eine ähnliche Vorrichtung benutzt. 
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von 200 Volt abwärts das logarithmische Gesetz festgestellt. Der 
Apparat arbeitet also schon bei einer Luftgeschwindigkeit, die 
durch eine Kurbelumdrebung pro Sekunde erzeugt wird, bei 
Atmosphärendruck vollkommen sicher. Bei Ballonfahrten bis zu 
etwa 7000 m Hüôhe kann der Apparat unbedenklich ohne Ânde- 
rung auch bei den dort vorkommenden spezifischen Ionengeschwin- 
digkeiten benutzt werden, wenn man mit 2 Kurbel-Umdrehungen/sec. 
arbeitet und nur Anfangsspannungen unter 150 Volt anwendet. 
Ich habe daher in den für Ballonfahrten bestimmten Apparat ein 
Elektrometer einbauen lassen, das durch etwas verringerten Ab- 
stand der Schutzbacken vom Blättchenträger und Verwendung 
von nur etwa 2 mm breiten Aluminiumblättchen etwas empfnd- 
licher gemacht ist, so da die Blättchen schon bei etwa 170 Volt 
durchschlagen. 


In weiteren Versuchsreihen wurden mit der inneren Electrode 
von 24cm Länge und 1,44 cm Durchmesser solche von gleicher 
Länge und 0,5 bezw. 2,4 cm Durchmesser verglichen. Die einzelnen 
Elektroden wurden zunächst bei verschiedenen Luftgeschwindig- 
keiten untersucht, dann wurde für jede Elektrode bei verschiede- 
nen Geschwindigkeiten der zeitliche Verlauf der Spannungsabnahme 
bestimmt und schliefilich bei sonst gleichen Versuchsbedingungen 
je zwei verschiedene Elektroden mit einander verglichen. Wie 
zu erwarten war, trat das logarithmische Gesetz für den Span- 
nungsrückgang bei der Elektrode von 2,4 cm bei gleicher Luft- 
geschwindigkeit (*/ Umdrehung/sec.) erst bei niedrigerem Poten- 
tial ein als bei der Elektrode von 1,44 cm Durchmesser und bei 
dieser wiederum bei niedrigerem Potential als bei der Elektrode 
von 0,5 cm Durchmesser. Die Elektroden von grôBerem Durch- 
messer lieferten bei unmittelbarem Vergleich stets den grüferen 
Spannungsrückgang in der gleichen Aspirationszeit. Die bei Ver- 
gleichsmessungen je zweier Elektroden nach der Formel I) be- 
rechneten Leitfähigkeiten stimmten bei den Elektroden von 1,44 
und 2,4 em Durchmesser merklich überein, die Elektrode von 0,5 cm 
Durchmesser lieferte etwas zu grofie Werte, was wohl auf den 
stôrenden Einfluf des Trägers zurückzuführen ist, der bei allen 
drei Elektroden in gleicher Stärke ausgeführt war und daher bei 
der Elektrode von kleinerem Durchmesser am meisten als stürend 
hervortreten mufte. 

Diese Stürungsursache wie auch die Wirbelbildung an der 
inneren Elektrode gedenke ich noch eingehender zu untersuchen; 
insbesondere sollen noch Elektroden aus vorn und hinten offenen 
Rôhren erprobt werden. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1905. Hoft 8. 18 
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Die Konstantenbestimmung. 


Die eïinzige in der Formel auftretende Konstante des Appa- 
rates ist das Kapazitätsverhältnis = man kônnte daran denken, es 


in ähnlicher Weise zu bestimmen, wie es nach Elster und 
Geitel für den Zerstreuungsapparat ermittelt wird. Sicherer 
und bei weitem leichter ausfübrbar erschien es mir, direkt die 
Gesamtkapazität des Apparates mittels zweier geeigneter Cylinder- 
kondensatoren von verschiedener Länge, deren Kapazitätsdifferenz 
als Normale gilt') zu bestimmen und in die Formel die gemessenen 
Apparatdimensionen einzusetzen. So ergab sich für die Kapazität 
des Apparates (mit der inneren Elektrode von 1,44 cm Durch- 
messer) 12,6 cm und somit für das Glied 


Clg (=) 


2x l SE 


oder als Apparatkonstante für die Rechnung mit Briggschen Loga- 
rithmen 0,465. 


Die Praxis der Leitfähigkeitsmessungen. 


Im Freien stellt man den Apparat nach Môglickkeit vor 
Windstüssen geschützt auf, am besten mit der Längsachse senk- 
recht zur vorherrschenden Windrichtung. Man ladet das isolierte 
System mittels der Zambonisäule und beginnt môglichst schnell 
nach der Ablesung des Elektrometers mit der Aspiration; wie 
man sich nämlich leicht überzeugt, ist der Spannungsrückgang 
am Elektrometer infolge der durch Diffusion in den Cylinder- 
kondensator gelangenden Ionen ein merklicher. Man aspiriert 
nur solange, bis am Elektrometer eine merkliche Spannungsabnahme 
eingetreten ist und liest unmittelbar nach Beendigung der Aspi- 
ration die Endspannung ab. Bei Atmosphärendruck ist es hin- 
reichend, die Kurbel 1—2 mal in der Sekunde zu drehen; man 
kontrolliert das Tempo nach der Uhr oder bequemer mittels eines 
kleinen — etwa 25 cm langen Fadenpendels, das man an dem 
Apparat befestigt. Beträgt der Anteil einer Ionenart an der 
spezifischen Leitfähigkeit 10 elektrost. Einheiten — was den im 
Freien am Boden vorkommenden Verhältnissen entspricht — so 
erhält man etwa nach 3 Minuten Aspirationsdauer bei 200 Volt 

1) H. Gerdien, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. in Gôttingen, Math.-phyl. KI. 
1904, S. K3. 
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Anfangspotential einen Spannungsrückgang von etwa 19 Volt; in 
der freien Atmosphäre, wo in Hühen über 3000 m nicht selten 
der zehnfache Wert der spezifischen Leitfähigkeit vorkommt, er- 
hält man in der gleichen Zeit einen Spannungsrückgang von 200 
auf 82 Volt — das sind Zahlen, die wohl den Fortschritt, der mit 
der Konstruktion dieses neuen Apparates erzielt wurde, veran- 
schaulichen künnen. 

Die Prüfung der Isolation des Elektrometers geschieht in der 
üblichen Weïise, durch Aufladen mittels eines dem Apparat bei- 
gegebenen, mit isolierendem Handgriff versehenen Kontaktstiftes; 
dieser kann bequem nach Entfernung der inneren Elektrode in 
das Elektrometergehäuse eingeführt werden. Nach dem Aufladen 
mit der Zambonisäule wird er entfernt und das Elektrometer- 
gehäuse mittels des Stopfens verschlossen. Sowohl die Spannungs- 
abnahme des Elektrometers allein als auch diejenige im vorn und 
hinten geschlossenen Cylinderkondensator bei aufgesetzter innerer 
Elektrode ist so klein gegenüber der beim Aspirieren eintreten- 
den, daB sie bei der Leitfähigkeitsmessung nur in Ausnahmefällen 
berücksichtigt zu werden braucht'). Die Mittel zur Ausführung 
der vorstehenden Untersuchung waren von der Kgl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Güttingen zur Verfügung gestellt. 


1) Der Apparat wird von der Firma Spindler u. Hoyer, Güttingen, 
verfertigt. 
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Ueber die numerische Auflôsung totaler 
Differentialgleichungen. 


Von 
C. Runge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Mai 1905. 


Um die Differentialgleichungen mit einer unabhängigen Ver- 
änderlichen numerisch aufzulôsen, sind Näherungsmethoden ent- 
wickelt worden analog denen, die bei der Berechnung bestimmter 
Integrale Verwendung finden’)} Es fehlt indessen noch der Be- 
weis, dass diese Näherungs-Verfahren convergent sind oder, was 
practisch wichtiger ist, es fehlt ein Kriterium, um zu ermitteln, 
wie klein die Schritte gemacht werden müssen, um eine vorge- 
schriebene Genauigkeit zu erreichen. 

Für das Eulersche Verfahren ist jener Beweis und das Kri- 
terium der Genauigkeit von Cauchy gegeben worden. Das 
Eulersche Verfahren besteht einfach darin, dass man in der 
Differentialgleichung den Differentialquotienten durch den Diffe- 
renzenquotienten ersetzt und damit von einem Werthsystem 
zu einem benachbarten übergeht. Aber dies Näherungsverfahren 
ist nicht brauchbar, weil seine Genauigkeit im Allgemeinen zu 
wünschen übrig lässt. Wenn man die Zahl der Schritte für ein 
gegebenes Intervall der unabhängigen Veränderlichen #-Mal so 
groB macht, so wird der Fehler der Näherung nur etwa auf den 
nt Teil reducirt. Um cinige Genauigkeit zu erzielen, wird daher 
im Allgemeinen die Zahl der Schritte so gro8, daB die Rechen- 
arbeit ein annehmbares Ma überschreitet. 


1) C. Runge, Mathematische Annalen Bd. 46, p. 167, 1895. — K. Ileun, 
Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 45, p. 23, 1200. — Kutta, Zeitschrift 
für Mathematik und Physik, Bd. 46, p. 435, 1901. 
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In der vorliegenden Arbeit wird Cauchys Beweis auf die 
neueren Annäherungsmethoden ausgedehnt. Es wird sich zeigen, 
daf die Verhältnisse, auch was die Genauigkeit betrifft, geradeso 
liegen wie bei der Berechnung eines bestimmten Integrals durch 
die Simpsonsche Regel. 

Von den neueren Verfahren halte ich das folgende von Herrn 
Kutta angegebene für das beste. 

Es sei eine Differentialgleichung erster Ordnung vorgelegt 


# = f(&y). 


Der Uebergang von einem Werthsystem x,y zu einem benachbarten 
Werthsystem = x+h, y = y+x soll durch die folgende 
Rechnung bewirkt werden. Mit einem beliebig gewählten Werth 
von » berechne man die GrüBen x, x, x, x, durch die Kette von 
Gleichungen: 


à 


re F(xy)h 


[l #%, 


è 


à 


2 
A +, y+x)h 


x, == fear) 


à 


und setze A = ?, se — q. Dann bilden p und q Nähe- 
rungswerthe für x, deren Fehler von der dritten Ordnung in À 
ist. Addirt man dann den dritten Teil des Unterschiedes p —Q 


zu q, so erhält man einen neuen Näherungswerth 


dessen Fehler von der fünften Ordnung in k ist. D.h. wenn man 
x—(qg+%(p—g)) nach Potenzen von  entwickelt, so fängt die 
Entwicklung mit k° an. Das eben ist der Gedanke, der auf das 
Näherungsverfahren geführt hat. Man kann diesen Umstand nun 
noch etwas präciser fassen, indem man zeigt: für ein beschränktes 
Gebiet der Veränderlichen x, y lässt sich eine positive GrôBe M 
ermitteln, derart, daB der Fehler x—(q9+4(»—q)) absolut ge- 
nommen nicht grôüBer ist als M}. Es ist dazu gar nicht erforder- 
lich, da f(xy) eine analytische Function sei. Sondern es genügt, 


x 
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daB f(xy) Ableitungen nach x und y bis zur vierten Ordnung be- 
sitzt, die für das betrachtete Gebiet dem absoluten Betrage nach 
eine endliche obere Grenze besitzen. Zu dem Ende denke man 
sich die Taylorsche Entwicklung von y — #—(q9+4&(p—q) nach 
Potenzen von À bei dem Gliede mit X* abgebrochen. Der Coeffi- 
1 d'y 
At di 
sondern statt X ist ein Zwischenwerth zwischen O und } anzu- 
nehmen. Die vorhergehenden Glieder verschwinden sämmtlich. 
Nun läBt sich mit Hülfe der Differentialgleichung und dem Bil- 


cient von k* ist Hier ist aber nicht k — 0 einzusetzen, 


dungsgesetz von g+1(p—q) der Ausdruck & LE als Function 


von %,Y%,h,x ausdrücken. Es kommen darin die partiellen Diffe- 
rentialquotienten von f bis zur vierten Ordnung vor. Die Diffe- 
rentialquotienten vierter Ordnung kommen nur durch die Diffe- 
rentiation von %,,%,, #%, x, hinein und sind mit À multiplicirt. 


Dieser Theil von 1 _ ist also mindestens von erster Ordnung 
in k Der andere Theil der nicht mit L multiplicirten Glieder 
muB nach der Kuttaschen Entwicklung für 4 — 0 verschwinden. 
Da er nur Differentialquotienten bis zur 3t* Ordnung enthält und 
die Differentialquotienten 4t* Ordnung eine endliche Grenze ihres 
absoluten Betrages besitzen, so ist auch dieser Teil mindestens 
von der ersten Ordnung es h. Es läfit sich eine Grô8e M er- 
mitteln, derart daf FA as für das betrachtete Gebiet absolut 
genommen nicht grôfier ist als Mk. Das gilt auch noch, wenn 
statt L ein Zwischenwerth zwischen 0 und + eingesetzt wird, und 
somit wird der Febler des Näherungswerthes 9 + 1(»—q) absolut 
genommen nicht grüBer als Mk, so lange die vorkommenden 
W'erthe x + h,y+x dem betrachteten Gebiete angehüren. 

Für die Beurtheilung der Genauigkeit des Verfahrens ist 
nun aber die KenntniB des Fehlers, den wir bei einem einzigen 
Schritt begehen, nicht ausreichend. Vielmehr ist es nothwendig 
zu erürtern, wie sich der bei einem Schritt begangene Fehler 
nun bei dem nächsten Schritte fortpflanzt. Zu dem Ende haben 
wir zu untersuchen, wie der Näherungswerth q+4(»—) durch 
einen Fehler in dem der Rechnung zu Grunde liegenden Werthe 
von y beeinfluft wird. Welcher Fehler entsteht in x, x, x, x, da- 
durch, daf statt des richtigen Werthes y ein fehlerhafter y + & 
eingesctzt wird ? 


JA 
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Es sei in dem ganzen betrachteten Bereich SL dem absoluten 
Betrage nach nicht grôfier als ». Wenn man nun in dem Aus- 
druck für x, statt y den Werth y + & einsetzt, so wird dadurch x, 
absolut genommen, um nicht mehr als »he geändert. In dem Aus- 
druck für x, ändert sich mithin der Werth von y+x,/2 um hôch- 
stens e+kmhe, und dadurch wird x, um hôüchstens he (1+ 1h) 


geändert. Damit ändert sich wieder x, um nicht mehr als 
mhe (+ (+4 mi) 
und x, um nicht mehr als 


mhe (: + mAh (1 + di (1++} mi) 


—-5 — ändert sich um nicht mehr als mhe(1+1mh+1mih+ 4h") 


ee S* ändert sich um nicht mehr als mhe(1+1mh+21m"h?) 


g+&(p—g) = ?q+4p ändert sich um nicht mehr als 


1 RE ANS 
me (+ mh + Ge m h +5" n°) 

Für kleine Werthe von 24 ist demnach die Aenderung von 
g+£(p—g) von derselben Ordnung wie he, 2. B. für mh<1 
=. me. Es läBt sich folglich eine feste positive GrôBe 
m, angeben, der Art, daB der absolute Betrag der Aenderung von 
g++(»p—g), die der Aenderung & von y entspricht, nicht grôBer 
ist als m, he. El 

Geht man von einem Werthsystem x,y, aus und berechnet 
Z = 2+h, y, = Y+%+E(P,—0), so wird der Fehler von 
4 +#&(»,— 4) und damit der Fehler von y, absolut genommen nicht 
grôBer als M} sein. 


kleiner als 


ë, < M 


(wo &, den absoluten Betrag des Fehlers von y, bedeutet). 


Geht man von x,7, weiter zu dem nächsten Werthepaar 
2, = 2, +h, y, = Y+4+E(r,—4), so wird der Fehler von y, 
sich aus dem Fehler von y, und dem von q,+4(?,—q,) zusammen- 
setzen. 
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Der absolute Betrag «, des Fehlers von y, wird demnach 
nicht grôBer als 
ë, < ea +Mh+m,he.. 
Und in analoger Weise schlieBt man, da der absolute Betrag &, 
des Fehlers von y, nicht grôBer ist als 
ë <e,+M+m,he, 
u. S. W. 
En <= énn + Mh+m,he,…. 


Oder wenn man rückwärts substituirt 
ë, < MI + (+, 4) MAS ++ im, h) MIS +... +(l+m RMI 


oder 
1+m,h) —1 


m, le 


< mis { 


Wird x,—x, = H gesetzt, so ist h — = und damit 


M H: En M H* 
Æ : : EE gl RUN 
< (+ — 1)< (em 1) 


4 
m On m, 


Für ein gegebenes Intervall H ist die für den Fehler des 
Näberungswerthes y, gefundene Grenze der vierten Potenz von 
umgekehrt proportional. Käme noch ein Fehler von y, hinzu, so 
müfte vorne an die Kette von Ungleichheiten noch 


& <a +Mh+mhe, 


angefügt werden. Damit ergiebt sich 


HE n 
re . a (emH — 1)+(1 + m, h) CA 
M H° 
rte. Me fm ma H 
nr A (emH— 1) Hem. 


Diese Grenze wird zur Anwendung kommen, wenn man die Ver- 
änderlichen ihre Rollen vertauschen läBt. Man wird das z. B. 


: à g ; dy 

thun, wenn man sich einem Punkte der Curve nähert, in dem _ 
dx 

unendlich wird. Um y zur unabhängigen Veränderlichen zu machen, 
wird man zunächst ausrechnen, um wie viel x hôchstens geändert 


werden müfte, wenn der berechnete Werth von y der richtige 
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sein sollte. Das geschieht mit Hilfe des Maximalwerthes von Es 


in der Umgebung der betreffenden Stelle. Beim Weiterrechnen 
mit y als unabhängiger Veränderlichen fängt man also schon mit 
einem môglichen Fehler €, von x an. 

Die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich in analoger 
Weise auf eine Differentialgleichung von beliebiger Ordnung aus- 
dehnen. Man hat sie nur in der bekannten Weise als ein System 
von simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung zu schreiben. 


Messungen der Dichte des vertikalen elektrischen 
Leitungsstromes in der freien Atmosphäre bei der 
Ballonfahrt vom 11. V. 1905. 


Mit 1 Figur und 1 Tafel. 
Von 


H. Gerdien. 


Vorgelest von E. Wiechert am 3. Juni 1905. 


Am Schlusse meines Berichts') über die luftelektrischen Ar- 
beiten bei den Baïllonfahrten vom 14. IV. und 5. V. 1904 hatte 
ich die Erwartung ausgesprochen, daB es mir môglich sein werde, 
die Dichte des vertikalen elektrischen Leitungsstroms durch zu- 
sammenhängende Messungen des Potentialgefälles und der spezifischen 
Leitfähigkeit als Funktion der Hühe in der freien Atmosphäre 
messen zu kôünnen; ich war damals nur im Besitze meines älteren 
Apparates zur Messung der spezifischen Leitfähigkeit, der spezi- 
fischen Ionengeschwindigkeit und der spezifischen Ionenzahl, dessen 
etwas umständliche Handhabung mich einen Fortschritt auf dem 
Wege zu meinem Ziel erst von der Mitwirkung eines zweiten 
luftelektrischen Beobachters erhoffen lieB. Inzwischen war ?) 
es mir gelungen, unter Verzicht aut die Messung der spezi- 
fischen Ionenzahl und Ionengeschwindigkeit die eigentliche Leit- 
fähigkeitsmessung so zu vervollkommnen, daf ich hoffen durfte, 
meinen lange gehegten Plan nunmebr allein ausführen zu kônnen. 
Wiederum wurde mir durch das Entgegenkommen von Herrn 
Geheimrat R. ABmann die Teilnahme an einer Ballonfahrt er- 


1) H Gerdien, Nachr, der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, Math.-phys. 
KI. 1901, 277—299. 
2) Vgl. die vorstehende Mittcilung,. 
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môglicht; über die dabei gewonnenen luftelektrischen Resultate 
will ich im folgenden im Zusammenhang mit den meteorologischen 
Ergebnissen, soweit diese zum Verständnis der ersteren notwendig 
sind, berichten. 


Das luftelektrische Instrumentarium. 


Die Messungen der spezifischen Leitfähigkeit wurden mit dem 
neuen, in der vorstehenden Mitteilung beschriebenen Apparat durch- 
geführt; der Apparat war in Augenhôühe des Beobachters am Ringe 
so aufgehängt, daf der Einstrômungstrichter sich auferhalb der 
Korbleinen befand. Der Aspirator wurde durchweg mit mindestens 
2 Kurbel-Umdrehungen in der Sekunde angetrieben; die dazu er- 
forderliche Arbeitsleistung ist zwar in geringen und mittleren 
Hôhen ohne erhebliche Anstrengung aufzubringen, in grôBeren 
Hôhen läBt sie sich nur unter dauernder Sauerstoff-Atmung durch- 
führen, allerdings beansprucht hier infolge der gewôhnlich sehr 
groBen Leitfähigkeit jede Messungsreihe nur eine Aspirationsdauer 
von hôüchstens 2 Minuten. 


Der Apparat zur Messung des Potentialgefälles war der gleiche, 
wie der am 5. V. 1904 benutzte!)} Die Kollektorgefäfe hatten 
insofern eine kleine aber das Arbeiten erheblich erleichternde 
Verbesserung erfahren, als sie mit Flüssigkeitsstandgläsern ver- 
sehen waren, an welchen das Ausfliefen des Alkohols aus den 
Kollektoren leicht und sicher kontrolliert werden konnte. Da 
ich bei der Fahrt vom 5. V. 1904 durch das Versagen und not- 
wendig werdende Auswechseln der Ausflufüffnungen einen uner- 
wünschten Zeitverlust gehabt hatte, nahm ich zu dieser Fabrt nur 
noch Spritzkollektoren mit etwas weiteren Oeffnungen (über 0,2 mm 
Durchmesser) mit; diese verbrauchten zwar etwas mehr Alkohol 
als die Kollektoren mit feinen Oeffnungen, aber es tritt dafür 
auch ein Versagen weit seltener ein. Wiederum wurde mit Er- 
folg das Elektrometer mit zwei verschiedenen Mefbereichen benutzt, 
und zwar war das untere mit besonderer Sorgfalt hergestellte 
Blättchenpaar zwischen 25 und 240 Volt, das obere Blättchen- 
paar zwischen 200 und 700 Volt benutzbar, so da ohne Aenderung 
des Elektrodenabstandes von 10 m Potentialgefälle zwischen 2,5 
und 70 Volt:m gemessen werden konnten. Die Isolation des Po- 
tentialgefälle-Apparates war durchweg vorzüglich. 


1) IL. Gerdien, L c. 
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Verhütung von Ballonladungen; Ballast. 

Wieder war, wie bei den früheren Fahrten ein Spritzkollektor 
zur Entladung des Ballons dicht unter dem Korbboden angebracht. 
Alle luftelektrischen Messungen wurden, soweit nicht etwas anderes 
in dem unten folgenden Bericht ausdrücklich hervorgehoben ist, 
mindestens 5 Minuten nach jeder Ausgabe von Sandballast be- 
gonnen, wäbrend der Messungen wurde kein Sandballast gegeben 
— der Entladekollektor war ununterbrochen wirksam. Während 
der luftelektrischen Messungen wurde nur Wasserballast gegeben, 
der wieder in zwei Ballonstoffsäcken zu je 50 kg Inbalt auf etwa 
70° C. erwärmt mitgenommen wurde. Es wurde, wie bei den 
früheren Fahrten mit eingenommenem Schlepptau gefahren. 


Resultate. 

Fahrtbericht: Ballon ,Brandenburg“ (1280 cbm), Füllung 
1200 cbm Wasserstoff; Ballast: 29 Sack Sand, 100kg Wasser, 20kg 
Alkohol; Abfahrt von Berlin, Uebungsplatz des Luftschiffer-Bat. 
11. Mai 1906, 8 34%a. Landung bei Tost (Oberschlesien) 6" 50" p. 
Ballonfühbrer: Prof. A. Berson, Teilnehmer: Dr. À. Wegener 
(Meteorologische Beobachtungen, Astronomische Ortsbestimmungen), 
H. Gerdien (Luftelektrische Beobachtungen). Da der Ballon 
fast vôllig mit Gas gefüllt war, erreichte er schon nach wenigen 
Minuten in rund 1000 m die Prallhôhe (vgl. das’ Barogramm); 
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Barogramm, 11. V. 1905. 
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während des Aufstiegs wurde dauernd Wind im Korbe verspürt. 
Nach etwa einer Stunde war die Montage der Apparate beendigt 
und es konnte mit den Messungen begonnen werden. Der Ballon 
hatte in den geringen Hôühen eine sehr unruhige Hôhenlage und 
fiel während der ersten Messungsreihe plôtzlich so schnell, daf 
der Fall mit Sandballast gehemmt werden muñte. Trotz der un- 
ruhigen Hôhenlage des Ballons gelangen in den Hôhen zwischen 
600 und 800 m einige einwandfreie Messungsreihen. Gegen Mittag 
drang der Ballon in eine zwischen etwa 900 und 1500 m Hôhe 
liegende Strato-Cumulus-Schicht ein, die am Morgen zeitweise fast 
geschlossen war, nun aber mebr und mehr aufbrach. Die Hôhen- 
lage des Ballons wurde nun noch unrubhiger als sie unterhalb der 
Cumulus-Region gewesen war. Ein Defekt am Psychrometer z0g 
die Aufmerksamkeit der drei Korbinsassen längere Zeit auf sich; 
Reparaturversuche wollten nicht glücken und es muBte schlieflich 
zu dem mitgeführten kleinen Reserveinstrument gegriffen werden. 
In einer Lücke zwischen den Cumuli geriet der Ballon in einen 
intensiven abwärts gerichteten Luftstrom hinein; erst nach Aus- 
gabe von 3 Sack Sandballast konnte der Fall gebremst werden. 
Infolge dieses erzwungenen Ballastopfers drang nun der Ballon 
nach Ueberwindung des absteigenden Stromes unmittelbar in Hôhen 
von 2600—2800 m vor; hier, oberhalb des Reiches der Cumuli 
war ein ruhigeres Fahren môüglich. Wieder gelangen einige 
Messungsreihen; dann wurde der Ballon hôher getrieben und zeigte 
in etwa 3300 m eine auffallend stabile Hôhenlage: mit ganz ge- 
ringen Ballastgaben war er etwa eine Stunde lang in dieser Hôhe 
zu erbalten. Auf die Ursachen dieser Stabilität des Ballons wird 
noch weiter unten eingegangen werden. In der Hühe von 3200 
bis 3400 m konnte eine grofie Anzahl von Messungen ausgeführt 
werden; dann wurde die Sauerstoffvorrichtung bereit gemacht und 
der Ballon stufenweise in grôfiere Hôhen getrieben. So wurde 
der Reïhe nach in etwa 3600 m, 4500 m, 5000 m und der Maximal- 
hôühe von 5760 m luftelektrisch gemessen. 

Die Fahrt war über die südôstliche Mark, über Schlesien un- 
gefähr dem Laufe der Oder folgend bis nach Oberschlesien gegangen; 
gegen 6 Uhr Abends war der verfügbare Ballast verbraucht, der 
Ballon begann zu fallen und sank, nachdem er noch durch etwas 
Ballast im Falle aufgehalten war, langsam bis das mittlerweile 
ausgebrachte Schlepptau sich auf den Boden legte. Die Landung 
erfolgte bei fast vollkommener Windstille auf einer Waldblüke 
(Windbruch); die Bergung und Verpackung des Ballons war 
schwierig. 
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Wetterlage. Am 10. Mai lag eine Depression nordwestlich 
von Schottland, vom Kanal schob sich über Nordfrankreich eine 
Zunge hohen Druckes gegen Mitteldeutschland bin vor; ein anderes 
Hochdruckgebiet lagerte über dem Innern Ruflands, über dem 
Golf von Genua und dem Adriatischen Meer lagen Depressionen. 
Am Morgen der Fahrt hatte sich die Zunge hohen Druckes west- 
wärts zurückgezogen und unter geringer allgemeiner Druckabnahme 
war über dem zentralen Festlande Europas ein ost-westlich ge- 
lagerter Hochdruckrücken entstanden. Die nord-westliche Depression 
vom Vortage war in nord-ôstlicher Richtung unter erheblicher 
Abnahme der Gradienten vorgerückt und hatte ein Teilminimum 
über die Ostsee hin entsandt; über dem Mittelmeer lag noch eine 
flache Depression. Im Laufe des Tages vertiefte sich die De- 
pression über der Ostsee und die Mittelmeerdepression verlagerte 
sich unter Druckausfüllung etwas nord-westwärts; der ost-west- 
liche Hochdruckrücken blieb unter allgemeiner geringer Druck- 
abnahme bis zum 12. Mai bestehen. 

Die Fahrt zeigte die oben erwäbnte Strato-Cumulus-Schicht in 
etwa 900—1500 m Hôhe; darüber war eine ganze Anzahl mehr 
oder minder auch für das Auge merklicher Dunstschichten vor- 
handen. So wurde eine Stratus-Decke von geringer Mächtigkeit 
aber merklicher Dichte zwischen etwa 2300—2400 m Hühe durch- 
fahren, eine dünne Altostratus-Decke von erheblicher Mächtigkeit 
lagerte zwischen etwa 3900 und 4400 m Hühe; die ganze Atmos- 
phäre erschien recht unsichtig und diese allgemeine Trübung er- 
schwerte die sichere Erkennung der Grenzen von Schichten mit 
gesteigerter Trübung. Dennoch kann nach dem vorgefundenen 
Verlauf der Temperatur und der Feuchtigkeit mit der Hühe wohl 
kaum ein Zweifel darüber herrschen (vgl. die Tafel), daB aufer 
den vom Auge deutlich wahrgenommenen Dunstschichten noch 
solche mit geringerer Trübung in etwa 3300 m (stabile Hühenlage 
des Ballons) und in etwa 5300 m vorhanden waren; in der bei- 
gegebenen Tafel sind diese beiden Dunstschichten nur durch ge- 
strichelte Linien bezeichnet. In grofen Hühen wechselte die Be- 
wülkung im Laufe des Tages; es wurden Alto-Cumuli, Cirro- 
Cumuli und Cirro-Stratus bemerkt. 

Der vertikale Temperaturgradient (vgl. die Tafel) war vom 
Boden bis zur Basis der Cumuli wohl nahezu der adiabatische ; 
in der Region der Cumuli war der Verlauf des Gradienten ein sehr 
wechselnder — vielleicht lag in etwa 1100 m Hühe eine schwache 
Umkehrschicht. Das Vordringen der Cumuli wurde begrenzt durch 
den nahezu isothermen Verlauf der Temperatur zwischen 1550 und 
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1900 m Hôühe. Immerhin scheinen unter dem Einfluf der mittäg- 
lichen Sonnenstrahlung hier und da einzelne Cumuli diese Stabili- 
tätsschicht durchbrochen zu haben; ein solcher Cumuluskopf mit 
seinem ,falschen Cirrusschirm“ konnte auf der photographischen 
Platte festgehalten werden. Ueber 2000 m Hühe nimmt die Tem- 
peratur wieder schneller ab, bis in 3200 m Hühe eine Inversions- 
schicht mit nahezu 2° Temperaturzunahme erreicht wird. Diese 
verhältnismäfig starke Stabilitätsschicht war die Grundlage der 
im Fahrtbericht hervorgehobenen Tendenz des Ballons zu ruhiger 
Fahrt. Von 3300 m bis etwa 4600 m besteht wieder starke 
Temperaturabnahme, zwischen 4600 m und etwa 5300 m äuferst 
schwache Abnahme, die darüber wieder in stärkere Abnahme 
übergeht. 

Der Verlauf der relativen Feuchtigkeit mit der Hôhe ist 
entsprechend den verwickelten Schichtungsverhältnissen ein recht 
wechselvoller, auffällig ist die verhältnismäfig hohe Feuchtigkeit, 
die noch in den hüheren Schichten vorgefunden wurde. Vom 
Boden bis zur Basis der Cumuli nimmt die Feuchtigkeit offenbar 
zu; innerhalb der Lücke zwischen den Cumuli, in der der Ballon 
starke Hôhenschwankungen durchmachte, ändert sich die relative 
Feuchtigkeit sprunghaft. In der Tafel sind lediglich die zeit- 
lich auf einander folgenden Messungen eingetragen und mit 
einander verbunden. Oberhalb der Cumuli scheint der Verlauf 
ein ruhiger zu sein; über das Verhalten innerhalb der unter- 
sten Dunstschicht konnte ebenso wenig wie bei der Lufttem- 
peratur Aufschluf erhalten werden, da der Ballon durch das 
oben erwähnte starke Ballastopfer, das infolge des plôtzlich ein- 
setzenden absteigenden Luftstromes notwendig geworden war, 


diese Schicht zu schnell passierte, um erst über ihr zur Ruhe zu 


kommen. Die Inversion in 3200 —3300 m ist auch im Feuchtigkeits- 
diagramm deutlich erkennbar. Auch die Alto-stratus-Decke in 
3900—4400 m Hôühe ist durch eine geringe Abnahme der relativen 
Feuchtigkeit ausgezeichnet. Darüber wurden starke Schwankungen 
der relativen Feuchtigkeit beobachtet, die vielleicht auch im Zu- 
sammenhang mit Schichtungen stehen; immerhin muf berücksichtigt 
werden, daB die Feuchtigkeitsmessung bei den dort herrschenden 
niedrigen Lufttemperaturen schon recht ungenau ist. 

Zur Linken der Mittellinie des Diagramms ist der Verlauf 


: r Wasserdampf 
der spezifischen Feuchtigkeit (1 Intervall — 5 - Lufé P | 


aufgetragen. Diese Darstellung des Wasserdampfgehaltes der 
Latt, die ja besonders geeignet ist für die Beurteilung der Her- 
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kunft verschiedener über einander gelagerter Luftstrômangen, zeigt 
in diesem Falle wenig hervortretende Merkmale; nur in der Hôhe 
von etwa 3200 m ist eine starke Aenderung mit der Hôhe zu 
erkennen — diese Schicht scheidet die Luftmassen mit geringerer 
spezifischer Feuchtigkeit in der Hôhe von denjenigen mit grôBerer 
spezifischer Feuchtigkeit in der Tiefe. Eine ähnliche Rolle spielt 
diese Schicht, wie weiter unten hervortreten wird, auch in Bezug 
auf die horizontale Strômungsgeschwindigkeit. 

Da während der ganzen Fahrt die Orientierung aufrecht er- 
halten werden konnte, liegen mehrere gute Bestimmungen der 
Windgeschwindigkeit in den verschiedenen Hôhen vor. Diese 
zeigen ebenso geringe Aenderungen wie die Windrichtung, die 
während der ganzen Dauer der Fahrt N.W. blieb. Um die 
graphische Darstellung nicht zu überlasten, gebe ich die Resultate 
der Geschwindigkeitsmessungen nur in der folgenden Tabelle 
wieder : 

Zwischen den aufeinander folgenden Hôhen und Zeiten wurden 
die nebenstehenden Geschwindigkeiten gemessen: 


Hôhe Zeit Geschwindigkeit 

m hn -_m in m/sec. 

40 8: 34m a. = —- 
995 EEE PR 
DEN TE RIT ET NAN mn 

isa Dino 48025 me 
1350 10n 38m à. e 
1553 115 127 a, FT. 
2196 15 23m p. De 
3100 2h 42m p. _ 
3190 307" p. De 
3470 |  Sr49mp. . 
4150 18" p. Dé 
4500 7 AM 44m p. es 

260 6 50% p. 


Wie die Tabelle zeigt ergiebt sich keine besonders charak- 
teristische Geschwindigkeitsverteilung für die verschiedenen Hühen- 
stufen; fast die ganze Luftmasse zwischen dem Erdboden und der 
Maximalhôhe von 5760 m hat sich mit nahezu gleicher Geschwindig- 
keit von im Mittel 11,9 m/sec. in süd-ôstlicher Richtung fortbewegt. 
Die einzige mit einiger Sicherheit festzustellende merkliche Aende- 
rung der Geschwindigkeit mit der Hühe scheint in etwa 3200 m 
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stattgefunden zu haben; in dieser Hühe lag die schon mehrfach 
erwähnte Inversions- und Stabilitätsschicht, die also auch in Bezug 
auf die Strümungsgeschwindigkeit eine Grenze zwischen den 
darüber und darunter liegenden Luftmassen gebildet zu haben 
scheint. In Anbetracht der etwas verwickelten Wetterlage, von 
der zur Zeit ja nur die am Boden und die bei einem Vertikalschnitt 
erhaltenen Daten vorliegen, ist es noch nicht mit Sicherheit 
môüglich, etwas über die Herkunft der untersuchten Luftstrôme 
auszusagen; wahrscheinlich entstammte die Luft der hôüheren 
Schichten in dem Hochdruckrücken den nôrdlich und südlich über 
der Nord- und Ostsee und dem Mittelmeer liegenden Depressionen. 
In diesen groBen Wirbeln stieg sie erwärmt und mit Wasserdampf 
beladen auf, um in dem Rücken hohen Druckes über dem zentralen 
Festlande herabzusinken; nimmt man diese Strômungsverhältnisse 
an, so wird die verhältnismäfig hohe relative Feuchtigkeit, die 
wir noch in den Hühen von 5700 m vorfanden, erklärlich. Aller- 
dings ist es zur Zeit wohl noch nicht zu entscheiden, welchen 
Depressionsgebieten die Luft in den verschiedenen Hôhen ent- 
stammte, das wird vielleicht erst nach Verôffentlichung des ge- 
sammten bei den internationalen Terminaufstiegen vom 11. Mai 
1905 erhaltenen Materials müglich sein. Auf die Beziehungen, die 
zwischen der Herkunft der Luftmassen bei dieser Fahrt und ibren 
elektrischen Eigenschaften vermutet werden kônnen, wird weiter 
unten eingegangen werden. 


Luftelektrische Messungen. 


Die Resultate der Leitfähigkeits- und Potentialgefällemessungen 
sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt mit den daraus 
berechneten Dichten des vertikalen Leitungsstromes; in der gra- 
phischen Darstellung ist auch der Verlauf des Potentialgefälles 
in der Cumulusschicht eingetragen; da bei den hier vorkommenden 
schnellen Anderungen des Gefälles von einer Feststellung des 
Gefälles als Funktion der Hôühe nicht die Rede sein kann, giebt 
die Kurve hier lediglich die zeitliche Aufeinanderfolge der einzel- 
nen Messungen an. 

Die Anteile der positiven und der negativen Ionen an der 
spezifischen Leitfähigkeit sind rechts und links von der Mittellinie 
des Diagramms gesondert eingetragen. Die gemessenen Werte 
sind (1 Intervall — 5.107* elektrostatische Einheiten) durch ver- 
tikale Striche bezeichnet, deren Länge die Anderung der Hôhen- 
lage des Ballons während der betreffenden Messungsreihe angiebt. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1905. Hott 8. 19 
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Der zwischen je zwei Messungen interpolierte Verlauf der Leitfähig- 
keit mit der Hôhe ist ohne Berücksichtigung der Dunstschichten 
eingetragen, er ist also frei von jeder Annahme über die Einwir- 
kung solcher Schichten auf die Leitfähigkeit. Auf der rechten Seite 
der Mittellinie findet sich auch der Verlauf der Dichte des verti- 
kalen Leitungsstromes (1 Intervall — 5.107 elektrostatische Ein- 
heiten) eingetragen. 

Mehrmals konnte ich meinen beiden Korbgenossen das Aunf- 


treten einer positiven Ballonladung beim Ausgeben von Sandballast 
demonstrieren. 


Diskussion der Resultate. 


Das Potentialgefälle und damit auch die Dichte des vertikalen 
Leitungsstromes wurde dauernd positiv gefunden; in der Region 
der Cumuli zeigt das Gefälle starke Schwankungen, bei denen 
sich leider zeitliche und räumliche Ânderungen nicht mit Sicher- 
heit von einander trennen lassen. Unmittelbar über der Cumulus- 
schicht zeigte das Gefälle einen ruhigeren Charakter, es nimmt 
von 1570 bis 2770 im Durchschnitt um 0,012 Volt/m? ab, ent- 
sprechend einer in diesen Hôhen häufig angetroffenen positiven 
räumlichen Ladungsdichte von 3,2 107" elektrost. (zeitliche 
Konstanz vorausgesetzt). Leider muBten Messungen in der Nähe 
der Stratusdecke bei 2300 m wegen des zu schnellen Steigens des 
Ballons unterbleiben. Von 2770—3330 m ist eine kleine Zunahme 
des Gefälles bemerkbar; ob sie lediglich auf Rechnung einer zeit- 
lichen Ânderung zu setzen ist, oder einer schwachen negativen 
räumlichen Ladungsdichte entspricht, läft sich nicht entscheiden. 
Die Messungen innerhalb der schon oft erwähnten Inversionsschicht 
bei 3200 m Hôhe scheinen eine beträchtliche positive Ladungs- 
dichte in dieser anzudeuten. Oberhalb der Schicht nimmt das Po- 
tentialgefälle langsam und stetig ab, um in der Maximalhühe von 
5760 m den sebr kleinen Wert + 2,9 Volt/m zu erreichen. 

Die Anteile der positiven und der negativen Ionen an der Leit- 
fähigkeit sind unterhalb der Basis der Cumuli beide äuBerst klein; 
dieser Befund steht in guter Übereinstimmung mit den Messungen 
bei früheren Fahrten (2. VIIL. 1903, 14. IV. 1904), wo auch in der 
nahe am Kondensationspunkte befindlichen feuchten, trüben Luft 
in der Nachbarschaft von Cumuluswolken, sebr kleine Leitfähig- 
keiten gemessen wurden. Innerhalb der Lücke zwischen den Cu- 
muli, wo vermutlich ein absteigender Strom weniger getrübter 
Luft bestand, nahmen beide Anteile etwas zu. 

19% 
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Die durch Ausgabe von Sandballast gestôrten Messungsreihen 
(vergl. die Tabelle) zeigen den charakteristischen Überschuf an 
negativen Ionen in der Nachbarschaft des positiv elektrisierten 
Ballons an. Die nächsten Messungen konnten infolge des schon 
mehrfach erwähnten schnellen Aufstieges erst über der Stratus- 
Decke vorgenommen werden und ergaben hier, vielleicht infolge 
geringerer Dichte der Adsorptionskerne sehr gro8e Werte der 
Leitfähigkeit. In der Nähe und innerhalb der Inversionsschicht 
bei 3200m zeigen die drei aufeinander folgenden Messungs- 
reihen übereinstimmend wieder eine Abnahme der Leitfähigkeit, 
wobhl infolge des Vorhandenseins von Adsorptionskernen, die 
zwar dem Auge des Bevbachters entgangen sind, aber nach dem 
Verlauf der meteorologischen ÆElemente mit Sicherheit ange- 
nommen werden kôünnen. Oberhalb der Inversionsschicht nimmt 
der Anteil der positiven Ionen weniger ab als derjenige der nega- 
tiven Ionen, entsprechend dem gewôhnlichen Verhalten der beiden 
Anteile über einer Schicht von Adsorptionskernen im normalen 
Felde: die negativen Ionen müssen die Schicht von unten nach 
oben passieren, dabei werden sie teilweise adsorbiert und ihr An- 
teil an der Leitfähigkeit muB sinken — die positiven Ionen wan- 
dern dagegen aus der weniger getrübten Luft oberhalb der Ad- 
sorptionsschicht nach unten gegen diese hin, ihr Anteil an der 
Leitfähigkeit hat also noch keine Einbufe erlitten. Oberhalb der 
Alto-Stratus-Decke ist wieder sehr deutlich das Überwiegen des 
positiven Anteils über den negativen erkennbar. Die Leitfähig- 
keitsanteile, welche in rund 5000 m Hôühe gemessen wurden, zeigen 
sehr deutlich das umgekehrte Verhalten: der negative Anteil über- 
wiegt den positiven. Vielleicht ist dieser Befund durch das Vor- 
handensein einer auch im Temperatur- und Feuchtigkeitsverlauf 
angedeuteten Adsorbtionsschicht in etwa 5200 m Hôhe zu erklären, 
die in diesem Falle den Anteil der von oben durch sie hindurch 
wandernden positiven Ionen an der Leitfähigkeit verringern muñte. 
Die Messungen in der Maximalhôhe ergaben auch die maximale 
Leitfähigkeit; der positive Anteil überwiegt nur wenig den nega- 
tiven, entsprechend der Abwesenheit einer Adsorbtionsschicht in 
dieser Hôhe. Dennoch ist offenbar die Leitfähigkeit etwas kleiner, 
als sie sonst in dieser Hôühe angetroffen wurde, was wohl mit der 
noch merklichen Lufttrübung, oder auch mit einer durch die ver- 
mutete Herkunft dieser Luftstrôme zusammenhängenden Armut an 
radioaktiver Emanation zusammenhängt. 

Die vorliegenden zusammenhängenden Messungen des Poten- 
tialgefälles gestatten zum ersten Male einen Einblick in den Ver- 
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lauf der Dichte des vertikalen Leitungsstromes mit der Hühe. 
Es ergiebt sich das bemerkenswerte Resultat: obgleich die 
Einzelwerte des Potentialgefälles und der Leitfähig- 
keit im Laufe der Fahrt im Verhältnis von etwa 1:25 bezw. 
1:27 sich ändern, schwankt die Dichte des vertikalen Lei- 
tungsstromes nur im Verhältnis 1:4. Dieses Verhalten nähert 
sich also merklich demjenigen, welches man erwarten müsste, 
wenn in grofier Hühe eine zeitlich konstante Nachlieferung posi- 
tiver Ladungen stattfinden würde und auf der ganzen zwischen 
dieser Hôühe und der Erdoberfläche gelegenen Strecke sich der 
stationäre Zustand eingestellt hätte. Die geringe Ânderung des 
vertikalen Leitungsstromes mit der Hôühe ist um so bemerkens- 
werter, als vermutlich in der Hôühe eine sehr beträchtliche Zeit 
zur Herstellung des stationären Zustandes notwendig ist; in etwa 
b500 m Hôhe ist die spezifische Ionengeschwindigkeit!) zwar etwa 
doppelt so grof als am Boden, nämlich etwa 900 bis 1200 elek- 
trostatische Einheiten, da aber das Feld hier nur noch sehr klein 
(nämlich etwa 1.107* elektrost.) ist, so ist die wirkliche vertikale 
Wanderungsgeschwindigkeit der leicht beweglichen Ionen nur etwa 
0,1 cm/sec. Tritt also in der vorher ungetrübten Luft eine Ad- 
sorbtionsschicht auf, so wird in 10 Stunden erst in einer Schicht 
von 36 m Mächtigkeit über und unter der Adsorbtionsschicht die 
Verminderung des Anteils der negativen bezw. positiven Ionen 
merklich sein, sofern man Diffusion, Konvektion, Molisierung und 
Tonisierung auBer Acht läft. Eine noch grôfiere Zeit wird im all- 
gemeinen verstreichen müssen, bis innerhalb der Schicht eine 
merkliche Steigerung des Gefälles eingetreten ist, die der ver- 
ringerten Leitfähigkeit entspricht. Baut man auf dieser Über- 
legung weiter, so wird man aus dem Befunde vom 11. Mai, nach 
welchem die vorhandenen Adsorbtionsschichten in 3200 m, 3700 
bis 4400 und 5200 m Hôühe zwar schon die Anteile der positiven 
und negativen Ionen an der Leitfähigkeit in ihrer Nachbarschaft, 
aber anscheinend noch nicht das Gefälle in ihrem Innern beein- 
fluft hatten, vielleicht den Schluf ziehen kôünnen, daf diese 
Schichten schon seit mehreren Stunden bestanden, nicht aber seit 
erheblich längerer Zeit, was in Anbetracht der geringen AÂnde- 
rung, die vom 10. zum 11. Mai in der Witterung des Hochdruck- 
-rückens eintrat, wohl zutreffen künnte. Aus der verhältnismäbig 
langsamen Ânderung der Wetterlage am 11. Mai wird man wenig- 
stens für die Luftmassen oberhalb der Cumulus-Region eine geringe 
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zeitliche Ânderung der elektrischen Verhältnisse annehmen 
künnen; danach würde der im Laufe von etwa 6 Stunden gewonnene 
luftelektrische Vertikalschnitt durch die Schichten zwischen 2500 
und 5760 m Hôhe merklich die räumlichen Anderungen allein 
wiedergeben. Unter diesem Gesichtspunkte betrachtet, zeigt die 
Dichte des vertikalen Leitungsstromes einen beachtenswerten Zu- 
sammenhang mit den meteorologischen Verhältnissen: oberhalb der 
Inversion in 8200 m ein verhältnismäfBig kleiner und nur gegen die 
Maximalhühe hin etwas ansteigender Wert — unterhalb der In- 
versionsschicht ein etwa dreimal so grofer Wert, der erst unter- 
halb der Stratus-Decke in 2300 m Hôhe kleiner zu werden scheint. 
Auffällig ist die Zunahme der Vertikalstromdichte gerade unter- 
halb derjenigen Schicht, die schon in mancherlei Beziehung her- 
vorgetreten ist, sie enthält nach den Potentialgefällemessungen 
wahrscheinlich erhebliche positive räumliche Ladungsdichte, sie 
war auch als Geschwindigkeits-Grenzfläche zwischen den Luft- 
massen der grüBeren und geringeren Hôhen aufgetreten. Danach 
liegt der Schluf nahe, daB diese Schicht in horizontalem Konvek- 
tionsstrome positive Ladung mitführte, unter deren Wirkung in 
der darunter liesenden Luft ein stärkerer Leitungsstrom unter- 
halten werden konnte, als in der darüberliegenden. 

Es liefen sich noch eine Reïhe von Schlüssen aus diesem Be- 
fund, insbesondere in Bezug auf die Hôhe ziehen, in der dieser 
horizontale Konvektionsstrom vorgefunden wurde, doch will ich 
davon Abstand nehmen, solange mir für diese Folgerungen nur 
das Material von einer Fahrt als Grundlage dienen kann. 

Herrn Geheimrat R. Assmann bin ich für die gütigst 
erteilte Erlaubnis zur Teilnahme an dieser Fahrt zu Dank ver- 
pflichtet; ebenso sage ich auch an dieser Stelle Herrn Prof. A. 
Berson und Herrn Dr. A. Wegener für ïhre vielfach mir ge- 
währte Unterstützung herzlichen Dank. Die Kosten der Unter- 
suchung wurden aus dem von der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften für luftelektrische Arbeiten zur Verfügung gestellten 
Fond bestritten. 


Güttingen, Geophysikalisches Institut; Juni 1905. 


Beiträge zur Kenntnis der Farblacke. 


Von 
Wilhelm Biltz. 


(Gemeinschaftlich mit Kurt Utescher). 
Mit 2 Figuren. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Juni 1905 durch O0. Wallach. 


Wenn man die Vorgänge bei der Beizfärberei unter Berück- 
sichtigung der Resultate der Colloidchemie in ähnlicher Weise, 
wie dies in zwei früheren Untersuchungen!) an dem Beiïspiel der 
substantiven Färbungen geschehen ist, quantitativen Messungen zu- 
gänglich zu machen wünscht, so wird sich bei der complicierteren 
Natur dieser Processe, bei welchen neben der Faser und dem 
Farbstoffe als dritte Componente das Fixationsmittel zu berück- 
sichtigen ist, eine Teilung empfehlen; und zwar eine solche in die 
Bindung von Farbstoff und Fixationsmittel und in die Aufnahme 
des entstandenen Lackes durch die Faser. Die Analogisierung zu- 
nächst dieses zweiten Vorganges mit der substantiven Färbung 
liegt sehr nahe: Krafft und Preuner?) haben die Colloidnatur, 
insbesondere der Tanninlacke bewiesen, und ferner sind durch 
Knapstein”*) Lüsungen von Präparaten aus Metallbeizen und 
Alizarinfarbstoffen in inniger noch nicht näher definierter Ver- 
einigung dargestellt worden, welche als solche unmittelbar der 
Faser einverleibt werden künnen. Die Môglichkeit andererseits, 
dass in den Lacken, z. B. den aus Oxyden mehrwertiger Metalle 
und Alizarinen gebildeten Stoffen, andere, als salzartige Kürper 
vorliegen, ist bisher, wenn auch vielleicht erwogen, so doch nicht 


1) Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen. Math.-phys. Klasse 1904 Ieft 1; 
ebenda 1905 Heft 1. Ber. 37, 1766 [1904]. 

2) Preuner, Dissertation, Ileidelberg 1898. 

3) D. R. P. 143801 Chem. Centralbl. 1903 II, 472. 
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zum Gegenstande experimenteller Prüfung gemacht worden. Viel- 
mehr gingen die Forscher, welche sich mit ihrer Untersuchung be- 
schäftigten, unmittelbar von dieser allerdings naheliegenden Vor- 
aussetzung, der Salznatur der Lacke, aus. So konnte Lieber- 
mann!) die von ihm aufgefundene Regel, nach welcher die Fähig- 
keit der Alizarinfarbstoffe zur Lackbildung von der Stellung der 
Hydroxylgruppen im Farbstoffmolekül abhängt, dadurch dem Ver- 
ständnisse näher bringen, daB er auf die Entstehungsmôglichkeit 
gewisser aus Metall-, Sauerstoff- und Kohlenstoffatomen bestehender 
Ringe hinwies. Wie indessen Liebermann betonte, und wie 
dies besonders gegenüber den Ergebnissen der Studien von C. ©. 
Weber’) und der Versuche von Suida und Liechti*) über 
die Lacke gilt, ist es noch in keinem einzigen Falle gelungen, die 
stôchiometrische Zusammensetzung eines typischen Lackes festzu- 
stellen, sodass eine Constitutionsbetrachtung bei diesen Stoffen 
also von vornherein auf schwachen Füssen ruht. Denn da die 
aus Gremischen stôchiometrisch berechneter Mengen erhaltenen 
Lacke wiederum stôchiometrisch stimmende Analysenzahlen liefern, 
dürfte als Beweis für die Existenz entsprechend zusammengesetzter 
Salze nicht wohl zu verteidigen sein. 

Einer nach Môglichkeit präcisen Beantwortung der angeregten 
Frage nach der Natur der aus Oxyden und Beizfarbstoffen ge- 
bildeten Lacke sind wir durch die folgenden Versuche näherge- 
treten. 

Zwischen den drei für die Vereinigung zweier Stoffe hier in 
Frage kommenden Môglichkeiten: Bildung einer flüssigen oder 
festen Lôsung, Bildung einer Adsorptionsverbindung und Bildung 
einer chemischen Verbindung kann unter Umständen exact durch 
Untersuchung der Abhängigkeit der Zusammensetzung des ent- 
standenen Gebildes von der Concentration der Componenten ent- 
schieden werden“). Bei konstant gehaltener Menge des als Fixa- 
tionsmittel dienenden Oxydhydrates und bei wachsender Concen- 
tration der dargebotenen Farbstofflüsung wird in den beiden 
ersten Fällen die Farbstoffaufnahme continuirlich wachsen. Im 
dritten Falle handelt es sich um die Ausbildung eines im Sinne 
der Phasenregel vollständigen heterogenen Gleichgewichtes aus 
zwei unabhängigen Bestandteilen (Beize und Farbstoff) inner- 


1) Ber. 26, 1574 [1893]. 

2) Dingl. polyt. J. 289, 160, 186. 

3) Mitt. d. technolog. Gewerbe-Museums in Wien 2, Mai 1885. 
4) vgl. Wilhelm Biltz, Chem. Ztg. 29, 325 [1905]. 
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halb zweier festen Phasen (Beize und Lack) und einer flüssigen Phase 
(Farbstofflôsung); dieser Fall wird sich dadurch markieren, daB die 
bei wachsender, aber nicht zur Absättigung des Substrates ausreichen- 
der Anfangsconcentration des Farbstoffes erreichte Endconcentration 
jeweils gleich und zwar dem Dissociationsgrade der gebildeten Ver- 
bindung entsprechend, unter Umständen also praktisch Null wird 
und daf ferner nach Ueberschreitung des Absättigungspunktes eine 
weitere Aufnabme von Farbstoff über die zur Bildung der Ver- 
bindung nôtige Menge hinaus nicht mehr erfolgt. Es wäre dem- 
nach dieser Vorgang durchaus mit der gewissermafen paradigma- 
tischen !) Bildung von Calciumcarbonat aus Calciumoxyd und gas- 
fôrmigem Kohlendioxyd vergleichbar, insofern der Beize das Cal- 
ciumoxyd, dem Farbstoff das Kohlendioxyd und dem Lacke das 
Carbonat entspricht. Trägt man die von konstanter Menge Oxyd aus 
gleichen Raumteilen verschieden concentrierter Farbstofflô‘sungen 
aufsenommene Menge Farbstoff als Ordinate, die jeweilige End- 
concentration des Farbstoffes als Abscisse auf, so würde das Ideal 
der in Rede stehenden Môglichkeit durch eine der Ordinatenaxe 
zunächst parallel in einem von der hydrolytischen Zersetzung des 
Salzes abhängigen Abstande verlaufenden oder mit ihr zusammen- 
fallenden Geraden dargestellt werden, welche in einem die Zu- 
sammensetzung des gebildeten Salzes ausdrückenden Abstande von 
der Abscissenaxe unter scharfem Knick nunmehr dieser parallel 
wird. Wie man sieht, ergiebt eine solche Versuchsdurchführung 
neben der Aufklärung über die Gattung des entstehenden Stoffes 
zugleich dessen Zusammensetzung. 

Auf dem geschilderten Wege gelang es uns nur in einem ein- 
zigen Falle — bei der Combination von Eisenoxydhydrat und Ali- 
zarin in alkalischer Lôüsung — die Existenz eines bestimmten Ali- 
zarates nachzuweisen. 

Die Technik der Versuche war die gleiche, wie früher. Die 
durch Fällung von Salzlôsungen mit Ammoniak bereiteten und 
durch Dekantieren bis zum Verschwinden jeweils charakteristischer 
Reaktionen innerhalb der Waschflüssigkeiten ausgewaschenen Oxyd- 
hydrate wurden entweder in der Kälte mit den Farbstofflôsungen 
geschüttelt oder mit diesen unter Rückfluf gekocht. In jedem 
Falle überzeugte man sich, daB die Farbstoffl‘sungen selbst unter 
gleichen Bedingungen unverändert blieben, daf ferner innerhalb 
der angewandten Zeiten die Ausfärbung praktisch vollendet und 
daB schlieflich von dem gebildeten Lacke nichts durch ,Peptisie- 


1) vgl Nernst, thcor. Chem. 1893, 377. 
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rung“ in Lüsung gegangen war. Die quantitative Bestimmung der 
in der Flotte zurückgebliebenen Farbstoffe geschah durch colori- 
metrischen Vergleich, wobei die früher ‘) angegebenen Vorsichts- 
mafregeln: Erzielung gleicher Farbnüance durch Zusatz von 
Natronlauge, Reinigung der Lôüsungen von suspendierten Teilchen 
mittelst Filtration durch Thon *), schnelles Arbeiten bei leicht ver- 
änderlichen Lôüsungen sorgfältig inne gehalten wurden. 

Eine Schwierigkeit lag in dem Umstande, daf gerade die ein- 
fachen Beizfarbstoffe in Wasser so gut, wie unlôslich sind. Man 
war daher auf die Prüfung alkalischer oder alkoholischer Farb- 
stofflüsungen, sowie auf die Untersuchung einiger der allerdings 
complicierter zusammengesetzten, neueren, wasserlôslichen Beiz- 
farbstoffe beschränkt. 


1. Alizarin*) in alkalischer Lôsung gegen Eisenoxyd. 


A. Je 2.220 cem Eisenoxydhydrogel = 0.1141 gr Fe Os wurden 
6—8 Stunden lang mit je 200 cem einer Lüsung variabler Menge 
Alizarin in 0.8°% Natronlauge geschüttelt. In der folgenden Ta- 
belle sind in der ersten Spalte die Anfangsconcentrationen, in der 
zweiten die Endconcentrationen in Procenten und in der dritten 
Spalte die hieraus berechneten von je 1gr Oxyd aufgenommenen 
Mengen Farbstoff in Grammen enthalten. 


0.0050 0.00114 0.0677 
0.0075 0.00201 0.0954 
0.010 0.00234 0.134 
0.020 0.00242 0.308 
0.040 0.00261 0.655 
0.060 0.00281 1.01 
0.10 0.00326 1.695 
0.15 0.00369 2.57. 


Wie die Spalte 2 zeigt, stellen sich im Gegensatz zu allen bis- 
herigen Versuchen für stark variierende Anfangsconcentrationen 
(0.0075 ‘Jo —0.060 °/) nur wenig von einander verschiedene Endcon- 
centrationen ein. 
1) Nachrichten der K. Ges, d. Wiss. zu Gôttingen. Math.-phys. Klasse 1905 
Heft 1, 49. 

2) Hierbei muB natürlicherweise der zuerst filtrierende Anteil verworfen und 
im übrigen controlliert werden, ob nicht durch die weitere Filtration eine Con- 
centrationsänderung eintritt. 

3) Wie auch die folgenden Farbstoffe ein Präparat der IHôchster Farb- 
werke. 
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B. Durch steigenden Alkalizusatz, 1°/o NaOH, zu den Flotten 
wird die Endconcentration, wie die folgende Tabelle zeigt, ein 
wenig erhôht. 


0.010 0.0027 0.128 
0.020 0.0027 0.303 
0.060 0.00321 0.995 
0.080 0.003843 1.34 
0.10 0.003870 1.69. 


C. Eiïnen vollständigen Ueberblick über die Absättigung des 
Eisenoxydhydrogels liefert die nächste Versuchsreihe, in welcher 
zur Erzielung eines relativ stärkeren Ueberschusses an Farbstoff 
nur die Hälfte des übrigens einem anderen Präparate entstammenden 
Eisenoxydhydrogels (je 1.025 cem — 0.065818 gr Fe Os) verwandt 
wurde. 


0.010 0.003125 0.236 
0.020 0.008314 0.579 
0.045 0.00355 1.425 
0.075 0.00417 2.44 
0.10 0.005175 3.27 
0.15 0.0125 4.73 
0.25 0.07075 6.16 
0.35 0.159 6.57. 


Die in Curventafel I enthaltene graphische Darstellung dieser Er- 
gebnisse zeigt aufs deutlichste, daB hier eine Realisierung des ein- 
leitend an dritter Stelle besprochenen Falles, also eine Salzbildung, 
vorliegt. Der Abstand der Vertikalen von der Ordinatenaxe ist 
der Ausdruck für den Betrag der Dissociation des Ferrializarates 
in Eisenoxydhydrat und Natriumalizarat und wächst, wie die Ver- 
suchsreihe B zeigt, ganz im Einklange mit dieser Interpretation 
mit steigender Alkalität der Lüsung. Ein deutlich ausgeprägter 
Knick zeigt die Ueberführung des gesamten Substrates in eine 
gesättigte chemische Verbindung an und zwar, wie der Abstand 
dieses Punktes von der Abscissenaxe lehrt, einer solchen aus einem 
Molekül FezO3 und drei Molekülen Alizarin. Daf von hier ab 
die Curve nicht der gestrichelten Horizontalen folgt, sondern, 
wenn auch nur schwach, weiter ansteigt, deutet darauf hin, daf 
das entstandene Alizarat vermüge seiner amorphen Beschaffenheit 
durch Adsorption noch weitere Farbstoffmengen nach bekannter 
GesetzmäBigkeit zu binden vermag; die in den verdünntesten Lü- 
sungen erhaltenen, übrigens nur unwesentlich von der erwarteten 
Vertikalen entfernten Werte lassen vielleicht auf noch unvoll- 


276 Wilhelm Biltz, 


kommene Erreichung des sich innerhalb dieser Concentrationen nur 
äuBerst langsam einstellenden Gleichgewichts schliefen. 


Curventafel I. 


Crjotte >< 1005 Coxya * 1: 


Im ganzen deutet die dem idealen, durch die gestrichelte 
Linie ausgedrückten Verlauf sich gut fügende Curve mit unleug- 
barer Schärfe auf die Existenz der erwähnten Verbindung, wo- 
durch ein Beweis und, wie vielleicht zu betonen richtig ist, der 
erste Beweis für die Bildung bestimmter Ferrializarate geliefert 
ist. AuBerdem liefert ein Vergleich dieser Curve mit früheren und 
folgenden von ausgesprochen continuirlichem Verlauf für den Ad- 
sorptionscharakter jener Vorgänge gewissermafen einen Beweis ex 
contrario. 

Wenn schon der über der idealen Horizontalen liegende Teil 
der Curve Ic dafür spricht, daB auch bei der Lackbildung Ad- 
sorptionserscheinungen nicht ausgeschlossen sind, so wird dies 
durch die folgenden Versuche bestätigt. Merkwürdiger Weise 
hatte bereits der Versuch, Alizarin aus ammoniakalischer Lô- 
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sung unter den gleichen Arbeitsbedingungen auf Eisenoxyd zu 
fixieren ein solches Ergebnis. 
2. Alizarin in ammoniakalischer Lôsung 
gegen Eisenoxyd. 
200 cem Flotte enthaltend 20 cem Ammoniak vom spec. Gew. 
0.978. 5.460 cem Eisenoxydhydrogel — 0.3171 gr Fes Os. 


0.10 0.00261 0.615 
0.15 0.0150 0.8515 
0.20 0.04445 0.981 
0.25 0.0833 1.05. 


In diesem Falle ist — vgl. die graphische Darstellung (Curventafel I) — 
keine Andeutung für die Bildung eines Eisenalizarates vorhanden. 
Ebensowenig lieferte die Untersuchung zweier wasserlôslicher 
Beizfarbstoffe, die in der Siedehitze auf die Hydrogele des Eisen- 
oxyds und Chromoxyds ausgefärbt werden konnten, eine solche. 


8. Säurealizarinblau!) gegen Eisenoxyd. 


200 cem Flotte. 2.220 ccm Hydrogel — 0.09253 gr FezOs. 
Konstans nach 1 Stunde. 


0.0090 >0 <0.194 
0.0180 0.00422 0.298 
0.0224 0.00646 0.345 
0.0320 0.0133 0.403 
0.0480 0.0288 0.415 
0.0608 0.0414 0.418 
0.0900 0.070 0.432. 


4. Alizarinrot SW° gegen Chromoxyd. 


200 cem Flotte. 5.460 ccm Hydrogel = 0.1106 gr Cr20s. Kon- 
stans nach 1.5 Stunden. 


gef. ber. Differenz in Procenten. 

0.010 0.00034 0.175 0.147 +16 

0.020 0.0031 0.306 0.306 0 

0.025 0.0052 0.358 0.364 — 1.65 
0.030 0.00776 0.402 0.416 — 3.4 

0.050 0.01875 0.565 0.558 +1.2 

0.075 0.0341 0.740 0.681 + 8.0 

0.10 0.0500 0.904 0.774 + 14.4 

0.560 0.417 1.50 1.57 — 4.6. 


1) Eine Polyoxyanthrachinonsulfosäure. Constitution vgl. Schultz-Julius 4. Auf. 
No. 531. 
2) Constitution vgl. Schultz-Julius 4. Auf. No. 531. 
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Die Resultate der Serie 4 lassen sich, wie die Zahlen der Spalten 
4 und 5 zeigen, leidlich nach der für Adsorptionsvorgänge so 


häufig') anwendbaren Interpolationsformel : ; 5 — K darstellen, 
Flotte 
wenn # — 3 und K — 2.1 gesetzt wird, ein Umstand, der um 


so weniger über den Charakter dieses Vorganges einen Zweifel 
läft. Vgl. Curventafel II. : 


\ 


Curventatel II. 

8) Cpjotte * 100, Coxya * 20: 

4) Cpjotte >< 200, Coxya >< 10: 

5) Crotte < 200, Coxya * 20- 

6) Crotte >< 20, Coxya Ecale 

In einer etwas anderen Weise scheint indessen die Bindung 
zwischen Eisenoxyd und Säurealizarinblau zu verlaufen; und auch 
die folgenden Versuche, bei welchen Alizarin auf Eisenoxyd und 
Galleïn auf Aluminiumoxyd in alkoholischer Lüsung in der Siede- 


1) vgl. z.B. Ber. 37, 3142 [1904]. 
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hitze gefärbt wurden, liefen ein Gebiet erkennen, in welchem 
scheinbar eine Absättigung des Oxyds durch den Farbstoff er- 
folgt ist. 


b. Alizarin in alkoholischer Lôüsung 
gegen Eisenoxyd. 
200 cem Flotte. 2.220 cem Hydrogel — 0.092538 gr Fes Os. 
Konstans nach 1 Stunde. 


0.0075 >0 <0.162 
0.020 0.0100 0.216 
0.025 0.0148 0.2205 
0.030 0.0195 0.227 
0.040 0.0295 0.227 
0.050 0.0390 0.238. 


6. Galleïn in alkoholischer Lüsung 
gegen Aluminiumoxyd. 
200 cem Flotte. 5.000 cem Hydrogel = 0.03411 gr Al:Os. Kon- 
stans nach 1.5 Stunden. 


0.075 — 4.40 
0.10 0.0026 5.72 
0.15 0.045 6.16 
0.25 0.1365 6.65 
0.30 0.1875 6.60 
0.40 0.286 6.68 
0.50 0.3845 6.77. 


Aus dem Mittel der hôchsten Werte, d.h. dem ungefähren Ab- 
stande einer etwaigen Horizontalen (vgl. Curventafel IT) von der 
Abscissenaxe, berechnet sich, daf von einem Molekül Aluminium- 
oxyd (M = 102) 1.83 Moleküle Galleïn (M — 364) und daf von 
einem Molekül Eisenoxyd (M — 160) 0.15 Moleküle Alizarin 
(M — 240) aufgenommen sind. Im ersten Falle ist die Müglich- 
keit, daB mit wachsender Concentration ein stüchiometrisch erklär- 
bares Mengenverhältnis erreicht wird, gegeben. Eine im Vergleich 
zu anderen Gelen starke Farbstoffaufnahme war aber auch vom 
Standpunkte der Colloidchemie zu erwarten; denn das Präparat 
von Aluminiumoxydhydrat war äusserst fein verteilt und nicht 
einmal filtrierbar'). Immerhin legte dieser Befund eine weitere 
Prüfung nahe. Es wurde einerseits die GrüBe der scheinbaren 
Absättigung durch Beizfarbstoffe müglichst verschiedener Mole- 
kulargrôBe bestimmt und dadurch ähnlich, wie dies Knecht in 


1) Nicht filtricrbare Hydrogele werden zweckmäBig durch Dialyse gereinigt. 
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anderen Fällen zu zeigen versucht hat, ermittelt, ob die jeweils 
aufgenommenen Mengen im Aequivalentverhältnisse stehen. An- 
dererseits wurde der EinfluB untersucht, den die nach der Art 
der Herstellung verschiedene Beschaffenheit des Hydrogels auf die 
Farbstoffaufnahme ausübt. 

Zum Vergleiche der Werte der scheinbaren Absättigung 
wurden je 2220ccm Eisenoxydhydrogel — 0.1141gr FeOs in 
200 cem alkoholischer Lôüsungen von Alizarin, Galleïn, Alizaringelb 
GGW !), Tuchrot GA ?) und Tuchrot 3 GA ?) in einer solchen Con- 
centration siedend ausgefärbt, da8 das Bad nach Eintritt des End- 
_zustandes noch einen beträchtlichen Farbstoffüberschu8 enthielt, daf 
man sich also sicher im Gebiete der scheinbaren Absättigung befand. 

Farbstoff Moleküle ge- 


Mole-  Anfangs- von 1gr  bundenen 
kular-  concen- Endcon- Oxyd  Farbstoffs pro 
Farbstoff Gewicht  tration centration  gebunden 1 Mol. Fe, O, 
Alizarin 240 0.06 0.0429 0.30 0.21 
Galleïn 364 0.15 0.1285 0.377 0.173 
Alizaringelb GGW 303 0.10 0.064 0.631 0.333 
Tuchrot GA 482 0.01 0.0064 0.0631 0.021 


Tuchrot 3GA 481 0.01 0.0077 0.0403 0.013. 


Unter den Versuchsbedingungen ziehen diese Farbstoffe dem- 
nach nicht im Verhältnisse ihrer Molekulargewichte oder einem an- 
deren plausibeln Aequivalentverhältnisse auf die Beize. Daf die 
Farbstoffaufnahme verhältnismälig geringfügig ist, dürfte mit der 
Leichtlôslichkeit der Stoffe in Alkohol correspondieren. 

Zur Behandlung der zweiten Frage wurden zwei Präparate 
von Eisenoxyd verwandt, deren eines schon für die vorhergehenden 
Versuche gedient hatte, eine rein braune Farbe besaB und sich 
auch mikroskopisch bei schwacher VergrüBerung als ein nahezu 
homogener Brei erwies. Das zweite Präparat war 10 Tage lang 
unter häufiger Zugabe von Ammoniak mit siedendem Wasser aus- 
gewaschen worden und hatte eine hell gelbrote Farbe und kôrnige 
Struktur angenommen. Beide Präparate wurden beim Ausfärben 


vüllig gleich behandelt. 
Farbstoff von 1gr Oxyd 


gebunden 
Anfangs- a. kôrniges b. gelatinôses 
Farbstoff conc. Endconc. Präparat Präparat a:b 
Alizarin 0.060  0.04615 0.049 0.30  1:6 
Galleïn 0.15 0.141 0.03325 OSTT CRE 


Alizaringelb GGW 0.10 0.0811 0.06685 0.69 PRE 


1) Ein beizenfärbender Azofarbstoff; vgl. Schultz-Julius 4. Auf. No. 30, 
2) Beizenfärbende Tetrazofarbstoffe; Schultz-Julius 4. Aufl. No. 170 u. 165. 
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Die Unterschiede in der Wirkung des kürnigen und gelatinüsen 
Oxyds sind sehr ausgeprägt und liefern einen, wie es scheint, ein- 
wandsfreien Beweis dafür, daB für die Stärke der Farbstofbindung 
durch Beizen deren colloidale Beschaffenheit, wenn auch nicht aus- 
schlaggcbend, so doch ein wesentliches Accedens ist. 

Im Verein mit den übrigen Resultaten läft sich demnach 
dahin resümiren, daf die Frage nach der Natur der Lacke von 
einer Entscheidung a priori weit entfernt, vielmehr überhaupt 
keiner einheïtlichen Beantwortung fähig ist, wie eine solche bei 
den substantiven Färbungen müglich war. Die unter Umständen 
nachweisbaren echten, aus Farbstoff und Oxyd bestehenden Salze 
vermügen gemäB ihrer colloidalen Beschaffenheit noch weitere 
Farbstoffmengen durch Adsorption zu binden. Unter anderen Ver- 
hältnissen tritt eine Salzbildung entweder überhaupt nicht ein, 
soda man den Eïindruck eines reinen Adsorptionsvorganges er- 
hält, oder sie wird durch diesen mehr oder minder verschleiert. 


Gôttingen und Clausthal i. H. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1005. loft 3. 20 
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Zur Zustandsgleichung einatomiger Stoffe. 
Von 


H. Happel. 
Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 25. Febr. 1905. 


Geht man bei der Ableitung der Zustandsgleichung von den 
gewôhnlichen, zuerst von van der Waals angewandten, später von 
Boltzmann in strengerer Weise verarbeiteten Vorstellungen über 
die Beschaffenheit der Gase und Flüssigkeiten aus, so gelangt 
man bekanntlich zu einer Gleichung von der Form: 

2 3 

(1) p= hrsta(s)+a(t)+) 2, 

wo p,v, T, bezw. Druck, spezifisches Volumen und absolute Tempe- 
ratur bedeuten, während a die Attraktionskonstante, b das vier- 
fache Volumen aller in der Masseneinheit enthaltenen und als 
kugelfürmig vorausgesetzten Moleküle ist und die &, Zahlenfaktoren 
sind. In einer früheren Arbeit') habe ich gezeigt, daB durch 
Gleichung (1) das Verhalten der mehratomigen Stoffe nicht quanti- 
tativ richtig wiedergegeben wird, selbst dann nicht, wenn man 
die Volumkorrektion gleich einer willkürlichen Funktion von » 
setzt und statt a eine beliebige Funktion der Temperatur einführt, 
In derselben Arbeit wurde ferner gezeigt, da die einatomigen 
Stoffe Argon, Krypton, Xenon und Quecksilber mit cinander 
korrespondieren, daB aber ihre reduzierten Isothermen nicht mit 
denen der mehratomigen Stoffe zusammenfallen. Es erscheint daher 
denkbar, daB die Gleichung (1) welche ebenfalls zum Gesetz der 
übereinstimmenden Zustände führt, das thermische Verhalten der 

1) IH. Happel, Annalen d. Physik 13, pag. 340, 1904. 
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genannten einatomigen Stoffe richtig wiedergibt, und diese Frage 
ist es, welche in diesen Zeïilen näher untersucht werden soll. Zu 
dem Zwecke ist es nôtig, zunächst auf das Problem der Volum- 
korrektion etwas näher einzugehen. Dies geschieht im Abschnitt I, 
welcher von der Ermittelung der Koeffizienten «, und «&, handelt. 
Alsdann wenden wir uns im Abschnitt II zur Prüfung der Zu- 
standsgleichung sowohl bei hohen, als auch bei tiefen reduzierten 
Temperaturen, wobei wir uns auf die Beobachtung an Argon, 
Krypton, Xenon und Quecksilber stützen. Es ergibt sich, daf 
Formel (1), in welcher wir die unbekannten Glieder hüherer Ord- 


nung @, eo ,... vernachlässigen, das thermische Verhalten der 


genannten Stoffe richtig darstellt. Nur bei sehr tiefen reduzierten 
Temperaturen weit unterhalb der kritischen ergeben sich Ab- 
weichungen. 


I. Zur Volumkorrektion der Zustandsgleichung. 


Zur Ermittelung der Koeffizienten «, hat man, wie bekannt, 
verschiedene Methoden ausgearbeitet. Sie alle führen dazu, daf 


der Koeffizient von = gleich Eins sein muf. Der Koefffzient a, 
ist zuerst von G. Jäger') und bald darauf von Boltzmann‘) er- 
mittelt, es ergab sich stets derselbe Wert, nämlich «, = _ ob- 


wohl Boltzmann nicht weniger als drei verschiedene Wege zur 
Berechnung einschlug. Zwar erhielt van der Waals) für den- 
selben Koeffizienten einen anderen Wert, es lassen sich jedoch 
gegen die von ihm angewandte Beweisführung berechtigte Be- 
denken anführen, wie van der Waals jun.) zuerst erkannte, welcher 
auBerdem die Methode seines Vaters verbesserte und dabei eben- 


falls a, — È erhielt. Nachdem man somit zu diesem Werte auf 


allen fünf bis jetzt eingeschlagenen Wegen gelangt ist, kann man 
nicht mehr daran zweifeln, daf dies der richtige Weg für a, ist. 
Nicht so günstig ist es hinsichtlich des Koeffizienten «, be- 


1) G. Jäger, Wiener Sitzungsber. IL. 105, pag. 15. 1896. 

2) L. Boltzmann, Gastheorie II. $ 51—61. 

8) J. D. v. d. Waals, Continuität d. gasf. u. fl. Zustandes I. pag. 66. 1899, 
4) J. D. v. d. Waals jun., Kon. Acad. v. Wetenschappen te Amsterdam. 


Wis en natuurk. afdecling. pag. 640. 1902/03. 
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stellt. Ihn hat zuerst van Laar !) nach der von van der Waals bei 
der Ableitung des Wertes von 4, eingeschlagenen Methode be- 
rechnet, gegen welche, wie schon erwähnt, prinzipielle Einwände 
vorliegen, und deshalb verdient der von van Laar erhaltene Wert 
kein Zutrauen. Auferdem liegt noch eine Bestimmung des Faktors 
æ«, von Boltzmann”?) vor, nach einer von ïhm schon bei der Be- 
rechnung von «, angewandten Methode, welche er im 8 61 des 
2. Teiles seiner Vorlesungen auseinandersetzt. Aber auch der 
Wert von Boltzmann, welcher natürlich von dem von van Laar 
erhaltenen verschieden ist, berechtigt noch zu gewissen Zweifeln. 
Boltzmann muf nämlich bei seiner Berechnung unter anderen die 
Summe der Volumina ermitteln, welche den Deckungssphären je 
dreier Moleküle gleichzeitig angehôren und welche wir mit 


8 
2B + bezeichnen wollen; die Masse des Gases wird dabei gleich 


1 angenommen. Da die nämliche Grôfe B in der Arbeit van Laars 
auftritt und von diesem berechnet ist, so hat Boltzmann den Wert 
von B der Abhandlung van Laars entnommen. Die Berechnung 
von B ist indessen derart kompliziert, da8 selbst eine Nachprüfung 
der van Laarschen Formeln noch mit auBerordentlich gro$er Mühe 
verbunden ist. Bevor also das Resultat als gesichert betrachtet 
wird, ist es, wie auch Boltzmann und van der Waals jun. hervor- 
heben, unbedingt nôtig, den Wert des Koeffizienten nochmals in 
der einen oder anderen Weise zu verifizieren, womôglich dadurch, 
daf man ihn in einer anderen als der von Boltzmann eingeschla- 
genen Methode berechnet. 

Es ist jedoch sehr einfach eine zuverlässige untere Grenze 
für «, anzugeben. Wie Boltzmann gezeigt hat, ergibt sich nach 
seiner Methode und zwar ohne allzu grofe Rechnung für «, der 
Wert: 

1283 


(2) = 50 + Ds O1ARD pee Le 


Setzt man hier für $ den van re Wert, pe B = 0,0958, 
ein, so ergibt sich 

(3) æ, — 0,2869. 

Aus der geometrischen Deutung von 8 folgt jedenfalls daB B=— 0 
ist; setzen wir also 8 = 0, so ergibt sich für «, als untere 
Grenze: 

(4) a, > 0,1432. 


1) J. J. v. Laar, Archives du Musée Teyler Sér. 2 Vol. 6. pag. 237. 1900. 
2) L. Boltzmann, Kon. Acad. v. Wet. Amsterdam Wis en natuurk. afdceling. 
pag. 477. 1898/99, 


zur Zustandsgleichung einatomiger Stoffe. 285 


Dagegen dürfte die Ermittelung einer brauchbaren obern Grenze 
nach der eben angedeuteten Boltzmannschen Methode nur mit 
Schwierigkeiten verbunden sein. Ich habe daher versucht in 
anderer Weïse a, zu ermitteln und dabei die Methode benutzt, die 
Boltzmann im 2. Teil seiner Gastheorie auf pag. 143—151 .be- 
schreibt, doch habe ich daran gewisse Aenderungen angebracht, 
um die Rechnung nach Môglichkeit zu kürzen; aus dem nämlichen 
Grunde habe ich mich mit der Ermittelung von Grenzen für @, 
begnügt. Es kônnte vielleicht scheinen, daf dies unbefriedigend 
sei, doch bleibt mein Hauptresultat, nämlich die Giltigkeit der 
van der Waalschen Anschauungen bei einatomige Stoffen bestehen, 
wenn &, innerhalb seiner Grenzen varürt, da die Unterschiede in 
den Werten für «, erst in der Gegend der Flüssigkeitsvolumina, 
welche sehr klein sind, merkbar werden. 


Wie bekannt, handelt es sich bei der hier anzuwendenden 
Methode zunächst darum, die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, daÿ 
zu irgend einem Zeitmoment der Mittelpunkt eines bestimmten 
»hervorgehobenen“ Moleküls vom Mittelpunkt der anderen Mole- 
küle unseres Gases eine Entfernung hat, die zwischen 6 und 6 +0 
liegt. Dabei ist à eine im Vergleich zum Durchmesser 6 unendlich 
kleine GrôBe. Die eben genannte Wahrscheinlichkeit ist offenbar 
ebenso gro8 wie die durchschnittliche Anzahl dn derjenigen Mole- 
küle, deren Mittelpunkt von dem des hervorgehobenen eine Ent- 
fernung zwischen 6 und 6+0 hat. Ist n die Anzahl aller Mole- 
küle unseres Gases, dessen Masse gleich eins sei, so ergibt sich, 
wie bereits Boltzmann erwähnt, für dn in erster Annäherung 


An6° nd 
v 


(5) dn — 


Will man dn genau berechnen, so hat man im Nenner von (b) 
statt v die Reiïhe 


17 x°'o°n° no n° non 


4 8 
(6) és ms A T4 v LD TEE Ps 2° 


zu setzen, in welcher jedoch die Zahlenfaktoren B, noch nicht er- 
mittelt sind. Auferdem haben wir im Zähler von (5) vou jeder 
Kugelschale von der Dicke d den Teil abzuziehen, der durch- 
schnittlich von den Deckungssphären anderer Moleküle einge- 
schlossen ist. Mithin erhalten wir für dn den streng giltigen 
Ausdruck : 


19% 
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: Inhalt des eingeschlossenen Teils aller Kugelsch. à \!) 
EUR A0 (1 Es fatal des eng omenen re er grec 0 | 
1214 A A 3 6 3 9 3 

p—S aotn+ si .. 4 haies ve 

Es sei nun À der Mittelpunkt irgend 
eines der ,restirenden Moleküle“, (siehe 
Boltzmann Gastheorie II. pg. 144) dessen 
Deckungssphäre der Kreis um À sein 
soll, und do sei ein in einem beliebigen 
Punkte M auf ihr gelegenes Oberflächen- 
element. Es verhält sich nun offenbar 
der Inhalt des eingeschlossenen Teiles 
aller Kugelschalen Ô zur Summe der 
Inbalte aller Kugelschalen à wie der 
Teil von do, der durchschnittlich von 
den Deckungssphären der anderen Mole- 
küle eingeschlossen wird, zu do selbst. 
Fig. 1. Also ist auch 


DA ART 


il 
d 


do 
17 x°o°n° n°6°n° 
Bu ts Hoarau de 


Axonô (1 # Sheet De ue & | 
(8) dn = ee & 

3 
Auch hier sind keine Vernachlässigungen gemacht. 

Die Deckungssphäre eines Moleküls B wird nun do umschlieen, 
wenn sich der Mittelpunkt von B innerhalb einer Kugel vom 
Radius © befindet, deren Mittelpunkt mit do zusammenfällt; natür- 
lich kann sich der Mittelpunkt von B nur in dem Teil der Kugel 
befinden, der auBerhalb der Deckungssphäre des Muleküls À liegt. 
Der Inhalt dieses Teiles der Kugel um M (des schraffirten Ge- 


AE N + 


bietes, das wir mit G, bezeichnen wollen), ist no. Die Anzahl 


der Moleküle, deren Mittelpunkt sich innerhalb dieses Bereiches 
befindet, ist bei Vernachlässigung der hôhern Glieder: 

1E KO 

1 ao n 


Ÿ 


Maltipliziert man diesen Ausdruck mit do, so stellt das so erhaltene 
Produkt den Teil von do dar, der durchschnittlich von den 


1) Vergl. auch Kohnstamm Akad. v. Wetenschapen te Amsterdam Wis en 
natuurk. afdeeling pag. 940 u. 961 1903/04. 
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Deckungssphären unserer Moleküle umschlossen wird. Mithin ist 
nach (8): 


Axc° nd fi ni | 
12 
®) OT T Lens 
A Ce en 
8 
und dieser Ausdruck ist bis einschlieflich der Glieder von der 
o° Fer 
Ordnung _—_. richtig. Aus der Definition von dn folgt, da 
nan 


p) die Anzahl aller Molekülpaare darstellt, bei denen der Mittel- 


punkt der beiden Moleküle eine Entfernung hat, die zwischen 6 und 
6+0 liegt. Entwickelt man den Nenner in (9) und beachtet, das 
Las n — b ist, so folgt: | 


ee FRA 8% 


nan One n°0 5 b 
ns el 


Wir sind hiermit zu demselben Wert für = gelangt, den 


Boltzmann auf pag. 148 (Formel 150) des 2. Teiles seiner Vor- 
lesungen erhält, doch ist die hier gegebene Ableitung eine etwas 
andere. Wie aus den Boltzmannschen Entwickelungen hervorgeht, 


mu der in (10) auftretende Koeffizient . von L zugleich der 


Koeffizient «, des Gliedes mit (5) in (1) sein. Ebenso sind die Ko- 


effizienten der in (10) vernachlässigten Glieder mit (), () 105 


bezw. identisch mit den Faktoren «,,«,,... in (1). 

Es soll nun im Ausdruck für dn die Annäherung noch um 
einen Grad weiter getrieben werden. Zu dem Zwecke müssen wir 
die im Nenner von (8) auftretende Reihe bis einschliefilich des 

; ATH ON. 
Gliedes mit 36 
für das Verhältnis des eingeschlossenen Teiles von do zu do selbst 


berücksichtigen. Ferner ist im Ausdruck 


im Nenner p— 5 non statt v zu setzen. AuBerdem ist im Zähler 


eine Korrektion anzubringen; denn für den Mittelpunkt eines 
Moleküls steht nicht das ganze schraffirte Gebiet zur Verfügung, 


dessen Inhalt rs ist, sondern nur der Teil dieses Bereiches, 
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Fig. 2. 


der nicht von den Deckungssphären der andern Moleküle einge- 
nommen wird. Wir verstehen nun unter G das Gebiet, das so be- 
schaffen ist, daB wenn sich der Mittelpunkt eines Moleküls innerhalb 
G befindet, seine Deckungssphäre einen Teil von dem schraffirten 
Gebiet G&, einschlieft; dagegen soll, wenn sich der Mittelpunkt 
eines Moleküls auBerhalb G befindet, seine Deckungssphäre kein 
Stück von G, abschlagen. Offenbar gehôrt das schraffirte Ge- 
biet selbst zu G. Die Anzahl der Molekülmittelpunkte, die sich 
innnerhalb eines Volumelementes do des Gebietes G befinden, ist 


22, und jedes dieser Moleküle môge mit seiner Deckungssphäre 
vom Gebiet G, das Stück 4 abschneiden. Mithin wird im ganzen 


vom Gebiet G, das Stück [ 1004 abgeschlagen. Für den Mittel- 
G Ÿ 


punkt eines Moleküls B, dessen Deckungssphäre do umschlieft, 


kommt also das Gebiet & A6 — jh ia in Betracht und von allen 
n Molekülen umschlieBen also 
11 n'dwA 
12 16 N — —— 0 
(11) ARERINE CRISE 
D—— non 


das Element do. Man künnte daher meinen, da: 
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11 n° do À 
— TON — [ 
(12) eingeschlossener Teil von do Eet état 


do 1 ( 4 
v(1 — — 
o N 


Trotzdem ist diese Gleichung nicht richtig; denn unter den 
Molekülen, deren Deckungssphäre do enthält und deren Anzahl 
durch (11) gegeben ist, befinden sich welche, die gleichzeitig do 
mit ihren Deckungssphären einnehmen. Um nun das Verhältnis 
des eingeschlossenen Teils von do zu do zu finden, muB man in 
allen den Füällen, wo do gleichzeitig zweimal umschlossen wird, 
do nicht zweimal zählen, wie es in (12) geschehen ist, sondern nur 
einmal. Damit also (12) richtig wird, muB man auf der rechten 
Seite noch die Hälfte der Anzahl aller derjenigen Moleküle ab- 
ziehen, von denen je 2 mit ihren Mittelpunkten gleichzeitig inner- 
halb G, liegen mit anderen Worten, wir müssen die ganze Anzahl 
dieser Molekülpaare subtrahieren. Die Wahrscheinlichkeit, da 
von unseren # Molekülen eines mit seinem Mittelpunkt im Element 
da des Gebietes G, liegt, ist: 


ndo 
v 


(13) 


Wird durch die Deckungssphäre eines solchen Moleküls das Stück 
À, von G, abgeschnitten, so bleibt innerhalb @, für den Mittel- 


punkt eines zweiten Moleküls nur das Stück n6°— À, übrig, 


und die Wahrscheinlichkeit, daf in diesem Bereich der Mittelpunkt 
eines unser # Moleküle fällt, ist 


(14) n (5 6° — 4) 


v 
Die Wabrscheinlichkeit, daB die beiden unter (13) und (14) ge- 
nannten Ereignisse gleichzeitig eintreffen ist: 

AN 
n F on) 


(15) do 
v 


Dies ist zugleich die Anzahl der Molekülpaare, bei denen der 
Mittelpunkt des einen Moleküls in dw, der des andern irgendwo 
im Gebiet G,— 4, liegt. Würden wir den letzten Ausdruck über 


(17) 


(18) 
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das ganze Gebiet G, integriren, so würden wir, wie man leicht 
erkennt, unsere Molekülpaare doppelt zählen, mithin ist: 


fie 4) 2 62 ] 
(16) Les do = LA. DE ss do 


v? 2 Ve, v° 


die Anzahl der gesuchten Molekülpaare und dieser Ausdruck ist . 
auf der rechten Seite von (12) zu subtrahiren. 


Für . erhalten wir hiernach den Ausdruck : 


2 
gore [” doA 
a 


Onsn'o!1 12 v 121 s'en _1 f°n°4,do 
st | Te (1-5 _ 288 2 Jo vie 
ndn 3 v 4 
DEA - 4 non 17 non’ 
: fi D om eu ‘| 
2 3 
Die hier auftretenden Integrale Din und |” CR sind 
A q 


1 
beide proportional mit (xo°n). Entwickelt man nun noch Potenzen 


von 


% und vernachlässigt man wie bisher die Glieder von der 
Ordnung (“) , So ergibt sich nach leichter Rechnung, falls man 


noch beachtet, daf Laon == bist 


nan ent ss b 16172 (1 TRS doA ES n er] 
a 


2 v 2 v 


Nach einer auf pag. 6 enthaltenen Bemerkung bestimmt sich also 
der Koeffizient «, der Zustandsgleichung durch die Beziehung: 


b b \? n'dos 1 n'doA, 
(De (>) = —1,6172(*.) + J ee J . 


Es handelt sich jetzt nur noch darum die hier auftretenden 
Integrale 


n° do A 1 n’'doA, 
(20) 1, = JS 2-51 


v 


zu ermitteln. Dazu ist nôtig, sie zunächst etwas umzuformen. 
Wir kehren zu unserer Figur zurück und bezeichnen mit g den 
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Fig. 8. 


Raum, der entsteht, wenn das von dem Kreisbogen MX und der 
Geraden MX begrenzte Flächenstück um MA rotirt, dabei ist X 
der in der Zeichnungsebene gelegene Durchschnittspunkt der Kugel- 
oberflächen um À und M. Wir stellen uns nun einmal vor, die 
Moleküle kônnten von allen Seiten in g und G, herein und heraus 
dringen, gleichsam als ob das Molekül À nicht vorhanden wäre. 
Wir bezeichnen mit g' den innerhalb der Kugel À, aber auferhalb 
g gelegenen Raum, der so beschaffen ist, da wenn sich der Mittel- 
punkt eines Moleküls innerhalb 4’ befindet, seine Deckungssphäre 
stets ein Stück von g abschneidet, sobald aber der Mittelpunkt 
sich auBerhalb von g' befindet, soll die Deckungssphäre keinen Teil 
von g mehr umschliefen. Es sei nun von jetzt an 4 das Stück 
von G, das die Deckungssphäre eines Moleküls abschneidet, dessen 
Mittelpunkt irgendwo innerhalb G oder g oder g' liegt; damit 
haben wir die früher gegebene Definition von 4 etwas erweitert. 
Analog sei 4’ das von y abgeschlagene Stück. Es ist nun: 


n'doA n° do(A + 4") n° doA’ 
RENE SE 
g G+9+9! G+g+g! 
ndoA 
v? 


(21) 


g+9! 
Um auch J, umzuformen, denken wir uns das Kugelstüek von 
Radius 6, dessen Mittelpunkt 1 ist, zur Vollkugel erweitert und 
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bezeichnen mit g! den Raum der innerhalb dieser Kugel und der 
Kugel um À aber auferhalb g liegt. Ferner sei 4, bezw. 4; das 
Stück von G, bezw. g, das von der Deckungssphäre eines Moleküls 
abgeschnitten wird, dessen Mittelpunkt irgendwo in G&,, g oder g; 
liegt. Es ist nun: 


se er n° do (4,24) + 4;) 
nr do sf” v° 
(22) Gi ce +91 
Se 1 n'4oA, z sx nr doA, 
2 D? _ v° 
Gi+9+agi g+91 


Es handelt sich nun darum, die in den Ausdrücken für J, 
und J, auftretenden Integrale zu bestimmen, ich beschränke mich 
jedoch darauf, hier nur die Resultate anzugeben; die übrigens nicht 
sehr umfangreichen Hilfsrechnungen sollen an anderer Stelle 
publizirt werden. Die Ermittelung der Integrale 


n° do(A+ 4") 1 fr'do(4,+4;) 
[EEE ms à [as 


4? 
G+9+9 Gi +9+91 
bietet keine Schwierigkeit, man findet: 
n'do(A1+4) __ ,fdb\ 
(23) “ 0 EU 3() 
G+g+g 
1 fr'do(4,+4! b\° 
(24) 5 ' En = OiUUL (5) 
G+9+ai 
Für die Auswertung der Integrale 
n —_  —- doA! 
G+g+g Gi . 


habe ich je ein Annäherungsverfahren ausfindig gemacht, welches 
schliefilich zum wahren Wert beider Grüfen führt. Um jedoch die 
Rechnungen nach Müglichkeit zu kürzen, habe ich mich in beiden 
Fällen mit der Bestimmung einer obern und untern Grenze be- 
gnügt. Ich erhielt: 


(25) 0,2191 eo = Î a < 0,2546 (> ) 
ak +7 
(26) 0,0633 () < sf EG nre7 (2) 
v 2 D) 
Gi+g+gi 


Es bleibt uns jetzt noch übrig, die Integrale 
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n a A+ 1 fr'doi, 
2 v° 
o+9 9 +1 


auszuwerten. Mit Rücksicht auf ihre Vorzeichen ergibt sich, daf 
sie im Ausdruck (19) auf der rechten Seite in der Verbindung: 


2 2 

(27) reel ne ie 
9+9 i 

auftreten. Aus der geometrischen Deutung von 4, 4,, g, g' und 

g; geht hervor, da das zweite Integral einen Teil des ersten aus- 

macht, mithin ist, da 4 und 4, positive Grôfen sind 


(28) Sea 


Setzt man nun für J, und J, ihre Werte (21) und (22) in (19) 
ein, so ergibt sich mit Rücksicht auf (27): 


a(e)=-1ee() ie former 


1 A) à n° doA’ 
(29) Fou Tea ur f n 
Gi+9+9i G+9+9 
2 ! 
TR SRELSES 
2 Ÿ 
B+9+91 


oder, falls man für die beiden ersten Integrale ihre durch (23) 
und (24) angegebenen Werte einsetzt : 


2 2 24 A! 1 24 A! 
(0) e, ( — 0,6797 o L f Dre _. ROUX 
G+9+9 


(0) 
Gi+9+91 


Berücksichtigt man die für die Integrale 


n _— a sf CRE 
G+9+9 ae 
aufgestellten Grenzen, so folgt: 
(1) 0,4884 (5) Rev ( < 05333 (+) +K 


Da nun, wie bewiesen, Æ negativ ist, so hat man jedenfalls: 


(32) | e Fe) 2 05333 ) 


Damit ist eine obere Grenze für «, gewonnen, welcher der Boltz- 
mannsche Wert genügt. 
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Die Auswertung des Integrals À geschah auf mechanischem 
Wege mittels eines Polarplanimeters. Auferdem wurde, wie es 
bei derartigen Betrachtungen gewôhnlich geschieht, eine obere und 
untere Grenze für X ermittelt. Als Resultat erhielt ich: 


(33) K = —0,213 () 
Die zugehôrigen Grenzen sind: 

by pv 
(34) 0,148 (>) <_K <0,:287 F) 


Setzt man den Wert für Æ aus (33) in die Gleichung (31) ein, 
so ergeben sich für «, folgende ziemlich enge Grenzen: 


(85) 0,275 < «, < 0,320 


Der Boltzmannsche Koeffizient genügt auch dieser Bedingung, und 
es dürfte daher einigermafien plausibel sein, daf der hier einge- 
schlagene Weg zu demselben Wert für «, führt, den Boltzmann 
erhielt. Will man übrigens ganz besonders exakt sein, so darf 
man den Wert (33) für X nicht benutzen, da man nicht weih, 
wieviel er vom wahren Wert dieser GrôBe abweicht, man muf 
vielmehr in (31) die Grenzen (34) für Æ einführen und findet dann 


(36) 0,201 < «, = 0,385. 


Das Resultat dieses 1. Abschnittes läfit sich kurz so zusammen- 
fassen: Das von Boltzmann auf pag. 143—151 des 
IL. Teils seiner Vorlesungen über Gastheorie ange- 
gebene Verfahren zur Ermittelung der Koeffizienten 
a, der Zustandsgleichung (1) wurde abgeändert, wo- 
durch die Berechnung vereinfacht wird Nach der 
so modifizirten Methode wurde zunächst « bestimmt 
und dafür wiederum der bereits von Boltzmann, G. 
Jägerund vander Waals jun. jedoch inanderer Weise 
erhaltene Wert ÿ gewonnen. Alsdann wurden für a, 
die Grenzen (35) bezw. (36) berechnet. Da der von Boltz- 
mann nach einer ganz anderen Methode für «, ge- 
fundene Wert, welcher jedoch von vornherein nicht 
sicher ist, beiden Bedingungen (35) und (36) genügt, so 
wird hierdurch das Zutrauen zu ihm sehr erhôht. Es 
liegt ferner die Vermutung nahe, daB auch der von 
uns eingeschlagene Weg zu demselben Werte für «, 
führt, den Boltzmann nach seiner Methode erhielt. 
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Dasselbe muB dann auch für die Methode von H. A. 
Lorentz gelten; denn diese liefert bekanntlich für 
jeden Koeffizienten «, denselben Wert wie das im 
IL. Teil von Boltzmanns Vorlesungen auf pag. 143 — 
151 mitgeteilte Verfahren. 


IT. Prüfung der Zustandsgleichung 
an einatomigen Stoffen und Folgerungen. 

Wir wollen die Zustandsgleichung (1) zunächst mit den Be- 
obachtungen an Argon, Krypton und Xenon vergleichen. Dabei 
nehmen wir für «, und «, die Boltzmannschen Werte an, setzen also 
5 


(37) GR 
a, — 0,2869 
und brechen die Formel (1) hinter den Koeffizienten mit (2) ab, 


dürfen dann allerdings Gleichung (1) nicht auf das Zustandsgebiet 
anwenden, das den kleinern Volumina entspricht. 

Wir müssen nun vor allen Dingen die drei individuellen Kon- 
stanten Z?, b und a ermitteln. Dies geschieht mittels der drei 
Bedingungen des kritischen Punktes, welche drei Beziehungen 
zwischen den 6 (GxrüBen 2, b, a, T,, v, und p, darstellen; hierbei 
sind 2,, v,, p, bezw. absolute Temperatur, spezifisches Volumen 
und Druck für den kritischen Punkt. Da Ramsay und Travers!) 
für jeden der drei genannten Stoffe das Molekulargewicht » oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, die Konstante Z?, ferner T, und 
», experimentell ermittelt haben, so lassen sich die übrigen fehlenden 
GrüBen a, b, v, berechnen. Bei Argon liegen überdies Beobach- 
tungen von 7, und », vor, die von Olszewski?) herrühren; seine 
Messungen stimmen mit den entsprechenden bei Ramsay und 
Travers gut überein. 


Die Gleichungen (2) | 


— 0 und (5e) — 0 lauten 
x T4 


OT Te dv" Jo 
ausfübrlicher geschrieben : 
Ua 5 2 
RT, LE +22 + ae +de, | HAUT 
(38) an En: NEA apte 
2 L8 6 
11: +6 Peer F|- = 0 
V4 Vy Vu (2n Vu 


1) W. Ramsay u. M. W. Travers Zeitschr f. phys. Chemic 58, pag. 643, 1901. 
2) K. Olszewski Zeitschr. f. phys. Chemie 16, pag. 580, 1895. 
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Eliminirt man a, so folgt !): 


5 | b \ 
(39) 1 — 30, () —8,(-) ei 


Setzt man den durch diese Gleichung gegebenen Wert von «, in 
eine der vorliegenden Formeln ein, so findet man: 


LE 
(40) a= Rev, [T++ ef) | 
Führt man nun noch die Werte für «, und a aus (39) und (40) in 
die Gleichung 
PE b° b° a 
Pr = RTL gs (4 e-& 


ein, so ergibt sich nach leichter Rechnung : 


PR OL OS ES 1 ELA ] 
<> RL WA à a ( 
Aus (39) folgt mit Rücksicht auf die Beträge (37) für «, und «, 
(42) = = 0,5620 


2 


Substituirt man diesen Wert, sowie den Wert für «, in (40) und 
(41), so erhält man: 


Ris — 1,4601 
(43) de 
HUE EE 
re — 08503 


Die drei Gleichungen (42) und (43) dienen zur Berechnung der 
drei Unbekannten b, a und v,. Für die Gaskonstante R wurde 
gesetzt : 


«) É St 109 


In den drei ersten der sd Tabellen sind die von Ramsay 
and Travers für Argon, Krypton und Xenon experimentell ermittelten 
Werte von m, (bezogen auf 0 — 16) p, und 7, angegeben und auBer- 
dem die auf Grund der Gleichung (44) berechnete GrôBe R. Bei Argon 


1) Die Gleichungen (39), (40) und (41) sind bereits von C. Dieterici auf- 
gestellt Annalen d. Phys. 69, pag. 685, 1899. 
2) Das Molekulargewicht von O0 wurde hierbei — 16 angenommen. 
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sind überdies die von Olzewski für 7, und p, erhaltenen Zahlen 
mitgeteilt. In der letzten Tabelle sind die mittels dieser Daten 
berechneten Werte für b, a und v, zu finden. Hierbei wurde für 
T, und p, bei Argon der in der ersten Tabelle ebenfalls ange- 
gebene Mittelwert aus den Beobachtungen genommen. 


Argon. 


T,, abs. 
Rams. T| Olsz. | Mittelw. 


p,in Atm. |p, gr/em sec. 
BR gr" |[Rams. T'! Olsz. Mittelw. 


39,912,083. km] 52,9 50, | 52,5.10 155,69 | 1529 | 154° 
Krypton. 
m | Rgr” |p, Atm. |p, gr/cm sec. | T, abs. 
| sr 
82 |1,014.10% 54,26 | 55,0.105 | 210,5 
| | 
Xenon. 
m | Hier: | Du Atm. LP, gr/cm sec. | T,, abs. 
128 | 0,6494.106 | 57,24 | 58,0.105 287,7° 
| 
b cem/gr |a cm°/gr sec.?| v, ccm/gr 


Argon 1,200 1000105 2,140 


Krypton| 0,764 424.106 1,360 


Xenon 0,633 307.105 1,126 


Ramsay und Travers haben für Jedes der drei Gase Argon, 
Krypton und Xenon einen Teil der Isotherme bei 11,2° und der- 
jenigen bei 237,3° Cels. bestimmt, aber nur bei der erstern, und 
bei dieser auch nur bei Krypton und Xenon, erstreckt sich das 
experimentell ermittelte Stück bis in das Zustandsgebiet hinein, 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1905. Heft 8. 231 


2 0 
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innerhalb dessen beträchtliche Abweichungen vom idealen Gas- 
gesetze vorliegen. In den nachfolgenden Tabellen findet man die 
Werte von pv angegeben und zwar unter ,beob.“ die experimentell 
bestimmten, unter ,ber.“ die nach der Zustandsgleichung theoretisch 
gefundenen. Die erste Zahl unter ,ber.“ gibt den Wert von pv 
im idealen Gaszustande an, der also zu v — co gehôrt. Die Ver- 
gleichung ist stets bis zu dem kleinsten Wert von v durchgeführt, 
für den der Ausdruck pv gemessen wurde. 


Argon. 
T = 273+11,2 — 284 


| pv cm?/sec.? 
v cem/gr| beob. | ber. 


co 592.106 
19,40 | 594.106 | 579.106 
5,51 | 564.106 | 559.105 


Krypton. Xenon. 
T = 273+11,2 — 284 T = 273+11,2 — 284 
| pv cm?/sec.? | pv cm’/sec.? 
vccm/gr| beob. ber. beob. ber. 
(ere) 288.106 184.105 
10,23 | 278.106 | 269.105 6,03 | 157.106 | 154.105 
7,380 | 270.106 | 262.105 3,54 | 138.106 | 136.105 
4,75 | 258.105 | 250.105 1,83 |98,4106| 96.106 
2,20 | 227.106 | 220.105 


| | 


Die beobachteten und berechneten Isothermen 
stimmen befriedigend überein. 

Der Umstand, da dieselbe mit dem Gesetz der 
übereinstimmenden Zustände verträgliche Glei- 
chung 1)die untersuchte Isotherme von 11,2° für alle 
drei Stoffe richtig wiedergibt, deutet wiederum 
daraufhin, daf dieselben mit einander korrespon- 
diren. In nebenstehender Tabelle ist zu der von Ramsay und 
Travers für jeden unserer 3 Stoffe ermittelten Gefrierpunkts- 
temperatur 7 die zugehürige reducirte Temperatur t angegeben 


(0 
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und ebenso der dem Schmelzdruck (1 Atm.) entsprechende redu- 
cirte Druck p. 


Wie man erkennt, haben die 3 Stoffe ungefähr die- 
selbe reducirte Schmelztemperatur und auch den- 
selben Schmelzdruck p. Die drei Wertepaare t,p lassen 
sich so anordnen, daB mit wachsendem t auch p stets zunimmt; 
dies legt die Vermutung nahe, daf der Satz vom Zusammenfallen 
der reducirten Isothermen wenigstens bis hin zur Schmelzkurve 
giltig ist. Da für alle drei Stoffe auch die Siedepunkte und zwar 
mit sehr grofier Annäherung bei derselben reducirten Temperatur 
liegen, so müssen ferner die reducirten Volumina der flüssigen 
Substanzen bei ihrem Siedepunkt ebenfalls einander gleich sein. 
Dies ist in der That allerdings nur genähert (bis auf 12 ‘Jo etwa) 
der Fall bei Argon und Krypton, dagegen liegt bei Argon und 
Xenon eine Abweichung von etwa 40 °/o vor. Trotzdem scheint 
es mir plausibeler, daf das Gesetz der korrespondierenden Zustände 
auch hier giltig ist und daB die specifischen Volumina, namentlich 
dasjenige von Xenon, ungenau bestimmt sind. 

Wir wollen jetzt noch die Zustandsgleichung mit den Beob- 
achtungen über die Dampfspannungen vergleichen und zwar soll 


zunächst der Wert von is (a) ermittelt werden, hierbei be- 
# L “ 


zieht sich der Differentialquotient Fe auf die Punkte der Grenz- 
£ 


al 
kurve. Bekanntlich sind viele Versuche gemacht den richtigen Wert 
der betreffenden GrüBe theoretisch zu ermitteln, ohne daB man bis 
jetzt zu einem befriedigenden Resultat gelangt ist. Für den kri- 
tischen Punkt ist bekanntlich : 


Gr), = (Gr, 


21* 
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Mithin wird: 
0p Me ) un: 
LA) re = (or), 4 


1 \| AA (de) 
Zn) 2x] + Cu Pa NT e 


oder zufolge von 1): 


ei 


ste La 
pr UE, AAA 
Durch Division der zwei Relationen 43) ergibt sich: 
a 1,460 
LA TUNER 
und somit: 
T, x (dp ee 
(45) AN = 


Aus den Messungen von Ramsay und Travers fand ich bei Argon 
im Mittel aus 2 Messungen 


(2) 2 1400 om Hg 


Ge APTE Temp. 
und daher wird 
LEARN. 
(46) À G Dh 1540, 


li 
und 
D 
(47) le ts. 


Bei Xenon liegen in nächster Nähe des kritischen Punktes keine 
Beobachtungen über die Dampfspannung vor. Die Zustands- 
gleichung 1) gibt also bei Argon und natürlich 
auch bei allen damit korrespondirenden Stoffen 


den Wert der GrüBe (de) nahezurichtig wieder. 
# 


PAU 

Bei den mit Aether korrespondirenden Substanzen erreicht : (2) 
» * 

nahezu den Wert 7, während die van der Waalsche Gleichung in 

ihrer ursprünglichen Form hierfür 4 ergibt. 
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Ich habe nach Gleichung 1) auch einige Punkte der Dampt- 
spannungen berechnet. Zu dem Zweck brachte ich 1) zunächst 
auf die reducirte Form: 


ot y, 06620 01974 | 00509] 4,168 
PO = 53603 de DO: valet 102 


(48) 


dann zeichnete ich nach dieser Formel einige Isothermen auf Milli- 
meterpapier und bestimmte für jede die Maxwell Clausius’sche 
Gerade. Die Schnittpunkte derselben mit der Curve ergaben den 
zugehôrigen reducirten Dampfdruck. Die Resultate findet man in 
nachstehender Tabelle. Die beobachteten Werte sind den Messungen 
von Ramsay und Travers mit Argon entnommen, da dieser Stoff 
genauer untersucht ist als Krypton und Xenon. 


p 
t ber. | beob. 


1,00[ 1,00 | 1,00 
0,90| 0,555 | 0,554 
0,80| 0,254 | 0,271 


Die Zustandsgleichung gibt also die Dampfspan- 
nungen bis herab zum reducirten Druck 0,25 richtig 
wieder, wir dürfen daher vermuten, daf sie auch 
für den flüssigen Zustand wenigstens genähert 
giltig ist, natürlich müssen wir dabei von der Gegend der 
sehr kleinen Volumina absehen, da hier die weggelassenen Glieder 
mit «,,«,.. sich bemerkbar machen müssen. 

Wir wollen jetzt aus unserer Zustandsgleichung, die wir in 
der allgemeinen Form: 


(49) p = RTK) 


schreiben, wobeï f(v) eine ganz beliebige Funktion von & sein soll, 
eine Folgerung ziehen, die sich an den vorliegenden Beobachtungen 
prüfen läBt. Setzt man diesen Ausdruck für p in die thermody- 


namische Relation 
Ou £ Op 
Ge), = 7). =* 
ein, in welcher « die specifische Energie darstellt, so folgt: 


(50) u = ——+p(T). 


2x 
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Hier ist o(T) der Wert von « für v — also für den idealen 
Gaszustand. Bezeichnet man mit » die Verdampfungsräume, so 
ist nach dem ersten Hauptsatz 


u--u+p(v, —v,) =7r 
der Index 1 hat hier Bezug auf den gesättigten Dampf und 2 auf 


die damit koexistirende Flüssigkeit. Substituirt man für «, und 
u, ihre Werte aus 50), so ergibt sich 


ë 1 l $ 
(51) a(— — _ + pv, —v,) = 7. 
2 1 


Bei tiefen reducirten Temperaturen darf man _. gegen . und v, 


2 
gegen «, vernachlässigen und aufBerdem auf die Dampfphase das 
Mariotte-Gay Lussac’sche Gesetz anwenden. Wir erhalten dann: 


(2) SL +RT= 7. 


Wir wollen nach dieser Gleichung v, berechnen und den so er- 
haltenen Wert mit den Beobachtungen vergleichen, wir beschränken 
uns dabei auf Argon, da hier die Dampfdrucke namentlich bei 
tiefen Temperaturen besser bestimmt sind als bei Krypton und 
Xenon. Den Wert von 7 habe ich auf Grund der bekannten ther- 
modynamischen Formel 

RH TEsdh 

NE 

berechnet. Aus den Versuchen von Ramsay und Travers erhielt 
ich im Mittel aus 2 Messungen: 


JR 


bei 7— 85°  p — 604 mm Hg ie — 64,95 


#mm Hg 
Temp. 
Mit diecsen Werten findet man 

(53) fe 00 cal 

Mit Benutzung dieses Wertes für 7 sowie der für « in der Tabelle 
auf pg. 16 angegebenen Zahl ergibt sich nach 52) 

54) r, = 0,07 ccm/gr. 

tamsay und Travers fanden bei der Temperatur 88° v, — 0,825; 
wäührend Olszewski angibt, daf die Dichte vom flüssigen Argon 
bein Siedepunkt 4. h. bei 7° — 86° 1,5 sei, woraus v, = 0,67 folgt. 
Der theoretische Wert liegt zwischen den beiden experimentellen. 
erechnet man nach dem Gesetz der korrespondirenden Zustände 
r, für Argon aus dem bei Krypton beobachteten Wert für v, so 


20 + 
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findet man für den erst genannten Stoff 
v, = 0,73 


was ebenfalls ganz gut mit (54) übereinstimmt. Es dürfte daher 
einigermafen plausibel sein, daB eine Gleichung 
von der Form 49) bis herab zur reducirten Tempe- 
raturt — 0,55 (dieser Wert entspricht T — 85°) we- 
nigstens genähert auch für den flüssigen Zustand 
MiléIp ist 

Das Resultat der vorangehenden Untersuchungen läfit sich 
also kurz dahin zusammenfassen, da die Zustandsgleichung 
1) für einatomige Stoffe giltig ist, wenigstens 
wenn man die sehr tiefen Temperaturen aufer 
Achtläst. 


Es ist beachtenswert, daf dies Resultat im wesentlichen be- 
stehen bleibt, auch wenn man für «, einen etwas grüBern oder 
kleinern Wert als 3) annimmt. Ich habe mit «, — 0,460 und 
a, — 0,1432 einige Punkte der Isothermen nochmals berechnet 
und erhielt in beiden Fällen Werte für pe, die sich von den mit 
a, — 0,2869 erhaltenen Zahlen so gut wie gar nicht unterscheiden. 
Für Tr (or). erhielt ich mit «, — 0,460 : 4.92, mit «, — 0,1432: 
6,1. “Nettrlich sind die Unterschiede gegenüber den mit «, — 0,286) 
ausgeführten Berechnungen noch viel geringer, falls man «, zwischen 
den von uns ermittelten engern Grenzen (36) oder (35) vartüren lift. 


Wir wollen jetzt noch die Zustandsgleichung bei sehr tiefen 
reducirten Temperaturen mit den Beobachtungen vergleichen, es 
kommen hier nur die bei Quecksilber vorliegenden Messungen in 
Betracht. Wir wollen zeigen, daf, selbst wenn man in 40) «a durch 
eine willkürliche Funktion a von: 7’ ersetzt, die so entstandene 
Gleichung 


j à F(1 
(65) DE RTE UE 


innerhalb des angegebenen Temperaturgebietes nicht im Einklang 
mit den Experimenten steht. 

Wir gehen wiederum aus von dem ersten Hauptsatz, ange- 
wandt auf das Gleichgewicht von Dampf (Index 1) und Flissig- 
keit (Index 2): 


(b6) ru —u,+p(t, —v,). 
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Zur Berechnung von « dient wiederum die Beziehung 
du\ ap 
Ge). = Tr). -r 
aus welcher mit Rücksicht auf (55) 


(57) u— HD RE ET 


folgt. Andererseits ist nun zufolge von (55) 


F(T)-E 
(58) Tr) - 1e CNE 
Weiter folgt aus (57) und (58): 
(59) "= p(D-(r(55) 2). 


Diese Gleichung läft sich nicht aus den beiden Hauptsätzen allein 
ableiten, sie ist eine Folge der angenommenen Zustandsgleichung. 
Wir führen nun für «, und «, ihre Werte aus (59) in (56) ein und 
erhalten : 


(60) re (2) o| r( Sr) v! +200 0) 


Diese Gleichung läft sich bei Vernachlässigung von v, gegen v, 
und unter Anwendung des Mariotte Gay Lussac’schen Gesetzes 
auf die Dampfphase auch folgendermafen schreiben: 


gr 0p 
(61) ne Ur( de) e + AT 
Diese Formel wollen wir mit den Beobachtungen vergleichen. 
Die GrüBe 7) berechnet sich aus dem Ausdehnungs- und Kom- 


pressibilitätskoeffizienten, der erstere ist von Regnault sorgfältig 
bestimmt; aber auch der Wert des letzteren darf bis auf wenige 
Procente genau angesehen werden, da die von Amagat und de 
Metz!) erhaltenen Zahlen recht gut übereinstimmen. Mit Benutzung 
des Amagat'schen Wertes 


1 dv 1 
nr — 0,00000392 - 
ergibt sich, da 
10 
= ST = — 0,0001812 bei 0° Cels. 


1) de Metz, Wiedem. Ann. 47, pg. 706. 1892. 
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ist: 
% = 462 Atm. pro 1° 
TE LTRe PEL 
oder 
D = 46,9.10 
VASE is 
im absolutem MaBsystem. Da ferner das Molekulargewicht »m — 200 
1 à : 
und v, — 13,60 bei 0°, d.h. T = 273 ist, so ergibt sich bei 
dieser Temperatur für r nach (61): 
(62) r — 25,2 cal. 


Beobachtet wurde bei der Temperatur des Siedepunktes 
T = 273 + 357° von Person r — 62 cal., von Kurbatoff r — 67 
T° dp 
p aT 
berechneten überein, und dürfte daher der richtigere sein. Bei 0° 
mu r noch grôBer sein, da zufolge der thermodynamischen Formel 
dr 
ST = 
Dampfes, ©, — specifische Wärme der Flüssigkeit), r mit ab- 
nehmender Temperatur wächst. Wie man sieht, ist der nach 
Formel (61) berechnete Wert für r sehr verschieden von den be- 
obachteten. Mithin müssen wir schliefen, daf Gleichung 
(65) auf flüssiges Quecksilber in der Gegend von 0° 
Celsius nicht anwendbar ist. 


cal., der letztere Wert stimmt mit dem nach der Formel r = 


Cp — Cr: (En, = Specifische Wärme bei konstantem Druck des 


Welche Schlüsse ergeben sich nun aus den vorangehenden 
Prüfungen? Aus der Ungiltigkeit der Gleichung (55) für Queck- 
silber bei 0° folgt sofort, da für diesen Stoff bei sehr 
tiefen reducirten Temperaturen die der Formel 5b) 
zu Grunde liegenden van der Waals’schen Vor- 
stellungen (kugelfürmige, vollkommen elastische Moleküle, deren 
gegenseitige Anziehungskräfte sich im Innern aufheben) nicht 
zutreffend sind. Sehen wir im folgenden von der Gegend 
der sehr tiefen reducirten Temperaturen ab, so müssen wir 
aus der weitgehenden Giltigkeit der Zustandsglei- 
chung für die untersuchten Stoffe Argon, Krypton 
und Xenon auf die Brauchbarkeit der van der Waals- 
schen Vorstellungen schliefen. Dies trifft auch für 
Quecksilber zu (natürlich mit Ausnahme der sebr tiefen Tem- 
peraturen), da diese Substanz mit Argonetc. korrespondirt. Ins- 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nacbrichten. Matb.-phys. Klasse. 1905. Heft 8. 22 
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besondere ergibt sich, daf diese Kürper, überall wo Gleichung 1) 
giltig ist, einatomig sind. 

Auch für den Vorgang der Verdampfung ergibt sich eine 
Folgerung. Bekanntlich hat sich eine grofie Zahl von Forschern 
Kamerlingh Onnes ‘), G. Jäger ?), Voigt*), Milner ‘), Dieterici*) und 
Boltzmann‘) mit dem Mechanismus dieses Processes beschäftigt. 
Insbesondere ist hierbei vielfach die Frage erürtert, welches die 
kinetische Bedeutung der Verdampfungswärmeist. Voigt ?) und Boltz- 
mann gehen beide von den van der Waals’schen Vorstellungen aus 
und zeigen beide, daf die von ibnen rein kinetisch abgeleitete 
Formel für die Verdampfungswärme in Uebereinstimmung ist mit 
der bierfür aus der Zustandsgleichung und den Sätzen der Ther- 
modynamik gewonnenen Gleichung. Sind also die zu Grunde ge- 
legten Anschauungen richtig, so gilt dasselbe von den Vorstellungen 
beider Forscher über den Verdampfungsvorgang. Ein Unterschied 
zwischen beiden Arbeiten besteht nur dann, da Voigt nur das 
erste Glied der Volumkorrektion berücksichtigt, während Boltz- 
mann auch das 2. mit in Rechnung zieht, dies ist jedoch kein 
principieller Unterschied. Es bietet übrigens keine Schwierig- 
keiten das Glied nächst hôherer Ordnung mit zu berücksichtigen, 
pachdem es jetzt einigermafien wahrscheinlich ist, dafi der zuerst 
von Boltzmann hierfür ermittelte Wert richtig ist. Die von 
Voigt und Boltzmann gegebenen Formeln müssen 
offenbar bei Argon und den damitkorrespondirenden 
Stoffen zu Resultaten führen, die mit der Erfahrung 
übereinstimmen, vorausgesetzt, da überall die 
Glieder 8. Ordnung mitberücksichtigt werden und 
man die tiefen Temperaturen auBer Acht läRt; denn 
wir haben gezeigt, daf unter diesen Bedingungen 
die Zustandsgleichung richtig ist. 


1) Kamerlingh Onnes, Arch. Néerland. Tome 30 pg. 101. 1897. 

2) G. Jâger, Wien. Ber. 2. Abt. 99, pg. 679 u. 860, 1890; 100, pg. 245, 1891; 
101, pg. 920, 1892. 

3) Voigt, Gôttinger Nachrichten pg. 341. 1896. pg. 19 u. 261. 1897. 

4) Mülner, Phil. Mag. Ser. 5 Vol. 43 pg. 291. 

5) Dicterici, Wiedem. Ann. 66 pg. 826. 1898. 

6) Boltzmann, Vorlesungen über Gasth. II. Teil pg. 60 u. 167. 1898. 

7) Bei Voigt kommt hier der in der 3. seiner Abhandlungen (Gôütt. Nachr. 
pg. 261. 1897) gegebcnen Ausdruck für die Verdampfungswärme in Betracht. 


Nachr. K. Ges. d. W, Gütt, math.-phys, KI, 1905 (Gerdien). 
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Grundzüge einer allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen. 


(Dritte Mitteilung !)). 


Von 
David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Juli 1905. 


x] 


Riemanns Probleme in der Theorie der Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen. 


Riemann hat in seiner Inauguraldissertation (Abschnitt 19) die 
allgemeine Aufgabe gestellt, Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen innerhalb eines von einer gegebenen Randkurve begrenzten 
Gebietes der komplexen Ebene zu bestimmen, wenn zwischen den 
Real- und Imaginärteilen der Funktionen auf jener Randkurve 
Relationen gelten sollen, deren Koeffizienten auf der Randkurve 
sich stetig ändernde gegebene Funktionen sind. Die Theorie der 
Integralgleichungen bietet, wie ich bereits in einem auf dem inter- 
nationalen KongreB in Heidelberg gehaltenen Vortrage an einem 
Beispiel gezeigt habe, die Mittel zur Lüsung dieser Riemannschen 
Fragestellung für den Fall, daf die auf der Randkurve gegebenen 
Relationen lineare sind. 

Freilich ist die in jenem Vortrage zur Erläuterung der Me- 
thode gewählte Aufgabe wegen ihrer besonderen Einfachheit auch 
ohne dieses Hülfsmittel lôsbar, und zwar, indem man zweimal 
die gewühnliche Randwertaufgabe aus der Theorie des logarith- 
mischen Potentials anwendet. 


1) Vgl. erste u. zweite Mitteilung diese Nachrichten 1904. 
Kgl. Gos. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1905. Heft 4. 23 
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Das dort behandelte Problem besteht darin, innerhalb einer 
geschlossenen Kurve C mit stetig sich ändernder Tangente und 
von der Gesamtbogenlänge | eine regulär analytische Funktion der 
komplexen Veränderlichen z = x+iy 


fe) = u(xy) +iv(xy) 
zu finden, deren Real- und Imaginärteil u(s) bez. v(s) auf C der 
linearen Relation 
a(s)u(s)+b(s)v(s)+c(s) = 0 
genügen; dabei sind as), b(s), c(s) als stetig differenzirbare !) Funk- 
tionen der Bogenlänge s mit der Periode ! — die ersteren beiden 
a(s), b(s) ohne gemeinsame Nullstelle — gegeben ?). 

Ich will nun kurz zeigen, wie man eine dieser Aufgabe genügende 
Funktion findet, die innerhalb C (nicht notwendig auf C) den Cha- 
rakter einer ganzen Funktion besitzt. Zu dem Zwecke bezeichne 
ich mit 2nix die Aenderung, die /(a(s)+31b(s)) beim positivem 
Umlauf längst der geschlossenen Kurve C erfährt. Durch den 
Imaginärteil von {(a(s)+ib(s)), d. h. durch den Ausdruck 

b(s) 
(1) arctg Le) 
wird dann eine reelle Funktion auf C dargestellt, die von s stetig 
abhängt mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Punktes s — 0, 
wo ein Sprung ihrer Werte um 2x stattfindet. 

Mittelst der bekannten Randwertaufgabe in der Theorie des 
logarithmischen Potentials bestimme man nun eine analytische 
Funktion F'(2), die sich innerhalb der Kurve C wie eine ganze 
Funktion verhält und deren Imaginärteil die Randwerte (1) besitzt. 
Wird dann 


Ga = 0 2 U(xy)+ à V(xy) 


gesetzt, während 
U(s) + i V(s) 


1) Bctreffs Bedeutung dieser Ausdrucksweise vgl. meine erste Mitteilung S. 214. 

2) Aus dem Heidelberger Vortrage geht unmittelbar nur hervor, daB über- 
haupt eine der Aufgabe genügende Funktion vom Charakter einer rationalen 
Funktion existirt. Es ist jedoch leicht müglich, durch cine geringe Modifikation 
des dort angegcbenen Verfahrens die etwa innerhalb C auftretenden Pole auf die 
Kurve C selbst zu verlegen. Ebenso leicht kann man übrigens, indem man den 
Begriff des Cauchyschen Index heranzieht oder wie hier weiter im Text verfährt, 
feststellen, wann cine Funktion der Aufgabe genügt, die überall innerhalb und 
auf dem Rande von C den Charakter einer ganzen Funktion hat und wie gro8 
die Mannigfaltigkeit solcher Lüsungen ist. 
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die Randwerte dieser Funktion G@(2) bezeichnen, so erkennen wir 
auf der Kurve C die Uebereinstimmung der Imaginärteile von 


I(U(S) + à V(s)) und {(a(s) + ib(s)) 
d. h. es ist auf der Kurve C 
a(s) V(s)—b(s) U(s) = 0. 

Endlich konstruiren wir eine analytische Funktion f*(z), die 
innerhalb C den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren 
Realteil auf C die Randwerte 

D TU US sbpte aamnéent (D AU ee A 
a(s)(U*(s) + F°(s) b(s)(U*(s) + P*(s)) 
besitzt; dann ist 
f(e) = G(e)f*(e) 
eine analytische Funktion, die das vorgelegte Problem lôst. 
Die gefundene Funktion f(z) hat innerhalb C den Charakter 


einer ganzen Funktion; sie besitzt jedoch, wenn n negativ ausfällt, 
auf C im Punkte s — 0 einen Pol —2nter Ordnung. 


Wir wenden uns nunmebr zu einer Aufgabe, welche mir im 
Sinne der Riemannschen Fragestellung als eine der einfachsten Auf- 
gaben in der Theorie der Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen erscheint: es ist dies die Aufgabe, eine auferhalb der ge- 
schlossenen Kurve C reguläre analytische Funktion f, (+) und eine 
. innerhalb C reguläre analytische bez. sich wie eine rationale 
Funktion verhaltende Funktion f:(z:) zu finden, sodaf die Rand- 
werte beider Funktionen auf der Kurve C selbst in einem gege- 
benen komplexen Verhältni stehen, d. h. daf 


f(s) = e(s)f() 
wird, wo in dem komplexen Ausdrucke 
e(s) = a(s)+ib(s) 
Real- und Imaginärteil a(s), b(s) als zweimal stetig differenzirbare 
Funktionen der Bogenlänge s — ohne gemeinsame Nullstelle — 
gegeben sind. Die Kurve C werde der Einfachheit halber analy- 


tisch vorausgesetzt. 

Um diese Aufgabe zu lôsen, konstruiren wir zunächst eine 
Greensche Funktion G(xy, En) von folgender Art: sie soll in Be- 
zug auf æy innerhalb C überall der Gleichung 

MONA C el, 
RE J'TE () 
ë Ÿ ôÿ 


13 * 
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genügen, ferner an der innerhalb C gelegenen Stelle En logarith- 
misch unendlich werden derart, daB bei dem Ansatze 


(2)  G;(cy, En) — —log|V(x—E) +(y— 7) |+ A(xy, En) 


die Funktion A(xy, Ën) regulär analytisch in x, y, £, n ausfällt, und 
endiich sollen die in Richtung der inneren Normalen genommene 
Ableitung von G,(xy, En) auf C einen von s unabhängigen Wert 
x besitzen. Lassen wir den Punkt xy bez. die Punkte æy und Ë7 
in die Randpunkte s bez. s und 6 wandern, so môügen die be- 
treffenden Werte der Greenschen Funktion mit 


G,(s, Ën) bez. G;(s, 6) 
bezeichnet werden. 


. ihre in Richtung der inneren Nor- 
malen genommene Ableitung auf C und ,(s) ihre Randwerte 
auf C bezeichnen, so liefert die Greensche Formel in bekannter 


Weise : 


genügende stetige Funktion, 


1 l I 
GO MED, fatcinandt fubds 
0 0 


wo | die Gesammtlänge von C bedeutet. Für w, — 1 folgt hieraus 
2x 
re 


Nunmehr sei v,(xy) eine zu u,(xy) konjugirte Potentialfunktion, 
so daf 


= 


u,(xy) +iv,(xy) 
eine innerbalb C reguläre analytische Funktion der komplexen 


Variabeln z bedeutet. Bezeichnet v(s) deren Randwerte, so ist 


du, __ do,(s) 
RE ic 
Mit Rücksicht hierauf entsteht aus der Gleichung (3), wenn wir 


den Punkt £7 in den Randpunkt © wandern lassen: 


1 _ dv, 1 r! 
u, (8) — +2 JE DT ds+T futas 
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oder bei Vertauschung von 5, 6: 
(4) a 8 LÉ 
* 22 J, Linuride l À f é 
Aus (2) entnehmen wir 
G,(6,s) = —0g | sin _. (o — s) + A*(6, 5), 


wo A*(6,s) eine reguläre analytische Funktion von 6,s ist. Dem- 
nach wird 


0 G;(6, s) 


(b) RL 7 cote + Co) pie), 


Unter Anwendung der Formel für die Produktintegration 
nimmt (4) die Gestalt an: 


(6) u,(s). — sa le EE To) 48 + : Tf" (e)d, 


wo für das erste Integral rechter Hand sein Cauchyscher Haupt- 
wert zu nehmen ist; derselbe existirt gewiB stets dann, wenn v,(6) 
eine stetig differenzirbare Funktion von 6 ist. 

Die eben gefundene Formel (6) gilt, wenn ",(s)+iv,(s) die 
Randwerte auf C irgend einer Funktion der komplexen Veränder- 
lichen z 

fie) = w,(x,y)+iv,(xy) 
sind, die innerhalb C den Charakter einer ganzen Funktion hat. 
Wenden wir diese Formel auf die Funktion if,(z) an, so entsteht: 


D …v(s) = RARE ES) y (ads + 7 fuodc 


wo wieder für das erste Integral rechter Hand der Cauchysche 
Hauptwert zu nehmen ist. 


Ist also der Realteil ,(s) einer innerbalb C regulären Funktion 
auf C bekannt, so findet man die Randwerte des Imaginärteiles 
v,(s) durch die Formel 


(7°) 10 = gx [ @de, 


wobei über die additive Konstante in v,(s) alsdann derart verfügt 


ist, daf 
l 
4) v(o)de = 0 
0 
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ausfällt. Ist andererseits der Imaginärteil v,(s) einer innerhalb C 
regulären Funktion auf C bekannt, so findet man die Randwerte 
des Realteiles w,(s) durch die Formel 


1 f 86,5) 


(7) MO = 7 J Das 
wobei über die additive Konstante in w,(s) alsdann derart verfügt 
ist, daB 

1. “ (s)de = 0 
ausfällt. : 


Wir fübren nunmebr, wenn W(s) irgend einen komplexen Aus- 
druck auf C bedeutet, die Abkürzung em: 
| i f'èG;(6,s) 
MW = | Sos W(6) do. 


Die Formeln (6) und (7) lassen sich in die folgende zusammen- 
fassen 


l 
0 = M+7 [rod 


wobei 
f(s) = u,(s)+iv,(s) 
gesetzt ist. Hiernach stellt also das Integral 


Mf, 


wiederum wesentlich die Funktion f,(s) dar, diese nur um eine kom- 
plexe Konstante derart vermehrt, daB das über die Kurve C er- 
streckte Integral verschwindet. Man sieht auch zugleich, daB 
diese letztere Darstellung eine hinreichende Be- 
dingung dafür ist, daB der komplexe Ausdruck 
LO = 4()+5%(9) 

den Randwerten einer innerhalb C regulären Funk- 
tion der komplexen Veränderlichen gleich ist. 

Endlich gilt die Tatsache, daB, wenn w(s) einen willkürlichen 
komplexen Ausdruck auf C bedeutet, der Ausdruck 


w + M,w 


stets die Randwerte einer innerhalb C regulären 
Funktion der komplexen Variabeln darstellt. Wir 
erkennen dies, indem wir für w(s) erst einen reellen und dann 
einen rein imaginären Ausdruck nehmen und jedesmal bez. (7*), 
(7*) anwenden. 


2.1 
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Nunmehr konstruiren wir eine Greensche Funktion G,(xy, En) 
von folgender Art: sie soll in Bezug auf x, y auBerhalb C überall 
der Gleichung 

dt 100: 
dx F5. 


= 0 


genügen, ferner an der auBerhalb C gelegenen Stelle £y logarith- 
misch unendlich werden, derart daB bei dem Ansatze 


Guy, Em = — log V5" +) + B(xy, En) 
die Funktion B(xy, Ën) regulär analytisch in x, y, £, n ausfällt, und 
endlich sollen die in Richtung der äuferen Normalen genommenen 
Ableitungen von G,(xy, En) auf C einen von s unabhängigen Wert 
À besitzen. Lassen wir den Punkt xy, bez. die Punkte æy und £7 
in die Randpunkte s bez. s und 6 wandern, so môgen die betreffen- 
den Werte der Greenschen Funktion mit 


G(s Ën) bez. G,(s, 6) 


bezeichnet werden. 
Wenn u,(xy) irgend eine auferhalb C der Gleichung 


D'UN. 

stop —° 
genügende stetige (auch im Unendlichen endlich bleibende) Funktion, 
Ou, 
on 


leitungen auf C und «,(s) ihre Randwerte auf C bezeichnen, s0 
erhalten wir in bekannter Weise. 


® men facts [upas 


Nunmehr sei v,(xy) eine zu u,(xy) konjugirte Potentialfunktion, 
so daf 
u,(xy) +iv,(2y) 
eine auBerhalb C reguläre Funktion der komplexen Veränderlichen 
z bedeutet. Bezeichnet v,(s) die Randwerte von v,(xy), so ist 
Ou, __ dv,(s) 


ôn ds 
und mit Rücksicht hierauf folgt aus (8) 


OLA OU fc. (6, Go) day Tr {* (o)do. 
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Setzen wir 
G (6,5) = — log : sin À (6 —s) + B*(0, s), 
Wo us (6,s) eine stetig differenzirbare Funktion von 6,s ist, so 
wir 


0G.,(6,s 
(10) __ = Tete pe 6)+ 


Die Formel (9) transformiren wir in die Gestalt 


te 


(11) M ONEE _ ee as s) 


v,(6) do + — rs (o)de 


und fügen dieser die entsprechende Formel für v,(s) hinzu: 


(12) v,(s) = _—- À sa à u,(6) do + — j L [nas 


In den beiden letzten Formeln sind für die ersten Integrale rechter 
Hand die Cauchyschen Hauptwerte zu nehmen. 

Wir führen nunmebr, wenn W(s) irgend einen komplexen Aus- 
druck auf C' bedeutet, die Abkürzung ein: 


cas 
mew = ji [2 


Die beiden Formeln (11) und (12) lassen sich dann in die folgende 
zusammenfassen 


W{(o) do. 


LO=-Mr+7 Jo, 


wobei 
[(s) = u,(s)+iv,(s) 
gesetzt ist. Hiernach stellt also das Integral 


— M,f, 


wiederum wesentlich die Funktion f,(s) dar, nur diese um eine 
komplexe Konstante derart vermehrt, daf das über die Kurve C 
erstreckte Integral verschwindet. Man sieht auch zugleich, daf 
diese Darstellung eine hinreichende Bedingung da- 
für ist, daB der komplexe Ausdruck 


[(s) = u(s)+ iv, (s) 
den Randwerten einer auBferhalb C regulären Funk- 
tion der komplexen Vélonderliehet gleich ist. 
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Endlich erkennen wir noch, da, wenn w(s) einen willkürlichen 
komplexen Ausdruck auf C bedeutet, der Ausdruck 


w — M,w 


stets die Randwerte einer auBerhalb C regulären 
Funktion der komplexen Veränderlichen darstellt. 


Wegen (5) und (10) ist jür jeden komplexen Ausdruck W 
identisch 


(13) MW = M W+ Î D(6, 5) W(c)dc, 
0 


wo D(o, s) eine reguläre analytische Funktion von 6,s bedeutet. 
Nunmebr kehren wir zu unserer Aufgabe zurück, die Funk- 


sionen f, (2), f;(2) zu finden derart, daf ihre Randwerte auf C die 
Relation 


(14) [(s) = c(s)f(s) 


erfüllen. Wir setzen — unter Fortlassung des Argumentes s — 


put PM 
(155) 


F, = —f,+M,f, +9, 
wo y eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet, und ferner 
(16) c(e) = c(s)+c(6,s) sin (5 — 6), 
wo c(6,s) eine Funktion bedeutet, die wegen der angenommenen 
zweimaligen stetigen Differenzirbarkeit von c(s) gewif einmal 
stetig differenzirbar nach 5,6 wird. 


Wenden wir nun auf (14) die Operation M, an, so entsteht mit 
Rücksicht auf (13) die Gleichung 


M.f. — M, (Ccf)+ Î D (6 s)e(e)f(o) do, 
und hieraus entnehmen wir wegen (16) 
(17) M,f, = 6+ [ EG s)f,(6)de, 


wo E(6,s) eine stetig differenzirbare Funktion von 6,s wird. 


24* 
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Multipliziren wir die zweite der Gleichungen (15) mit — c(s) 
und addiren sie zur ersten, so folgt mit Rücksicht auf (17) und (14) 


F,-cF, = f+ef+ [EG 9645-67 


(18) 
= 2e(9{f + ES HOTLE 4. 


Da c(s) unserer Annahme zufolge nirgends verschwindet, so stellt 
(19) K(6,5) — ME TON 


eine stetig differenzirbare Funktion von 6,s dar. Wir betrachten 
die Integralgleichung zweiter Art mit dem komplexen Kern X(6, 5) 


l 
(20) Lei frcaods: 


auf dieselbe sind die Fredholm'schen Formeln in gleicher Weiïse 
anwendbar, wie wenn der Kern eine reelle Funktion von 6, s wäre, 
und wir schlieBen hieraus, daB diese Integralgleichung gewiB eine 
Lôsung | 
f(s) = u,(s)+ iv,(s) 

besitzen muf und zwar entweder, indem wir die Konstante y von 
Null verschieden setzen oder — falls gerade 1 eine Wurzel der 
transzendenten zu jener Integralgleichung zweiter Art gehôrigen 
Gleichung, d. h. ein Eigenwert für den Kern Æ(6,5s) wird —, in 
dem wir für die Konstante y den Wert Null setzen. Wegen der 
Tatsache, da8 der Kern der Integralgleichung stetig differen- 
zirbar ist, folgt — wie leicht zu erkennen ist — daB gewiB auch 
die Lôüsung der Integralgleichung d. h. die Funktionen u,(s), v,(s) 
stetig differenzirbare Funktionen sind. 

Nunmebr bilden wir aus f,(s) nach (14) den Ausdruck f, (s) 
und alsdann nach (15) die Ausdrücke F(s), F(s). Ergeben sich 
diese beiden Ausdrücke FF (s), F(s) identisch gleich Null, so zeigen 
die vorhin gefundenen Resultate (vgl. S. 6 und S. 8), daB die Aus- 
drücke f, bez. f, die Randwerte einer auBerhalb bez. innerhalb C 
regulären Funktion der komplexen Veränderlichen darstellen; 
unsere Aufgabe ist mithin in diesem Falle gelôst. 

Ergeben sich nicht beide Ausdrücke F(s), F,(s) identisch gleich 
Naull so betrachten wir die zu f, bez. f, konjogirt komplexen Aus- 
drücke , bes. f.. Nach den oben gefundenen Resultaten (vgl. S. 6 
und S. 8) stellen für beliebige w die Ausdrücke 


214 + 


OP CG PR 
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w+M;w bez. w—M,w 


stets Randwerte gewisser innerhalb bez. auBerhalb C regulär ana- 
lytischer Funktionen dar. Nehmen wir für w die komplexen Aus- 
drücke L bez. f., so erkennen wir hieraus, daf gewiB die zu F, bez. 
F, konjugirt komplexen Ausdrücke F, bez. F, Randwerte gewisser 
innerhalb bez. auBerhalb C regulär analytischer Funktionen g,(+) 
bez. g,(2) sind. Da andererseits unter Vermittelung von (19), (20) 
aus (18) 

F,-cF, = 0, 
d. h. wenn c den zu c conjugirt komplexen Ausdruck bedeutet, 

F, = cF, 

folgt, so sind g,(2), g,(z) analytische Funktionen der komplexen 
Variabeln, die die Bedingungen unserer Aufgabe erfüllen, wenn 
wir in der für den Rand vorgeschriebenen Relation an Stelle von 
c(s) den conjugirt imaginären Ausdruck c(s) setzen, d. h. unsere 
Aufgabe ist alsdann bei dieser Modifikation lôsbar. 

Zusammenfassend sprechen wir das Resultat aus: 

Wenn c(s) ein gegebener komplexer Ausdruck auf der Kurve C 
ist, so giebt es entweder ein Paar von Funktionen f,(2), f,(e), von 
denen die erstere innerhalb, die zweite auferhalb der Kurve C regulär 
analytisch ist, deren Randwerte auf C stetig sind und die Relation 


f(s) = c(s)f,(s) 
erfüllen oder ein Funktionenpaar g,(2), g,(z) vom selben Charakter, 
deren Randwerte auf C stetig sind und die Relation 

9.) = 2 (59,0) 
erfüllen. 

Um zu entscheiden, welcher von beiden Fällen eintritt, be- 
denken wir, daB die Aenderung, die log f. (s) bez. logf,(s), beim posi- 
tivem Umlauf entlang der Kurve C erfährt, gleich —2ixn, bez. 
2inn,ist, wo n,,n, die Anzahl der Nullstellen der Funktionen 
f.(e) bez. f,(2) bezeichnen. Demnach ist —2ix(n,+n,) gleich der 
Aenderung, die 


fa (5) 
fi{s) 
beim Umlauf im positiven Sinne erfährt, und es wird demnach der 
erste Fall eintreten, wenn die Aenderung von logc(s) beim Umlauf 
im positiven Sinne entlang C negativ ausfällt, dagegen tritt der 
zweite Fall ein, wenn jene Aenderung positiv ausfällt. 


log = log c (s) 
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Ist insbesondere jene Aenderung von logc(s) gleich Null, so 
existirt sowohl ein Paar ausserhalb bez. innerhalb C holomorpher 
Funktionen f, (+), f,(2), die die Relation 
(21) POPFO7O 
erfüllen, als auch ein Funktionenpaar g,(2), g,(:) von diesem Cha- 
rakter mit der Relation 


(22) g.(s) = € (5)9,(5) 

Um dies einzusehen, bedenken wir, daB nach dem vorhin be- 
wiesenen Satze jedenfalls ein Funktionenpaar (2), F(+) existiren 
mu, das die Relation 

F(s) = c(s)e(s) F(s) 
erfüllt, da ja c(s)c(s) mit dem konjugirten Ausdrucke überein- 
stimmt. Ist nun etwa die Gleichung (21) lôsbar, so ist wegen 
unserer Annahme über c(s) notwendig die Anzahl n,+n, = 0, d.h. 
f.(e), f,(e) besitzen keine Nullstellen und folglich sind 


eee Du) pet eme HT) 
LA ) A AO ; CA ) f,() 


ebenfalls regulär analytische Funktionen; dieselben befriedigen die 
Relation (22). 

Die Funktionenpaare f, (2), f,(2) und g, (2), g,(z) sind, wie man 
überdies sofort sieht, im eben betrachteten besonderen CHANC bis 
auf je einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. 

Die gleiche Ueberlegung dient zum Nachweise, daf es stets 
bei beliebig gegebenen c(s) ein Paar von Funktionen f. (+), f,(+) 
giebt, von denen die erste auBerhalb C, die zweite innerhalb C 
den Charakter einer rationalen Funktion hat, während auf C die 


Relation 
| (s) = c(s)f,(s) 
erfüllt ist. 


Wenn y(s) — logc(s) eine eindeutige Funktion von s wird, so 
gelangen wir durch Logarithmirung zu der Aufgabe, ein Paar von 
Funktionen f, (4), f;(z) zu finden, von denen die erstere auferhalb 
C, die letztere innerhalb € regulär analytisch ist und für die die 
Differenz ihrer Randwerte auf C einem gegebenen komplexen Aus- 
drucke y(s) gleich wird. Wie wir sehen, hat diese Aufgabe stets 
eine Lüsung. Im Falle die Kurve C ein Kreiïs ist, läBt sich die 
Lüsung auch durch die Entwicklung von y(s) in eine trigonome- 
trische Reïhe ableiten. 

Es bedarf endlich noch der Umstand einer näheren Unter- 
suchung, dafi die Funktion c(s) an einer endlichen Anzahl von 
Stellen eine Unterbrechung ihrer Stetigkeit aufweist. 
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Wir fassen zunächst einen Punkt der Kurve C ins Auge: 
derselbe sei der Koordinatenanfang und zugleich der Anfangspunkt 
für die Abmessung der Bogenlänge s. Da die Kurve C keine Ecke 
besitzt, so erhalten wir die Punkte auf C in der Umgebung des 
Koordinatenanfangs für genügend kleine positive oder negative 
Werte von s durch die Formel 


(23) £(s) = Cs+C,s'+C,s +... 
1 1 


dargestellt, wo rechter Hand eine Potenzreihe steht, deren erster 
Koefficient C, von Null verschieden ausfällt. 

Alsdann handelt es sich zunächst darum, irgend eine innerhalb 
C nirgends verschwindende, regulär analytische Funktion f*(2) 
und irgend eine auferhalb C nirgends verschwindende, regulär ana- 
lytische Funktion f*(:) zu bestimmen, so daB der Quotient der 
Randwerte dieser beiden Hülfsfunktionen auf C 


Neue) 
QT) 
in der Umgebung von z — 0 den folgenden Bedingungen genügt: 
Q(s) soll für genügend kleine positive s durch eine nach Potenzen 
von s fortschreitende Reihe ©, (s) und für genügend kleine nega- 
tive s durch eine andere nach Potenzen von s fortschreitende Reihe 
©_(s) darstellbar sein derart, daB der Quotient dieser beiden Po- 
tenzreihen die Kongruenz 


(24) ae = Go+hs+ as, (s) 


erfüllt; dabei sind q,, q4,, 4, gegebene komplexe Konstante, q, + 0 


und diese Kongruenz bedeutet, daB 
D, (s , 
A = (do +4Ss+qs ) 


eine durch s° teilbare Potenzreihe werden soll. 
Um die Bestimmung solcher Funktionen f}(+), f*(2) zu er- 
môglichen, betrachten wir die Funktion 


p,(z) = log (2) 
innerhalb der Kurve C; die Werte derselben in der Umgebung 
von z — 0:auf C stellen sich, wie folgt dar: 


ps) = —ix+l(s) ++ dJis+dJ,s +...,(s > 0), 
= 1—s)+d,+d,s+d,s +...,(s <O), 
wo l(s), 1(—s) die reellen Logarithmen und J,, J,, J,,... gewisse 
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komplexe Koefficienten bedeuten. Ferner betrachten wir ausserhalb 
der Kurve C wir die Funktion 


p.(z) = log El 


wo p, einen innerhalb C gelegenen Punkt bedeutet; die Werte 
dieser Funktion in der Umgebung von +: — 0 auf C stellen sich, 
wie folgt, dar: 


p,(s) = ix+l(s)+4,+4,$s+4,$ +:..,(s => 0), 
—  l(—-s)+4,+A,5+4A,$+...,(s< 0), 


wo L(s), [(—s) wiederum die reellen Logarithmen und 4,, 4À,, 
A,,... gewisse komplexe Koefficienten bedeuten. 

Nunmehr bestimmen wir die ganze rationale Funktion X, (2) 
vom zweiten Grade in der komplexen Veränderlichen : derart, 
daf vermüge (23) 

: K,(z(s)_ _ 1 

€ —-- SE l S S- £ 
wird und ferner die ganze rationale Funktion Æ(:) zweiten Grades 
in der komplexen Veränderlichen z derart, daf vermüge (23) 


1 
(26) 16 (2 (s)) = Dir OA à gS$ SE Ja s°), (s°) 


wird. 
Setzen wir nunmehr 


# (- K; (2) pi 
HG) = EPP, 
A (2) 


pr = er 


so erfüllen diese Funktionen der komplexen Veränderlichen : alle 
verlangten Bedingungen. In der Tat haben wir auf ( in der 
Umgcbung von z == U 


p(s)—p,(s) = 2ix+(4,—J)+(4—J)s54+ (4,7) +. (50) 
— (A—d)+ (4, J)s+(4,-7,)8 +. (8 <0); 


folglüch gilt mit Rücksicht auf (25) und (26) auch die Kongruenz (24). 

Die gefandenen Funktionen {*(:), f.*(z) sind, wie man sieht, 
auch auf der Kurve €, vom Punkte s — 0 abgesehen, regulär 
analytisch. 
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Es sei nun in dem vorgelegten, oben (S.3—11) behandelten 
Problem c(s) ein komplexer Ausdruck, der an einer Stelle etwa 
für s — 0 eine Unterbrechung seiner Stetigkeit bez. stetigen 
Differenzirbarkeit erleidet derart, daf die Darstellung der Werte 
von c(s) in der Umgebung von s — 0 durch zwei von einander ver- 
schiedene Potenzreihen $,(s) und $_(s) bewirkt wird, jenachdem 
s0 oder s<0 ist. Alsdann bestimmen wir drei Konstante 
Qor dir A aus der Kongruenz 


: M0 
(27) D'FTSMAIRS= (5) 


und bilden dann in der eben angegebenen Weise zu diesen Kon- 
stanten q,, q,Q, die analytischen Funktionen f*(2), f*(2), so daf 
deren Randwertquotient Q(s) die Kongruenz (24) erfüllt und 
folglich mit Rücksicht auf (27) auch 


DEC) 28,6) 


Deer 
oder 
Ë Ps hameD(s) 
A 5.6) = 8,6 
wird. Setzen wir 


so lehrt (28), da C(s) auch für s — 0 zweimal stetig differen- 
zirbar wird; mithin ist nach dem Früheren das Problem, cine 
innerhalb und eine auferhalb der Kurve C reguläre Funktion 
F(2) bez. (2) mit der Randbedingung 


F6) = CG)F;() 
zu finden, lüsbar; wegen 
las) = 2 (G)F (6) 
erfüllen die Funktionen 
AC) = EG), 1,0) = F1; CE) 
die Randbedingung 
AS) = c(s)f(5) 


und lüsen daher unser vorgelegtes Problem. 
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Die Aufgabe, die wir nunmehr in Angriff nehmen, besteht 
darin, zwei auferhalb der geschlossenen Kurve C reguläre ana- 
lytische Funktionen f, (2), f!(:) und zwei innerhalb C reguläre ana- 
lytische bez. sich wie rationale Funktionen verhaltende Funktionen 
f,(e), f,(e) zu finden, sodaf die Randwerte dieser beiden Funktionen- 
paare auf der Kurve C selbst eine gegebene lineare Transformation 
mit komplexen Koefficienten erfahren, d. h. daf 


(s) = A(s)É(s) + (s)f (65), 
fs) = a(s)f,(s) + c(s)f(s) 


wird, wo c,(s), c,(s), c!(s), ci(s) gegebene komplexe zweimal stetig 
differenzirbare Ausdrücke in s sind, deren Determinante 


(8) c,(s) — c, (s) a (s) 


für alle s von Null verschieden bleibt. Die Kurve C werde der 
Einfachheit haïlber wiederum analytisch vorausgesetzt. 

Zur Lôüsung der Aufgabe setzen wir, indem wir der Kürze 
halber das Argument s fortlassen: 


(29) 


15 = REA (S PE Le [2 PMCTE 


(80) 
F=-f+Mfty FE =-f+Mf, 


wo y eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet, und ferner 


(6) = a (s)+ c,(6, s) sin + (s— 6), 


e (o) = &,()+c,(6, 5) sin Ÿ-(s— 0), 
(81) 
a (6) = e(s)+c{(0, s)sin T(s— 6), 


(6) = c(s)+c1(6, 5) sin à (s— 6) 


wo nun die Funktionen c,(6,s), c, (6,5), c:(6,5), ci(6,s) gewiB für 
alle Argumente 6,s einmal stetig differenzirbar nach diesen Ar- 
gumenten sind. 

Wenden wir auf (29), indem wir uns die Randwerte f, fi, f,, f, 
als stetig differenzirbare Funktionen von s denken, die Operation 
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M, an, so entsteht mit Rücksicht auf (13) und (31) 


| Mf. = Mf+eMf!+ ik (E, (6, s)f(6) + E, (6, s)f; (ed, 
(82) « ; 


\ 


| Mfi= cMf+c Mf; + ii (E! (6, 9) (6) + E!(6, s)f; (&))d, 
0 


wo ÆE,(6,5s), E,(6,s), E!(6,5s), E;(06,s) stetig differenzirbare Funk- 
tionen von 6,s sind und das Argument s wiederum der Kiürze 
halber weggelassen worden ist. 

Multipliziren wir die in der unteren Zeile von (30) stehenden 
zwei Gleichungen einmal mit —6,, —c, und ein anderes Mal mit 
— c\, —c, und addiren sie das erste Mal zu der ersten und das 
zweite Mal zu der zweiïten der darüber stehenden Gleichungen, 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf (32) 


F-cE,-cr, =f,+tf,+tf, 
Ê [ (E,(6, 5)f,(6) + E(,s)f' (6) do 7, 
FFE = f+clf+if 
+ [EG ILO+E GDF Chase 
und mit Hülfe von (29) 
 F-oF,-cr; = 2(c,f;+0f;) 


ff (E,(6,s)f{0)+ E(c,s)fi(o))de— cp, 
0 


(83) ( js 
FF -ar = 2(cf;+cf,) 


5! 1e (E!(0,5)f{0) + E!(0,s)f(6)) de —c! y. 


Setzen wir die rechten Seiten dieser beiden letzten Formeln 
gleich Null, so kônnen wir durch Kombination der so entstehenden 
Gleichungen — da ja die Determinante c, c —c, c! unserer Annahme 
zufolge für keinen Wert von s verschwindet — Gleichungen von 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. ‘1900. Heft 4. 924 
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der Form 

Bi fRGHO+Er Gore 
(84) 
= [AG NEO +6 910)de 


erhalten, wo X(6,5s), X, (6,5), K!(6, s), K,(6,5) ebenfalls stetig 
differenzirbare Funktionen von 6,s sind. Diese Gleichungen lassen 
sich in eine einzige Integralgleichung zweiter Art 


(85) y) = p(5)— J "K(6,5)p(e)do 


zusammenfassen, indem wir die AUDE 7(s), q(s), Æ(6,5), wie 
folgt, definiren : 


rO = L, 0<s<I 


p(s) = fs} OLSET 
= f;(s—0), l<s<21; 


K(o,s) = A,(o, Ve) 
Mr ÉRON es 
D=s=! 
— K,(6— 71,5), an 
AE l<s<2I 
= K!(6,s—1), ne 


1l=s<92I 


EG Ce Her 


Die Anwendung der Fredholmschen Formeln zeigt, daf die 
Integralgleichung (35) stets eine Lüsung q(s) besitzen muB und 
zwar entweder, indem wir der Konstanten y irgend einen von Null 
verschiedenen Wert erteilen oder — falls gerade 1 ein Eigenwert 
für den Kern X(6,s) wird — indem wir für die Konstante y den 
Wert Null wählen, wodurch die Integralgleichung zu einer homo- 
genen wird. Diese Lüsung œ(s) liefert die Lôsungen f(s), £(s) der 
Gleichungen (34) und die so gewonnenen Funktionen f:(s), f(s) sind 
gewiB ebenfalls stetig differenzirbar — wie aus der stetigen Diffe- 
renzirbarkeit der Funktionen X,(6,5), X,(6,s). K!(6,5), 1 K} (6, s) 
sofort zu erkennen ist, indem man allgemein zeigt, daB Integrale 
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von der Gestalt 
DÉACAECIC 
0 


gewiB notwendig stetig differenzirbare Funktionen von s darstellen, 
sobald (6) stetig in 6 und Æ*(6,s) stetig differenzirbar in Bezug 
auf beide Variable 6,s ist. 

Nunmehr bilden wir aus /,(s),f;(s) nach (29) die Ausdrücke 
fa(s), .(s) und alsdann nach (30) die Ausdrücke F(s), F'(s), F,(s) 
F;(s). Ergeben sich diese vier Ausdrücke Æ,(s), F°(s) F(s), F(s) 
sämtlich identisch gleich Null, so zeigen unsere obigen Resultate 
(vgl. S. 6 und S. 8), daf die Ausdrücke f,,f. und /;,f; die 
Randwerte auBerhalb bez innerbalb C regulärer analytischer Funk- 
tionen der komplexen Veränderlichen darstellen; unsere Aufgabe ist 
mithin in diesem Falle gelôst. 

Ergeben sich nicht alle vier Ausdrücke F,(s), F(s), Es), F°(s) 
identisch gleich Null, so betrachten wir die zu f,,j; und f,, f: kon- 
jugirt komplexen Ausdrücke j;, /; bez.f.,f.. Nach den oben ge- 
fundenen Resultaten (vgl. S. 6 und $S. 9) stellen für beliebige 
w die Ausdrücke 


w+M,w bez. w—M,w 


stets Randwerte gewisser innerhalb bez. aufierhalb C regulärer 
aralytischer Funktionen dar. Nehmen wir für w die komplexen 


Ausdrücke Ext bez. f,,f., so erkennen wir hieraus, daf gewiB 
die zu /°, F; bez. F,, F* konjugirt komplexen Ausdrücke Æ, 
F.,}! Randwerte gewisser innerhalb bez. auBerhalb C regulärer 
analytischer Funktionen 4,(2), 9,(2) bez. 4,(2), g,(2) sind. Da an- 
dererseits unter Vermittelung von (32), (34) aus (33) offenbar 


L -ÿ , 7," 
I, = CEE OR DT 
A LA fi ;, d , V4 
Pi SE 6 ME AE 


a 


folgt und mithin, wenn Cintre die zu r,,0,6,,6, konjugirt 

komplexen Ausdrücke bedeuten, auch 

F =1,1l,+c,7 

FEiF4+Er 

wird, so sind offenbar y,(2), g;(+), 9, (+), 4, (2) ray Hee und auf 
24 * 
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C gewiB stetige Funktionen der komplexen Variabeln, die die 
Bedingungen unserer Aufgabe erfüllen, wenn wir in den für den 
Rand vorgeschriebenen linearen Relationen an Stelle der Koeffi- 
cienten c,,c,, C,, €, die konjugirt komplexen Ausdrücke c,, c,, ci, 6, 
setzen, d. h. unsere Aufgabe ist alsdann bei dieser Modifikation 
gewif lôsbar. 

Zusammenfassend sprechen wir das Resultat aus: 

Wenn 0,0, €,, €, gegebene komplexe zweimal stetig differenzir- 
bare Ausdrücke auf der Kurve C sind, so giebt es entweder zwei Funktio- 
nenpaare f;(2), (2) und f,(e), f.(2), von denen die ersteren innerhalb, 
die letzteren auferhalb der Kurve C regulär analytisch sind, deren 
Randwerte auf C stetig sind und die Relationen 


+ cf, +e, j? 
fe = Gh+af, 


erfüllen, oder zwei Funktionenpaare ebenfalls von regulärem Charakter 
innerhalb bez. auferhalb C: g,(2), g;(e) und g, (+), g,(e), deren Rand- 
werte auf C Stetig sind und die Relationen 


Je = 9 + C0 

de = +9; 
erfüllen, wo c,,c,,c,,C, die zu den gegebenen Ausdrüvken bez. c,, 0, 
c,, ©, konjugirt komplexen Ausdrücke bedeuten. 

Wir fügen diesem Resultate noch folgende Bemerkungen 
hinzu. 

Es seien f, (2), f. (2), f,(2), f;(z) auBerhalb bez. innerhalb von C 
stetig differenzirbare Funktionen, deren Randwerte auf C' stetig 
differenzirbare Funktionen von s seien und den Bedingungen 
(29) genügen môgen: dann gelten, wie vorhin gezeigt, für die 
Randwerte f., f., f;, [; die Gleichungen (32). Ferner ist unseren 
früheren Ausführungen (vgl. S. 6 bis S. 8) zufolge 


AS ni 1 
f+Wf.-- | fo) do = 0, f+Mf.—-- | f(o)do = 0, 
r [© she (s) 


= Mf-T [ro =0f-Mf-7 [ras = 0 


Multipliziren wir hier die in der unteren Zeile stehenden zwei Glei- 
chungen einmal mit c,, c, und ein anderes Mal mit c!, c! und addiren sie 
das erste Mal zu der ersten und das zweite Mal zu der zweiten der 
darüber stehenden Gleichungen, so gelangen wir mit Rücksicht 
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auf (32) und bei Benutzung von (29) zu Gleichungen der Gestalt 
{) 
2(f+af)+ [ (G,(, s)f(6) + G,(6,s)f(6))de = 0, 
0 


2h+af)+ [ (E(G,9 (+ 6,6, 9f(6)d6 = 0 


und durch deren Kombination entstehen die Integralgleichungen: 


| L- f&GoLE +1) = 0 


(86) 


| f- [AGO + (91 (40 0; 
0 

dabeiï sind G,(6, 5), G, (6,5), G;(6,5), G; (6, s) und mithin auch L, (6, 5), 
L, (6,5), L;(6,s), L,(6,s) stetig differenzirbare Funktionen von 6,5. 
Die Integralgleichungen (36) lassen sich wieder in analoger Weise 
wie früher die Integralgleichungen (34) in eine homogene Integral- 
gleichung zweiter Art zusammen fassen, wenn wir wie dort an 
Stelle der Funktionen f,, f; eine Funktion q(s) einführen. Da aber 
eine Integralgleichung zweiter Art gewiB nur eine endliche An- 
zah] linear von einander unabhängiger Lôsungen besitzt, so folgt, 
daf es auch nur eine endliche Anzahl von Funktionenpaaren f, f; 
und zugehôüriger f,,f: von der in Rede stehenden Beschaffenheit 
geben kann. 

Setzen wir von den Randwerten f,, ff, f; der analytischen 
Funktionen f, (2), f. (2), f,(2), f;(e) nicht die stetige Differenzirbarkeit, 
sondern nur Stetigkeit in s voraus, so kônnen wir diese Rand- 
werte f., f2, [;, 1; doch stets durch gewisse Ausdrücke f*, fi°, f;", 
f;/® in s gleichmäfig annähern, welche die Randwerte von ana- 
lytischen auBerhalb und auf C bez. innerbalb und auf C'regulären 
Funktionen in z sind und welche daher in s analytisch ausfallen. 
Um dies etwa für die Randwerte f,,f; einzusehen, seien 


Z = ®D(:) oder z = p(Z) 


die analytischen Beziehungen zwischen den komplexen Veränder- 
lichen z, Z, vermüge derer das Innere der Kurve C in der kom- 
plexen z-Ebene auf das Innere des Einheitskreises in der kom- 
plexen Z-Ebene konform abgebildet wird. Alsdann stellen für 
r < 1 die Ausdrücke 


g H(p(D()), 1 (p(r2(2) 
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innerbalb und auf C reguläre analytische Funktionen von z dar, 
deren Randwerte auf C 


FH = gCS(S)), °° = (gr (6) 


beim Grenzübergange zu » — 1 gleichmäfig gegen die Randwerte 
[,, f; konvergiren. : 
Entsprechend gelangen wir für-die Randwerte f,,f, zu gleich- 
mäfig annähernden Randwerten f!, f!° von der gewünschten Art. 
Bestimmen wir nun vier Funktionen €, cf, c° ,c!° auf C, 
die noch von dem Parameter r abhängen und für r = 1 bez. in 


c,@, CC, übergehen, während für alle r die Relationen 


15 — ce 14 L e ha 


HG) 2 Al) FC) nl LI) 
Ja = cf; +," 


gelten, so müssen unserer obigen Ueberlegung zufolge die Werte 
5, [/° gewisse entsprechende Integralgleichungen von der Gestalt 
(36) erfüllen, die für » — 1 in die Integralgleichungen (36) über- 
gehen. Aus diesem Grunde erkennen wir, daB die Funktionen 
f, f, die Integralgleichungen (36) befriedigen und erschliefen hier- 
aus ihre stetige Differenzirbarkeit. 

Wir fassen diese Bemerkungen in folgendem Satze zusammen: 

Wenn f,(21, fi(e), f(e), fe) auBerhalb bez. innerhalb C regulär 
analytische Funltionen von z und die Randwerte derselben auf C stetige 
den Helulionen (29) genügende l'unktionen von s sind, so sind diese 
Randwerte auf C notwendig auch stetig differenzirbare Funktionen 
von $. 

Es giebt qar keine oder nur eine endliche Anzahl lineur von 
einander unabhängiger Systeme von Funktionen f,(2), f.(e), f;(e), f;(e), 
die auferhalb bez. innerkalb C regulär analytisch sind und auf C 
slctige din clationcn (29) genügende Randwerte Lesilzen. 

Wir wenden uns nun zu der Frage, ob es stets Funktionen 
fa(e), late), 1), 1;(e) mit stetigen und den Relativnen (29) genügen- 
den Randwerten auf C gicbt, wenn wir von f,(2), /:(+) wiederum 
regulär analytischen Charakter aufBerhalb C, dagegen von den 
Funktionen f.(2), f:(:) nur verlangen, daf sie innerhalb C den Cha- 
rakter rationaler Funktionen besitzen. 

Um diese Frage zu beuntworten, fassen wir diejenigen Systeme 
von Funktionen 4, (2), 4, (2), 4, (2), g,(z) ins Auge, die auBerhalb bez. 
innerhalh C regulär analytischen Charakter besitzen, deren Rand- 
werte aut C stetig sind und den Relationen 


(me 
v- 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 329 


(87) a = C9 +39); 


| CA es C9 +09 


genügen, wo €,,t,,(,.(, die zu den gegebenen Ausdrücken bez. 
Ci; Cor © Konjugirt imaginären Ausdrücke bedeuten. Nach dem 
eben bewiesenen Satze giebt es nur eine endliche Anzabl linear 
unabhängiger Funktionensysteme solcher Art und deswegen fällt 
es uns leicht, wenn 2 — p, einen irgendwie gegebenen Punkt inner- 
halb C bedeutet, eine ganze positive Zahl n zu finden, so daf 
gewiB kein Funktionensystem (2), 4, (4), 4,(2), 9,(2) der in Rede 
stehenden Art existirt, wobei die Funktionen 9,(2), 4:(z) im Punkte 
z = p, von der #ten Ordnung Null sind. 

Bezeichnen wir nun die Randwerte der Funktion (2—p) auf 
C mit &, so giebt es sicherlich kein System von Funktionen g#(2), 
Ja (2), 4Ÿ(e), 5*(e), die auferhalb bez. innerhalb C regulär analy- 
tisch sind und stetige den Relationen 


D RTE 
Ja Fa Ci 9; FC, [PAF , 
DE. oi ARE UM 
Ja = 69; +6, @9g* 


genügende Randwerte auf C besitzen; denn andernfalls wären 


Ja(e) = 93e), Ja) =." (2) 
g,(e) = (ep) of (e), ge) = (e —p}g;"(e) 


regulär analytische Funktionen, deren Randwerte den Relationen 
(37) genügen und von denen g,(z), g;(#) im Punkte z = p, eine 
Nullstelle nter Ordnung besitzen, was nicht der Fall sein sollte. 

Auf Grund der eben festgestellten Tatsache schliefen wir 
wegen des auf S. 20 ausgesprochenen Satzes, daf es gewif ein 
System von Funktionen fX*(2), f*(2), f*(A, É*(e) geben mu, die 
auBerhalb bez. innerhalb C sich regulär analytisch verhalten und 
stetige den Relationen 


fa Nr &f*+ of, 


+ = «of + c@f;* 


genügende Randwerte auf C besitzen, wobei & den zu & konjugirt 
komplexen Ausdruck auf C bedeutet. 

Nunmehr bestimmen wir — was unseren Ausführungen auf 
S. 12 zufolge môglich ist — eine auferhalb (’ und eine innerhalb 
C regulär analytische Funktion w,(+:) bez. W,(<), deren Randwerte 
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auf C stetig sind und der Relation 


1 
Va Da =, 


genügen. Dann sind Dre 
late) = Ya(e)fa" (hate) = Va(e)fa* (e) 


! en MES ' re Yi(z) x 

fie) = VEN (e), fe) = ro (e) 
Funktionen der verlangten Art mit stetigen und den Relationen 
(29) genügenden Randwerten auf C. 

Wir sprechen daher den Satz aus: 

Es giebt stets Funkltionen f(e), fa(z), f,(2), f(e) der komplexen 
Variabeln 2, die auf der Kurve C stetige, den Relationen (29) ge- 
mügende Randwerte besitzen und die auflerhalb bez. innerhalb C von 
regulär analytischem Charakter sind — mit etwaiger Ausnahme einer 
Stelle innerhalb C, die für eine der Funktionen f,(e), f,(e) oder für 
beide vin Pol ist. 


Zum SchluB mache ich von dem eben bewiesenen Satze eine 
Anwendung auf den Beweis für die Existenz linearer Differential- 
gleichungen mit vorgeschriebener Monodromiegruppe d. h. auf die 
Lôüsung des besonderen der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen entsprungenen Riemannschen Problems!) Zu dem 
Zwecke verbinde ich die gegebenen singulären Punkte 2°, 2°, ..., 2 
der linearen Differentialgleichung in der komplexen z-Ebene in 
dieser Folge cyklisch mittelst einer geschlossenen analytischen 
Kurve C': es kommt dann darauf an — wir haben der Einfach- 
heit halber den Fall einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung im Sinon —, ein Paar von Funktionen f(2), f'(2) zu 
konstruiren, die sich überall in der Ebene, insbesondere auch 
auf dem zwischen 2° und 2° — 2°  verlaufenden Stücke 
der Kurve C wie rationale Funktionen der komplexen Veränder- 


1) Diesen Gedanken zur Tüsung dieses besonderen Riemannschen Problems habe 
ich bereits in meinen Vorlesungen über Integralgleichungen (Wintersemester 1901/02) 
entwickelt; O. Kellogg hat denselben dann in einer Note (,Unstetigkeiten bei den 
linearen Integralgleichungen mit Anwendung auf ein Problem von Riemann“ 
Math. Ann. Bd. 60) auszuführen gesucht. — Kürzlich hat L. Schlesinger (,Zur 
Theorie der linearen Differentialgleichungen im Anschlusse an das Riemannsche 
Problein“, Journ. für Math. Bd. 130) die Kontinuitätsmethode zum Bevweise für die 
L6sbarkeit des besonderen Riemannschen Problems herangezogen. 
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lichen 2 verhalten und nur in den zwischen z° und 2°, 2° und 
2®,...,2%% und 2% verlaufenden Kurvenstücken ein singuläres 
Verbalten zeigen, insofern ihre Werte auf der äuBeren Seite dieser 
Kurvenstücke aus den Werten auf der inneren Seite durch lineare 
homogene Kombinationen mit gegebenen konstanten Koefficienten 
abzuleiten sind. Bezeichnen wir die Funktionen f(2), f'(2) innerhalb 
bez. auferhalb C mit f,(2), f;(2) bez. f,(e), f.(z) und bedenken, daf 
die für das Kurvenstück zwischen 2" und #° geltende Forderung 


: ait) ;) 

fa = f, 
der identischen Substitution gleich kommt, so gelangen wir zu 
der folgenden Aufgabe: 

Man soll auferhalb der Kurve C die Funktionen f, (+), f. (2) 
und innerhalb C die Funktionen (+), f;(2) vom Charakter ratio- 
naler Funktionen derart bestimmen, daf die Randwerte f,, fe, f;, f, 
dieser Funktionen auf C überall stetig sind und bez. für die 
Kurvenstücke 


zwischen #° und 2%  (h — 1,2,...,m) 


die Relationen 


fa = Phys fs 
(38) 1 RER ve ; 1@) L | (R = 1,2,...,m) 
fa = bts T 
erfüllen, wobei 
PS TainrN SEE due,, 


gegebene Konstante mit nicht verschwindender Determinante sind. 
Der doppelten Schreibweise des Punktes 


(m+1) (69) 


Z —= À 


entsprechend werde noch 


(m+1) (m+1) IOn+1) __ 1) lm+1) 
2 


1 x van Va = Ya 4 ÿ1 RU 


10 


at 


gesetzt. 
Zur Lôüsung dieser Aufgabe setzen wir zunächst 


fe = DENT 
fé = PEN, 


wo fé;fa Hülfsausdrücke in s sind, berechnen hieraus die 
Werte von f;,f;, und führen dieselben rechter Hand in (38) ein. 


2 2* 


(89) 
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Die so aus (38) und (39) entstehende Substitution 
fe = Ets +TS fe 
fe PT 
schreiben wir nun in der Form 
MO LE MP fe = (M LA + ME fer) 
MEME, = ROUES + MIO) 
indem wir der Kürze halber annehmen, daB die Elementarteiler 


der zu jener Substitution gehôrigen charakteristischen Determi- 
nante demgemäB ausfallen. Bei Gebrauch von (39) werde identisch : 


MES + MES = NO GE NF, 
MEL + MT Hs se + UM de 


dabei bedeuten die GrôBen I, I”, bez. M, M' bez. N, N' Konstante 
jedesmal mit nicht verschwindender Determinante und w,w von 
Nall verschiedene Konstante. 

Nunmebr konstruiren wir in ähnlicher Weise, wie dies oben 
(vgl. S. 13) geschehen ist, innerhalb bez. auBerhalb von C regulär 
analytische Hülfsfunktionen, deren Randwertquotienten auf C in 
den Punkten 2°” gewisse Unstetigkeiten aufweisen. 

Zunächst bilden wir die innerhalb bez. auBerhalb C regulär 
analytischen Funktionen 

(2) l @) @) a — 42° 
pi (2) = l(2— 2%) bez. po (2) lt 
wo p;, wiederum irgend einen innerhalb C gelegenen Punkt be- 
deutet. Setzen wir dann 


(40) 


(41) 


a. — tr FA — sp 
wo für lu”, lu” diejenigen Werte des Logarithmus zu nehmen 
sind, für die — unter N(e°), N(e'”) Realteil von es, &” ver- 
standen — 


O<R(s”)<1, O<R(s") <1 

ausfällt, und bilden die Funktionen: 
(eme Ov taie 
DV (2) — ne ee po (z) = ep} () 
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so sind die Funktionen #®(2), 4" (2) auBerhalb C, die Funk- 
tionen #® (2), ;° (2) innerhalb C und sämtliche Funktionen überdies 
auch auf C'regulär analytisch mit Ausnahme jedesmal des Punktes 


Sie 
Ferner bestimmen wir die ganzen rationalen Funktionen von z 
AV(e), A'V(2), JV (2), J'V(2), = 1,2,...,m) 
in der Weise, da sie folgende Kongruenzen erfüllen: 
A(2) = 1, (2-2) 
A"(2) = 0, (2— 2) 
Aa) = 1, (2-2) 
AM = 0 GX | hrs... 
JV(2 = 1, (2-2) h + k | 
JV (2) = 0, (2-2) 
Ja) = 1, (2-2) 
J'(2) = 0, (:—2%) 
und setzen dann der Kürze halber 
M(e) = A°()M +...+ A) MP, 
M,(e) = A°(e)M} +...+ 4°() M}, 
M() = A°()M°+ + A (Mi, 
M,(2) = A°(2)M°+...+4%(2) M, 
Vale) = AV (e)pa (a+: ++ AN (2) po (e), 
Va(e) = AV(e)be (a+: : : + AN (2) pee), 
N,(e) = J(e) N° ++ JO) Ne, 
N,(s) = JO) N° ++ J()N;, 
(9) = JV) N° ++ Je) Ni, 
Ni) = J%(e) M4 + JO) NI, 
v,Q@) = JC )+.. + JP (e)p(e), 
VC) = Jp a+. + JO (eye (2) 
Endlich denken wir uns nôtigenfalls die Kurve C' ein wenig 
varirt derart, daB auf der variirten Kurve — die wiederum ana- 


lytisch sei, die Punkte :°,...,:% enthalte und auch kurz mit C 
bezeichnet werde — die Funktionen 


Y{(2), Y(e), Y(&), Ya (2), M, (e) M,(e)— M, (2) M\(e), N,(:) Ni(e)—N,(e) N\(e) 


(42) 


(43) 
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überall mit etwaiger Ausnahme dieser Punkte z°,...,2" von Null 
verschieden ausfallen. 

Bezeichnen wir dann mit s* den zu z* gehôrigen Wert der 
Bogenlänge s, so gelten wie oben (vgl. S. 13 und 14) auf C in ge- 
nügender Nähe von s — s” die Entwickelungen 


p"” = —in+ 1(s se s®) aa JO TV (s Jai s®y+ en (s ne s®) 

L® + TUE JO 0) +, (se 60), 
(44 

| ph — in+l(s—s")+AN+ AM(s—s®)+...,(s > 5) 


L = L(s—s;+ 40 4 AN(S)... (s 50), 


wo l(s—s®), 1(s”—s) die reellen Logarithmen und J}, J®,... 
A%, AŸ,... gewisse komplexe Koefficienten bedeuten. 

Bezeichnen wir die Randwerte der Funktionen #% (2), #{" (2), 
p (2), p® (2) auf C bez. mit we, vi”, #®,#”, so gelten demnach 
auf C in genügender Nähe des Punktes s — s” die Entwicke- 
lungen 


y" RE, 4 Lu + 80 T(s — 5) pe, (s _ s®) 

= "r Es — qu (s = s°), 

AS = pet ln as 8") LORS PES s®) 

" 2 8 T(8N — S) pv, (s< 5°), 
w® = Ps lu® + 801 (8 — 40) pe, (s> 5") 
Li F1) (80 PES 8) pe, (s _ s®), 

po — e? LOT 8/0 1 (87 910) pe (s> 5°) 

mn. FR AC) BP, (s _ sw), 


wo RP, BR”, Be, Be” reguläre nach Potenzen von s—s° fort- 
schreitende, für s — 5” nicht verschwindende Potenzreihen sind. 

Wenden wir uns nach diesen Vorbereitungen zu der ursprüng- 
lich vorgelegten Aufgabe zurück und fübren statt der gesuchten 
Funktionen f,(2), f.(2) die Funktionen y,(+), g,(:) vermüge der 
Gleichungen | 


M, (2) fe) + M, (e) fe) = %a(e) a) 


(43) 
M (2) fe) + M,(e)fi(e) = al) ga (e) 
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und statt der gesuchten Funktionen f(2), f(:) die Funktionen 
9,(2), g,(2) vermüge der Gleichungen 


N,(2)f()+N,(e)f;(e) = w,(2)g,(e), 
Ni(e)f(e)+N;(2)f(e) = v,(2)g;() 


ein, so geht die ursprünglich vorgelegte Aufgabe in die Aufgabe 
über, die Funktionen g,(2), g(4), 4,(2), a,(2) auBerhalb bez. inner- 
balb der Kurve C vom Charakter rationaler Funktionen derart 
zu bestimmen, daB ihre Randwerte q,, g,, g,, g, auf C die Re- 
lationen 


(49) 


Ja —= C9; + C9; 
(60) 


’ 7 fe 
Ja = Gi +Cg; 


erfüllen, wobei die Koefficienten c,, €,, c, c, gewisse endliche 
Ausdrücke in s mit von Null verschiedener Determinante sind, die 
leicht aus (38) vermittelst (48) und (49) berechnet werden künnen. 

Zur Lôsung dieser letzteren Aufgabe kônnen wir unseren 
oben auf S. 24 abgeleiteten Satz anwenden, da die Koefficienten 
C5 Cas © zweimal stetig differenzirbare Ausdrücke in s werden. 
Den Nachweis hierfür erbringen wir, wie folgt. 

Da die Kurve C als analytisch angenommen war, so erhalten 
wir die Punkte auf C in der Umgebung von z: — +” durch die 
Formel 


2 (s) _ 40 + és (s A] sw) ei Ô: (s Re 


dargestellt, wo rechter Hand eine reguläre nach Potenzen von 
s—s" fortschreitende Reïhe steht. Die Kongruenzen (42) werden 
demnach, wenn wir die Variable z in die Umgebung von 2° auf 
C wandern lassen, unmittelbar in Kongruenzen für die ent- 
sprechenden Randwerte nach dem Modul (s—s")* übergehen. 

Wir erweitern noch den Begriff der Kongruenz auf allge- 
meinere Ausdrücke S,, S, in s, indem wir, wenn in einer Formel 


ges S, = (s rh s®)° ve (s oi s0)€ p' 
beide Exponenten e, e’ Realteile Z 3 bez. Z 4 besitzen und $, Y' 
reguläre Potenzreihen in s—s" sind, ebenfalls 
S, = S,, (s—s°) 
bez. 


S 5) (s ai s°) 


Il 


1 


schreiben. 
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Alsdann folgt aus (48), wenn wir die Variable z in die Um- 
gebung von 2° auf C wandern lassen, mit Rücksicht auf die Kon- 
gruenzen (42) und (43): 

M? a ME = Yo Ja) (s— 5°) 
(61) 
ME + MP fe = bd (es). 
Andererseits folgt aus (49) mit Rücksicht auf (42) und (43): 
N° fi N° f, = y" d (s— sw) 
N'Of,+ NS = — CL PR (s — 59 
und bhieraus ergiebt sich wegen (41) 
MP fR + MPfS = 09, (es) 
(62) 
MOI EME = 609, (ss). 


Nunmehr unterscheiden wir die beiden Fälle, ob s < s°’ oder 
s > s" ausfällt. Im ersteren Falle liefert (38) die Relationen 


1. — PT, + f 


Ê — YU MS ETS EU ! 
d. h. mit Benutzung der Hülfsausdrücke (39) 
fa = fa 
fa = ft 


und folglich ergeben (51) und (52) die Kongruenzen 
e. Ja = Ÿ 9; (s 2e, s®)* 
DV gl = pl g, (s— 50) 
und wenn wir hier die Bedeutung der Ausdrücke #9, we", 4%, y 


bei s <s® aus (45) berücksichtigen und bedenken, daB die Real- 
teile der Exponenten von &”, 8” zwischen O0 und 1 liegen 


0 
CNE RE 
D gr = — Du (s oi 52) Sense 


Ferner, im zweiten Falle s 5", liefert (38) die Relationen 
h Æ v® f, à vf}, 
Te — +; LAPS 


(63) 
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dies sind mit Benutzung der Hülfsausdrücke (39) die Formeln (40) 
und folglich ergeben jetzt (51) und (52) die Kongruenzen 


@) = 4 ,,Q) (h)\4 
a Ja = WU Ÿ; ÿ;, (s—s°), 
ID ST — ,,1@) IG) LI @)\4 
Ya ÿa = U Ÿ; 9; (s—s je 


Berücksichtigen wir hierin die Bedeutung der Ausdrücke #, y", 
v®, W® bei ss" aus (45) und bedenken wir, daf die Realteile 
der Exponenten &°, &"® zwischen 0 und 1 liegen, so wird bei Fort- 


hebung von uw”, u'” wiederum 


pe Ja = Pr g;, (s ce s®), 
P'9! = L JADE (s say 


Da F7”, R°, P?, PR” reguläre nach Potenzen von s — s° fort- 
schreitende und überdies für s — s” nicht verschwindende Po- 
tenzreihen sind, so erkennen wir aus (53) und (54), da gleichviel 
ob s<s® oder s 5" ausfällt, die Kongruenzen 


(54) Sæs, 


— PB; ()\3 
a +. ul g A S EE S 
g pe 75 ( ) 


E Cie . 
Ja = pro Ji (s—s 7 
a 


gelten müssen. Durch Vergleichung dieser Kongruenzen mit der 
Substitution (50) folgen für die Koefficienten dieser Substitution 
die Kongruenzen 


(h) 
€, = » « = 0, (s—s®), 


1) 

= Le ; (s TL s®), 
und diese zeigen, daf die Ausdrücke c,, e,, c!, c, beim Durchgang 
durch den Punkt s — s” gewiB zweimal stetig differenzirbare 
 Funktionen sind. 

Damit haben wir hnsere Behauptung, wonach c,, €,, c!, €, in 
(60) zweimal stetig differenzirbar in s sind, als richtig erkannt 
und zugleich das besondere Riemannsche Problem der Auffindung von 
Funktionensystemen mit vorgeschriebener Monodromiegruppe vollständig 
gelôst. 


S 
Il 
© 
Se 
Il 
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Die Methode der Integralgleichungen ist auch auf weit all- 
gemeinere Probleme anwendbar; sie führt insbesondere nicht nur 
zum Ziele, wenn für die Werte der gesuchten Funktionen selbst 
auf der Randkurve lineare homogene oder inhomogene Relationen 
vorgeschrieben sind, sondern auch, wenn noch die Ableitungen 
erster oder hôherer Ordnung der gesuchten Funktionen mit den 
Funktionswerten auf der Randkuürve in linearer Weise verknüpft 
auftreten. Durch Behandlung solcher Aufgaben wird, wie mir 
scheint, der Theorie der Funktionen einer komplexen Variabeln 
ein neues dankbares Kapitel hinzugefügt. 


Zur Entstehung 
der Salzlager Nordwest-Deutschlands. 


Von 


A. von Koenen. 
Eïingereicht am 5. August 1905. 


Die Entstenung von Steinsalzlagern wurde schon in der Mitte 
des vorigen Jahrhunderts von englischen Geologen wie Hugh 
Miller und Lyell durch die Verdunstung von Meereswasser in 
Becken erklärt, welche von dem Ocean durch Untiefen oder Barren 
getrennt waren, so da wohl das verdunstete Wasser durch Zu- 
fluf vom Meerwasser ersetzt werden konnte, das entsprechend 
salzreichere Wasser aber nicht in einem Gegenstrom auf dem 
Meeresgrunde abfliefen konnte. 

Diese Annahme gab eine befriedigende Erklärung namentlich 
auch für die Zusammensetzung der Salzlager, welche in den letzten 
40 Jahren in so grofer Ausdehnung im nordwestlichen Deutschland 
aufgeschlossen worden sind. Die Anhydritstreifen, die sogenannten 
Jahresringe in dem unteren Haupt-Steinsalzlager und die kleinen 
Anbydritkrystalle darin entsprechen je einer neuen Zufuhr von 
Meerwasser, aus welchem zunächst CaSO‘ ausgeschieden wurde 
und dann Chlornatrium. Wenn dann bei fortschreitender Er- 
hôhung der Barre das Meerwasser immer spärlicher und seltener 
hinüber gelangte, etwa bei Spring- oder gar Sturm-Fluten, so 
krystallisirte so ziemlich das gesammte Chlornatrium aus und dann 
die leichter lôslichen Salze, wie die sogenannten Abraumsalze der 
StaBfurter Gegend, welche von Bischof in Salze der Kieserit-, 
Polyhalit- und Carnallit-Region getheilt wurden. 

Eine solche Gliederung ist nun freilich weiter westlich und 
südlich nicht ausfübrbar, und Zimmermann (Zeitschr. d. deutsch. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1905. Heft 4. 25 
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geol. Gres. 1904; Protokolle $S. 47.) unterschied daher verschiedene 
Facies von Kalisalzlagern, indem er zugleich die sehr interessante 
Beobachtung mittheilte, da er in dem Salzton über den Kalisalzen 
bei Querfurt und Speremberg Zechsteinfossilien (Gervillia, Liebea, 
Schizodus) gefunden hätte, so dal der Salzton als Vertreter des 
obersten Zechsteins, des sogenannten Platten-Dolomits Thüringens 
anzusehen sein dürfte, welcher ja stellenweise dieselben Fossilien 
enthält und ebenfalls über den Kalisalzen liegt. 

Ueber dem Salzthon, beziehungsweise dem Plattendolomit, folgt 
dann gewôhnlich das ,,jüngere Steinsalz‘‘, welchem die Anhydrit- 
lagen und Krystalle fehlen, so daB es bis über 99°/o Chlornatrium 
enthält. Das Fehlen des Anhydrits darin hatte ich ursprünglich 
geglaubt (ähnlich wie Precht und Pfeiffer) dadurch erklären zu 
sollen, dass neuerdings hinzutretendes Meerwasser zunächst bereits 
ausgeschiedene Salze, gleichviel ob Steinsalz oder Abraumsalze, 
bis zu seiner Sättigung aufgelôst und dafür Anhydrit ausgeschieden 
hätte, so daB es bei weiterem Eintritt in das Becken nur Stein- 
salz geliefert hätte. Später bin ich aber zu der Annahme gelangt, 
daf das Meerwasser auf seinem Wege über die Barre und durch 
den Anfang des Beckens schon so weit verdunstet sein dürfte, 
daf es seinen Gehalt an CaSO“ fallen lief und daher in dem 
Haupttheile des Beckens im Wesentlichen nur Chlornatrium absetzte. 
Hierdurch wäre dann auch eine Erklärung dafür gegeben, daB in 
dem jüngeren Steinsalz lokal auch Kalisalze auftreten. 

Was nun die Grenzen des Beckens betrifft und die Richtung, 
aus welcher das Meerwasser hineinstrômte, so ist festzuhalten, 
da im Westen, am Rande des rheinisch-westfälischen Schiefer- 
gebirges, vielfach an Stelle von Zechsteinletten und Gyps zwischen 
den Kalk- und Dolomithorizonten des Zechsteins Konglomerate 
auftreten und auch wohl Deltabildungen, so sei Frankenberg, wie 
dies schon vor 25 Jahren Holzapfel in seiner Dissertation ,, über 
die Zcchsteinformation am Ostrande des rheinisch-westfälischen 
Schiefergebirges“ nachgewiesen bat, so da hier also Flachwasser- 
bildungen schon aus der Nähe des Ufers des Zechstein-Meeres 
liegen. Im Osten scheint der Frankenwæld und das Erzgebirge 
einen Theil der Grenze des Beckens gebildet zu haben, so daf 
dieses im Norden oder im Süden mit dem offenen Meere zusammen 
gehangen haben müfte. 

Ich habe nun früher gelegentlich hervorgehoben, da das 
Gesteinmaterial des Buntsandstein, namentlich die gewaltigen 
Massen von Quarzkrystallen und Quarzkürnern füglich nur von 
Süden her in flachem Wasser nach Norddeutschland transportirt 
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worden seien, da im Süden, im ElsaB etc. grobe Konglomerate 
darin aufträten, nach Norden aber die Gesteine immer feinkôrniger 
würden, Milchquarzgerülle in der Gegend von Cassel fast ganz 
verschwänden und selbst im Bausandstein im nôrdlichen Solling 
und am Harzrande grobkürnige Sandsteine kaum mehr auftreten; 
auch der untere Buntsandstein ist aber in der Gegend von Fulda 
und Meiningen recht dickbankig und besteht aus deutlich erkenn- 
baren, in der Sonne glitzernden Quarzkrystallen, während weiter 
nach Norden aufer Rogensteinen nur dünnschichtige, sehr fein- 
kôrnige resp. tonige Gesteine darin auftreten. 

Es wäre hiernach eine gewisse Wahrscheinlichkeit vorhanden, 
da das Salzbecken des oberen Zechsteins ebenfalls seinen Zufluf 
eher von Süden, als von Norden erhalten hätte. 

Zimmermann hatte nun, wie oben bemerkt, den StaBfurter 
Typus der Kalisalzlager von dem südlichen im Werragebiet und 
in Hessen unterschieden, weil hier unter den mächtigen Platten- 
dolomiten ,mehrere gering-mächtige Kalilager innerhalb des 
Steinsalzlagers“ auftreten, welches von dem Dolomiten durch 
Letten, Anhydrit und Salzthon getrennt wird. Ein anderer 
Unterschied liegt aber auch in der Zusammensetzung der Salz- 
lager. 

Wieschon seit längeren Jahren von Precht, dem bestenKenner der 
Kalisalzlager ausgeführt worden ist, bestehen die mächtigen Kali- 
salzlager der Gegend von Staffurt-Aschersleben sowie die übrigen, 
weiter westlich und nürdlich (Jessenitz in Mecklenburg) bekannten 
im Wesentlichen aus Carnallit (KCI,MgCl? 6H?0) etc. und 
anderen, aus diesem, sowie aus Polyhalit und Kieserit durch Zer- 
setzung bei Wasseraufnahme, Wechselzersetzung etc. entstandenen 
.sekundären“ Salzen, Kainit, Sylvin etc, welche oft innig gemengt 
sind und als ,,Hartsalz‘ bezeichnet werden. (Die Umwandlung 
wurde zuletzt behandelt von Leo Loewe über sekundäre 
Mineralbildung auf Kalisalzlagerstätten‘. Dissertation Leipzig; 
Berlin 1903.) 

In Thüringen und Hessen bestehen dagegen die dünnen, mit 
Steinsalz wechselnden Kalisalzlager vorwiegend aus Sylvin (K CD, 
und es scheint nach Norden ein Uebergang in die Staffurter 
Facies zu erfolgen. Freilich ist es in manchen Füällen sehr mik- 
lich, ein Urteil über die Sachlage aus dem Ergebnis von Bohr- 
Iôchern zu gewinnen, oft auch recht schwierig, zuverlässige Angaben 
über die Kalisalzlager einzelner Werke zu erhalten und nament- 
lich auch die primären Salzmassen von den sekundären zu unter- 


gcheiden. 
25 * 
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Ich glaubte aber gleich Anderen, daB die thüringischen, mit 
Chlornatriumlagen wechselnden Sylvinlager primäre seien, zumal 
da es schwer zu erklären wäre, wie so flach geneigte, ungestürte 
Lager auf gro$e Entfernungen hin eine Umwandlung durch Wasser- 
zutritt hätten erleiden kônnen, und es würde sich hiernach er- 
geben, da die zustrôomenden Salzlôsungen im Süden Sylvin, im 
Norden später Carnallit ausgeschieden hätten, also von Süden ge- 
kommen wären. Hiefür spricht auch jedenfalls der erwähnte 
Wechsel von dünnen Kalisalz- und Steinsalz-Lagern; die letzteren 
muften gebildet werden, sobald das zutretende, nach Norden 
laufende Wasser zeitweilig noch Chlornatrium enthielt. 

Herr Precht teilte mir aber während des Druckes dieses Aufsatzes 
freundlichst mit, daf er unbedingt auch die thüringischen Hartsalze für 
sekundäre Bildungen hielte aus guten Gründen, welche er mir auch 
brieflich angab. Es werden daher noch weitergehende Unter- 
suchungen in der von mir angedeuteten Richtung erforderlich 
sein, namentlich auch mit sorgfältiger Benutzung der Ergebnisse 
der bahnbrechenden Untersuchungen Van’t Hoff’s. 


Bestimmung aller Curven, 
durch deren Translation Minimalflächen 
entstehen, 


Von 
Paul Stäckel in Hannover. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung am 8. Juli 1905. 


1: 
Bedeuten x,y,2 rechtwinklige cartesische Coordinaten, so läft 
sich eine jede Translationsfläche durch die Gleichungen dar- 
stellen: 


D — JFG) du + Jr (e)d, 
(1) y = il g(u)du + [ 1(v)de, 
2 s h(u)du + [m(v)dv; 


sie wird erzeugt durch Translation sowohl der Curve C, mit den 
Coordinaten : 


(SAR 2 — ff(u) du, Y) — [ao du, = [ro du, 
als auch der Curve C, mit den Coordinaten: 
(C,) x, = fat), y, = for, 4 = fm(o)de. 


Aus den Gleichungen (1) folgt, wenn die Zeichen E,F,G; 
D, D’, D" die von Gauf festgesetzte Bedeutung haben: 


E = f+g +, 


(2) FE = fk+gl+ ln, 
G= K+P+m 
und 
D — (lg — gh}k + (FN — M)U + (af — fg'}m 
(3) D'.= 0, 
D" = —f{nl — Un) — g(len —mk) — h(Uk — K), 
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wo f,g',h' die Ableitungen von f,9,h nach « und #',l',m" die Ab- 
leitungen von #,/,# nach v bezeichnen. 
Damit die mittlere Krümmung einer Fläche verschwindet, mu 


ED"-2FD'+GD = 0 


sein. Sollen also die Gleichungen (1) eine Minimalfläche dar- 
stellen, so mu die Gleichung: 


(4) ED'+GD = 0 
bestehen. Sie ist erfüllt, wenn 
Esst0 00 


gesetzt wird. Die erzeugenden Curven C, und C, haben dann ein 
verschwindendes Bogenelement; es ist bekannt, daf man 
auf diese Weise zu allen Minimalflächen gelangt. Wenn nur E 
bez. G verschwindet, so muB nach (4) D bez. D" verschwinden, 
die Fläche ist also eine Ebene. Wird daher der triviale Fall 
der Ebene ausgeschlossen, so sind diejenigen Minimal- 
flächen, die nicht nur durch Translation von Minimal- 
curven, sondern auch durch Translation von Curven 
mit nicht verschwindendem Bogenelement erzeugt 
werden kôünnen, characterisiert durchdie Functional- 
gleichung: 


ON NT ENS à Mt 
(A) Mai RU DÉLMET, epoen t n 
ml — lm' km' — mk' k'—kl 


momie RU pre sn 
deren vollständige Lüsung hier entwickelt werden soll. 


2 


Die Gleichung (A), aus der die Functionen f,9,h von « und 
k,l,m von v zu bestimmen sind, gehôrt zu den Functional- 
gleichungen der Form 


Œ) pG&)r()+p()r(o) ++ p(u)a(o) = 0, 
die in der Theorie der krummen Flächen nicht selten auftreten. 
Bei der Lôüsung von (F) hat man » +1 Fälle zu unterscheiden, je 
nachdem man annimmt, daf das System der Functionen 

plu), plu), ++, p,(u) 

O-, 1-, ...(n—1)}-, n-gliedrig ist, d.h. je nachdem zwischen diesen 
n Functionen genau », n—1, ..., 1,0 von einander unabhängige, 
2 
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lineare homogene Relationen mit constanten Cvefficienten bestehen. 
Aus bekannten Sätzen über lineare homogene Functionen folgt, 
daf die Functionen eines »-gliedrigen Systems sich darstellen lassen 
in der Gestalt: 


@) 9,0) = sun (0) +San(u) ++ 5,2. (0) (= 12 .., n) 


wo 1) die Functionen p,(u), ..., p,(u) ein r-gliedriges System bilden 
und 2) von den Determinanten ;-ter Ordnung, die aus je » Zeilen 
der Matrix der rx Constanten s,,...., s, gebildet werden kôünnen, 
mindestens eine von Null verschieden ist. Umgekehrt ist jedes 
System von Functionen q,(«), ..., ®,(«), die sich in der Gestalt (P) 
darstellen lassen, und zwar 50, daB die Bedingungen 1) und 2) er- 
füllt sind, genau r-gliedrig. 

Wenn in (F) das System der Functionen q,(u),..., œ,(u) 
r-gliedrig ist, so folgt daraus vermôüge der Darstellung (P): 


[ss A (v) nn à (v)]p, (u) APE [S,,% (v) TES 1: (v)] p, (u) = 0, 
und hieraus ergeben sich wegen der Bedingung 1) die > Gleichungen: 


SioX (v) x | Sao La (2) AP TER Sng An (2) = 0 (e — 1,2,..,r), 
die wegen der Bedingung 2) » von einander unabhängige, lineare 
homogene Relationen zwischen den # Functionen #,(&),...,4,(v) sind. 
Mithin ist das System dieser Functionen hôchstens (» —r)-gliedrig. 
Da aber die (»#—r)-gliedrigen Systeme die weniger gliedrigen als 
Ausartungen in sich enthalten, so genügt man, sobald die Func- 
tionen œ,(u),..., g,(u) ein r-gliedriges System bilden, der Func- 
tionalgleichung (F) in allgemeinster Weise, indem %,(v),...,4,(v) 
als beliebige lineare homogene Functionen von irgend welchen »—r 
Functionen g,(&),..., 4,_,(v) angesetzt werden !). 
In der Functionalgleichung (A) wird x — 6 und 
_ hg=g _ fW-W gl'—1#' 
pi F+g +! Pi EU LE Ps P+g +? 
D fois — 9; Pet 
Lib k, % = b X = M, 
bn! — nv kon — nk' '— It 
CT A D DE RP ET) 


1) Vergl. auch J. A. Serret, Sur les surfaces dont les lignes de courbure 
sont planes ou sphériques, Journ. de math. (1) 8 (1843) S. 116, G. Darboux, 
Leçons sur la théorie générale de surfaces, t. L l’aris 1587, $. 129, G. Vivanti, 
Sulla determinazione di quattro funzioni medianti un’ equazione unica, Rend. Cire. 
mat. Palermo 6 (1892) S. 100—108 und K. Probst, Ueber Flächen mit isogo- 
nalen Systemen von geodätischen Kreisen, Dissertation, Würzburg 1593. 
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Das System der Functionen y,, p,, ...œ, kann 0, 1-, :.., 5, 
6-gliedrig sein; dann ist das System der Functionen 4,, 4, ..., % 
bez. hôchstens 6-, 5-, ..., 1-, O-gliedrig. Da aber die Gleichung 


(A) ïihre Form behält, wenn « und v mit einander vertauscht werden, 
und dasselbe von den Gleichungen (1) gilt, so genügt es anzu- 
nehmen, daB das System der ®,, p,,..., g, 0-, 1-, 2-, 3-gliedrig sei. 
Ist es 0-, 1-, 2-gliedrig, so besteht. zwischen f, 9,  mindestens eine 
bomogene lineare Relation, die Curve C, ist daher eben. Das- 
selbe findet statt, wenn zwar das System der ®,, p,, ..., g, 3-glie- 
drig, das System der f, g, h aber 0-, 1-, 2-gliedrig ausfällt. Ist 
jedoch auch das System der f, 9, h 3-gliedrig, so ist C, eine eigent- 
liche Raumcurve. Es erweist sich als zweckmäBig, den Fall 
einer ebenen Curve C, zuerst für sich zu erledigen und darauf 
den Fall zu betrachten, daB C, eine eigentliche Raumeurve ist. 


3 


Liegt die Curve C, in einer Ebene, so lasse man die y-Achse 
in diese Ebene fallen. Die Gleichung der Ebene hat dann die Form 


sinæ.x—cosæ.z — 0, 
man darf daher von vorn herein 
f(u) = cosa, h(u) = sina 
nehmen, und erhält die Functionalgleichung 
0 = he k— cos «.m) 
Tee 4 î 
cos & (ml — Um") km'—mk"  sina(k —A) 
k +7 +m PET k ++ m 


(A*) 


Zu ihrer Lôsung gelangt man am raschesten, wenn man sie nach 
u differentiüiert. Hierdurch ergibt sich: 


, km'—mk' 


d : 
Ël s(sima.k—cos«.m)—g LOARY CARE 


DOME 


Da die Ebene ausgeschlossen wurde, und mithin g’ und 
sin æ.k—cosa.m von Null verschieden sind, so läft sich diese 
Gleichung umformen in 


ects POUR re Role delà km — mk' 
— g'dui+g (sne.k—cosa.m)( ++ me) 
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Woraus 
RS REX km’ — mk' 
6) gidul+tg SE (sin «.k— cos &.m)(& ++ om) ë 


folgt; À bedeutet eine Constante. 

Ist À — 0, s0 ist auch die Curve C, eben. Ist À von Null 
verschieden, so wird nach (6), wenn B eine neue Constante be- 
deutet : 


giesti ; L __ Lkm —-mk 
ET] — Ag+B, sin œ.x ENORME PE 


Werden diese Ausdrücke in (A*) eingetragen, so erhält man 
— cos @ (nd' — lim’) + - (km! — mk') — sin «(1h —H') = 0. 


Hieraus aber läft sich schliefen, daB zwischen 4, !, m eine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten besteht, denn es 
gilt allgemein der Satz: 

Sind a, b, c Constanten, die nicht alle drei ver- 
schwinden,und besteht für die Functionen (é), x(t), v(t) 
die Identität: 


a[v (x © — 20» O1+ [9 Ov" (6 — Ep] 
+ 4109" 6-96 @] = 0, 
so sind pt), 4 (t), v(t) durch eine homogene lineare Re- 
lation mit constanten Coefficienten verbunden. 

Da zwischen 4, /,m eine lineare homogene Relation mit con- 
stanten Coefficienten besteht, ist die Curve C,, auch wenn À nicht 
verschwindet, eben. Man darf daher die Schnittlinie der Ebenen 
von C, und C, zur y-Achse machen und von vorn herein 


k — cosf, m — sinf 
setzen. Dann aber wird nach (6) À — 0, mithin 


g() = tg(Bu + C) 
und nach (A*): 

L(2) = 4 (80 + D); 
C und D bedeuten neue Constanten, die jedoch unbeschadet der 
Allgemeinheit gleich Null gesetzt werden dürfen. 

Damit ist für diejenigen Minimalflächen, die sich durch 
Translation einer ebenen Curve vonnicht verschwin- 
dendem Bogenelemente erzeugen lassen, die Darstellung 
gefunden: 


DEC 


C7) 
., 
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æ = COS a.u+ cos B.v 
1 1 
Lo D. 6 cos Bu + —- log cos Bv, 


2 —= sina.u+sinf.v. 
Sie läBt sich noch vereinfachen, wenn man bedenkt, da es ge- 
nügt, von den einander ähnlichen Flächen der gesuchten Gattung 
je einen Repräsentanten anzugeben, sodaB man x,y,: durch By, 
By, Bz ersetzen darf. Werden ferner statt w und v als Parameter 
u:B und v:B eingeführt und wird endlich die xz-Ebene unter 
Festhaltung der y-Achse um den Winkel 4(8—«) gedreht, so er- 
gibt sich die Darstellung : 
x = siny.(u+ v), 
(M) y = — log cos u + log cos v, 
2 — cosy.(u — v), 
wo y = 90° —4(« + B) ist. 
Die Gleichungen (M) zeigen, daB die gefundenen Flächen 
die Scherkschen Minimalflächen 
er COS (0-72) ( SAR Lu = 5) 
EE cos (et + r2) 2 — 25m?’ { 2cosy 
und die durch Aehnlichkeitstransformationen daraus 
hervorgehenden Flächen sind. 


4, 
Ist die Curve C, eine eigentliche Raumecurve, so bilden 
die Functionen f, 9, h ein 3-gliedriges System und dürfen daher als 
Functionen p,,p,,», benutzt werden. Man hat also: 


[ hg—-qh 


Pr +Hg +R = Sul + S139 + Sish 
h'— hf! 
(B) FE ÿ _. = 8,/{+ 829 + Ssh; 
Co 


Aus (A) folgt dann: 
/ ml! — Im’ 
RP ÉPARTE Sak + Sul + Sym 
ke! — ml! 


PL Lis M D CL + So l+ Sga M; 


(C) 


 . = s,k+5s,1+5,,m. 
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Bestehen die Gleichungen (B) und (C) so ist (A) identisch erfüllt. 
Da (B) und (C) dieselbe Structur haben, wird die Untersuchung 
von (B) alles liefern, was zur Lüsung von (A) nôtig ist. 

Man erkennt leicht, daf die Determinante 


S, 1 Sa Sig 
S — Soi Ses  S29 
| Sy Sao Sa 


von Null verschieden ist; verschwände sie nämlich, so gäbe es 
drei Constanten a, b,c, sodass identisch 


a(gh'— kg") +b(Hf"—fh") + c(fg" — gf') = 0 
ist, zwischen /f,9,hk bestände also eine homogene lineare Relation 
mit constanten Coefficienten. 
Zur Vereinfachung der weiteren Rechnung mache man eine 

orthogonale Substitution : 

zx = aË+an+aé, 

Ur B,Ë + B,n + Bé, 

2 = Nb+nn+né: 
Ist in dem Systeme der Ë, 7,6 die Darstellung der Curve C,: 

&, = J'ptu)du, EE era fat) du, & = [otodu, 

so ergeben sich aus (B) für die Functionen œ(u), y(u), y(u) die 
Gleichungen : 


LE æ y’ 
re = CP +63% + Os, 
(B*) PTE = En P + Gut + Out 
Aire # = 0 P + C4 + Os V 
in denen die Coefficienten 6,,,...,6,, folgende Werte haben: 


6, = (sa, +, +s,7)a+(saa +58, + 527) B, 
+ (Said + Sas Bi + SsaŸs) Pas 
Gin = (Sins + Si Ps + Si8 Vs) a + (Sas Ds + Sas Ba + Sas Vs) Bi 
+ (so, + Si Pi + ss 73) Vs 
Cyn = (5,143 + S1a Ba + S:5Ÿ3) € + (Oui C3 + S3s Ps À 538 Y3) B, 
+ (Su ds + Sos Bo + Sas Va) Pa 
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On = (Sud + Sin Bi + 1593) M + (Sas Gi + San Ba + Ss3 V1) Ba 
+ (Sur Ga + Sas Bi + Sos Ÿs) Var 

On = (Suds + Sin B3 + 13 a) Es + (851 L3 + San Ba + Sa Va) Ba 
+ (Soi %5 + Sas Ba + Sos Ÿs) Vas 

Cn —= (8103 + 513 Ps + Si0 Va) C3 + (San 0 + Ssa Bo + Sas Ya) Ba 
+ (Su Es + Saa Ba + Sso Va) Va 


On = (Sa, + Si + 8,9) + (80, + Sas Bi + 825 V1) Bs 
+ (Soi 3 + 839 Bi + 835 Ÿ1) Ya) 

On —= (Si, + 513 Ba + Sie Ya) As + (Suis Lo + Sao Bi + Sas Ÿ3) Ba 
+ (Ssi 43 + 559 Ba + 839 Ÿs) Vs 


CA = (s LA <r Sa B, =" Sig Ys) CA = à (Sa CA An Se Be Æ Ses Ÿs) B, 
+ (Soi Es + Sas Be + S55 Ye) Ÿs- 


Setzt man jetzt 
On = 0, 6, = 0, 
so erhält man für die Richtungscosinus «,, B,, y, der E-Achse 
zwei lineare homogene Gleichungen, aus denen sich, wenn die 


adjungierten GrôBen von 5,,,...,5, mit S,,...,S, bezeichnet 
werden, die Werte ergeben: 


a, = (Sa +S,B+ Si), 
B, = (Sa +SnBi+ Si) 
Pi = LU (Sn % + Son Bi + Sos V1). 
Mithin ist der Proportionalitätsfactor u aus der Gleichung 


us, Pl US, us, | 
us,, us, —1lus, = 0 
|uS US ue Ss5 — 1 


zu bestimmen, aus der sich, da das absolute Glied gleich — 1 ist, 
stets von Null verschiedene Werte von u ergeben. Da ferner der 
Coefficient von w° gleich S° ist, so gibt es bei reellen Werten von 
815---,8 inmer reelle Vo von &,, B,,7,, die bewirken, daf 
0 = 0, 6, = 0 wird. 

Man darf also von vornherein annehmen, daBs, 
und s,, gleich Null sind. 
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b. 
Wenn C, eine eigentliche Raumeurve ist, kann man den Pa- 
rameter uw immer so wählen, da f(u) — 1 wird. Dann treten an 


die Stelle der Gleichung (B) die einfacheren Gleichungen: 


hg'—gh 
(a) LES LRTT Si 
h' 
(b) Be Jo Sun + 5259 + Sssh 
(c) DE LAN RTE ER h 
1+9 +h s— si 19 À Sas D 
Werden sie der Reihe nach mit 1,g,* multipliciert und addiert, 
so folgt: 


(d) 0 = Si + (Sa + S329 " S2s h) g D (Sas + Ssa 9 En Sas h) h. 


Die Gleichung (d) kann nicht identisch in g und À bestehen, denn 
alsdann wäre s,, — 0, also S — 0. Differentiiert man sie nach «, 
so ergibt sich, wenn für g’ und #' die Werte aus (b) und (c) ein- 
gesetzt werden: 
(e) 0) É (S239 + Sy h) (Sai + 5,39 dx Sos h) 
= (S339 < Sga R) (Ss1 ce Ss29 3 Sgs h). 
Die Gleichung (e) ist weder eine algebraische Folge von (d) noch 
eine wirkliche Relation zwischen g und , die dann Constanten sein 
würden, mithin mu sie identisch in g und X bestehen. Eine ein- 
fache Betrachtung zeigt, daf deshalb 
Sar — 0, Sr Fer 0, Sos == S3o 


zu setzen ist. 

Da durch die Forderung, daf s,, und s,, verschwinden sollten, 
nur die Lage der x-Achse festgelegt ist, steht noch eine Drehung 
der y2-Ebene um diese Achse frei. Setzt man dem entsprechend: 


X — £ 
y = ncos Ÿ — 6 sin #, 
2 — sin Ÿ +6 cos #, 
so wird nach den Formeln in No. 4: 
0, —= 0, 5, = 0, 0, = 0, 06, —10 


und 
Gn —= Où — — (832 — Se) Sin Ÿ CO8 D + 5,,(cos" 9 — sin° à). 
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Mithin verschwinden auch 6,, und 6,,, wenn man den Winkel 
aus der Gleichung 


bestimmt, was bei reellen Werten von 5,,,...,s,, stets auf reelle 
Art môglich ist. Folglich gibt es mindestens ein, (bei reellen Flächen 
reelles) Coordinatensystem, bei dem sich das System (B) in der 


einfacheren Form darstellt : 


hg'—gh 


* mme 
(a ) 1+9g +1? Si39 
(B*) (b*) UE Ce = 519 
1+9 + 229 9 
rt 
(c*) me = Sas À; 


hierin sind 5,,,s,,, S Von Null verschiedene Constanten. 
Aus (b*) und (c*) folgt die Integralgleichung 
899 +Sgh — const. 
Indem man aber die Gleichungen (B*) der Reiïhe nach mit 1,9, 
multipliciert und addiert, erhält man 
(d*) Sa & S 22 g” + S3s 1 Æ 0, 
folglich besagt die Gleichung (a*), da man die Gleichungen (b*) 
und (c*) mit der Mafigabe integrieren soll, dal die Gleichung (d*) 
gilt. 
Wenn noch zur Abkürzung 
Nude Sir pen 
S33 33 
gesetzt wird, erhält man jetzt als Lôüsung der Functional- 
gleichung (A): 


= 1, 
} _dg more 
eee V4+Bÿ te 
k = VAFBÿ; 
(7) 
=, 
dl Shane 
ever VA+ BP nn 


ep 
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Das Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln VA + Bg° 
und VA+ BF bleibt willkürlich. Da man aber das Vor- 
zeichen von z umkehren darf, kann die erste Wurzel unbeschadet 


der Allgemeinheit fixiert werden; die zweite bleibt dann zweiwertig. 


6. 
Bei der Bestimmung von g und / aus den Gleichungen (7) 
bedürfen, wenn man beachtet, daf À und B von Null verschieden 
sind, da sonst S — 0 wäre, die Fälle 


Lad = EN I Pie NUTILS diet B 
einer besonderen Behandlung. 
IL Ist À — —1, so setze man B — «. Dann wird 
"à: 1 nsisentl mit 
À UE V1 2 
1 L Ev, 
l — — M = ———— 
C V1—7r V1—v° 
wo 
HP: 1+6 
M Ps Moro Vibes ss C “ 


und & gleich + 1 zu setzen ist. Für 
Usine D —=)sing 
folgt hieraus nach einer Aebnlichkeitstransformation : 
æ —= c(sinp + sin), 
y = P+E, 
z — c(cos p + & cos q). 
Mithin ist für & = +1: 


zx 

pee tgiy 
und für & = — 1: 

2 

ne 


In beiden Füällen findet man die geradlinige Schraubenfläche, für 
die sich so die beiden Darstellungen ergeben: 


x — c(sinp, +singq,), æ = C (cos p, — cos q,), 
(8) X — pd = I UE 


z = c(cosp,+cos q,); 2 —= —c(sin p, + sin q,). 
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IL Ist B — —1, so setze man À — c, dann wird ähnlich 
wie bei L.: 


2 = p+eg, 
y —= c(cos p + & cos q), 
z — c(sinp +sin9Q), 


sodaf man wieder zu der geradlinigen Schraubenfläche geführt wird. 
wird. 

IL. Ist À = B, so gelangt man sofort zum Fall I zurück. 

Alle drei Ausnahmefälle führen somit auf die geradlinige 
Schraubenfläche und die durch Aehnlichkeïts- 
transformationen daraus hervorgehenden Flächen, 
die ebenfalls geradlinige Schraubenflächen sind. Da in den Dar- 
stellungen (8) die Constante c auftritt, die in der Gleichung 


— tgiy fehlt, so läfit sich die geradlinige Schraubenfläche auf 


unendlich viele Arten durch Translation von Raumcurven, nämlich 
cylindrischen Schraubenlinien, erzeugen, und zwar gibt es, den 
zwei Darstellungen (8) entsprechend, zwei wesentlich verschiedene 
Kategorien dieser Erzeugung. 


7. 


Wenn man von den bereits erledigten Ausnahmefällen 
absieht, ergibt die Ausführung der Quadratur in (7): 


1 A— B g = “gs 
Virdu-E arctg Ne — S,3 #3 


die entsprechende Gleichung gilt für ! und v. Setzt man also 


M = Sa VA+A)(4— Bu, v, = —5, V(1+4)(4— Br, 

so wird 
VA (+ 4) sin 4, 

V(A — B) cos'u, —(1 + 4) B sin°u,’ 

RS VA(A — B)cosu, 

V(A— B) cos'u —(1+ 4) Bsin'u, u, 
VA(L + 4)sin v, 

ra B) cos' v, — (1 + 4) B sin’ v, 
VA(A-—B) cos v, 

VA = B) cos’ v, — (1 + À) B sin'v, v, 


(9) 
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Hieraus erhält man für die Coordinaten x,y,z2 selbst die Aus- 

drücke : 

T = u+?, 


= ee [log A(1+ B)cos+V(4— oe = (1+4)8 sinu 


re VA (1+ B)cos v + V(4 — Es v—(1+ 4) B sin 2] 
VA(—B)+VA-B 
£ = [are sin APP) sin u)+eare sin(V A+ sin e)| 


in denen « und v für «, und v, geschrieben worden ist. Wenn 
man noch zur Vereinfachung 


Leo te nn, A(+B) _ 
A — À — À 3?) A—= B Es 


setzt und eine Aebnlichkeïitstransformation im Verhältnis 1: sin y 
vornimmt, ergeben sich schlieflich die Gleichungen: 


x —= siny.(u+v) 


A cos u + V1—4’sin'u Acosv+\/1—24?sin°v 
DCS ee Le) 
\z — cos y.{arcsin(1sinx) + & arc sin (1sinv)] 


als Darstellung der gesuchten Translationsflächen, die zugleich 
Minimalflächen sind. 


8. 
Für & = —1 wird 
æ — siny.(u+v), 
(S:) y = —[log(1cosu+ V1—4"sin"#)— log(4cosv—V1—4*sinv)], 
z — cos y.{aresin(isinu) —arcsin(isinv)]. 


Da die Functionaldeterminante von x,y,e nach u,v,4 identisch 
verschwindet, fehlt À in der Gleichung zwischen x,,z, die sich 
aus (S,) durch Elimination von # und # ergibt. Nun erhält man 


für dsl: 
[x — siny.(u+rv), 
(M) y = —logcosu+logcosr, 
[: — cos y.(w —v), 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1905. Hoft 4 26 
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durch diese Gleichungen wird aber die Scherksche Minimalfläche 


. Ve cege-re { Re de ) 
ie) AE cos(otz+ra) — 2siny’ ”  2cosy 


dargestellt. Man wird hieraus schliefen und die directe Aus- 
rechnung bestätigt es, daf die Gleichungen (S,) ebenfalls 
eine Darstellung der Scherkschen Minimalfläche 
liefern oder vielmehr unendlich viele Darstellungen, da À für 
die erzeugenden Curven eine wesentliche Constante ist. Mithin 
läft sich jede Scherksche Minimalfläche auf unend- 
lich viele Arten durch Translation von eigent- 
lichen Raumcurven erzeugen, deren Bogenele- 
ment nicht verschwindet. 

Auf Grund von Betrachtungen ganz anderer Natur hat 
Sophus Lie (Weitere Untersuchungen über Minimal- 
flächen, Archiv for Mathemiatik og Naturvidenskab, Bd. IV, 
Kristiania 1880, S. 477—506) gezeigt, daB den Scherkschen Mini- 
malflächen die eben angegebene Eigenschaft zukommt; freilich hat 
er dort nur die Existenz der unendlich vielen Erzeugungen nach- 
gewiesen, während hier deren explicite Darstellung gegeben 
wurde. Wenn aber Lie geglaubt hat, da mit den Scherkschen 
Flächen und deren Ausartungen, der geradlinigen Schraubenfläche 
und der Ebene, die Minimalflächen erschôpft seien, die sich durch 
Translation einer Curve von nicht verschwindendem Bogenelement 
erzeugen lassen, so hat er sich geirrt, denn die Minimalflächen, 
die sich aus (S) für s = + 1 ergeben und durch die Gleichungen: 


x = siny.(u+v), 


(8j) psg og(* cos ATEN) top (2808 LUE sin” ‘) | 
z — cosy.{arcsin(4sin «) + arcsin(1sinv)| 


dargestellt werden, lassen sich ebenfalls durch Translation einer 
solchen Raumcurve erzeugen, und da die Gleichung zwischen x, y, z, 
die sich aus (S,) durch Elimination von « und v ergibt, zwei we- 
sentliche Constanten enthält, so gibt es unzählig viele 
Minimalflächen ({(S,) die keine Scherkschen Flä- 
chen sind. Lie hat a.a.O. auch gezeigt, daB durch Trans- 
lation ebener Curven, deren Bogenelement nicht verschwindet, 
nur die Scherkschen Minimalflächen entstehen; dieser Satz ist hier 
in Nr. 3 auf andere, einfachere Art bewiesen worden. 

Da jene Gleichung zwischen x,y,2 zwei wesentliche Con- 
stanten erhält, läBt sich so beweisen. Kämen darin y und 4 nur 
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in einer Verbindung 0 = ®(y,4) vor, so kônnte man statt y und 
À zwei von einander unabhängige Functionen davon,  — ®(y,4) 
und uw — %(y,1), einführen, soda$ die Functionaldeterminante von 
x,y,2 nach u, v,u identisch verschwindet. Es ist aber 


d(2,y,#) __ Ô(2,y,2) dy | day) 
O(u,v,u) Ô(u;v,y) Ou O(u,v,À) du 
Berechnet man die rechte Seite und setzt dann v — 0, so erfor- 
dert das Verschwinden von su hd daf 
O(u,v,u) 
: ; ‘ dy 
[Au +tg”y arc sin (4 sin u)] cf 
ein eindeutige Function von « mit der Periode 2x ist, folglich muf 
Ôy F : 
date (0 
sein, sodaB nur À selbst aus der Gleichung zwischen x, 7,2 weg- 
fallen kôünnte. Das ist jedoch nicht der Fall, da bei (S,) die 


Functionaldeterminante von x, 7,2 nach «, v, À nicht identisch ver- 
schwindet. 
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On finite algebras. 
By 
Leonard Eugene Dickson of Chicago. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert am 22. Juli 1905. 


$ 1. Introduction. 


The primary object of this paper is a study of the inde- 
pendence of a set of postulates for a finite field (endliche Kürper) 
of p" elements, p being a prime. Such a study seems desirable 
on the ground of the uniqueness of the field of order p”, the ab- 
stract Galois field GF[2"], and of its importance in the theory 
of groups. Just as certain non - Euclidean geometries offer more 
interest than others, so the algebras which obey all the postu- 
lates for a field except commutativity or associativity of multi- 
plication are of greatest interest. 

By way of illustration of my results, I cite two of the 
simpler finite algebras whose elements form a commutative group 
under addition, whose elements + O form a non-commutative group 
under multiplication, and which obey the left-hand, but not the 
right-hand, distributive law. If the double distributive law holds 
the algebra is a field ($ 6). The first!) has the p? elements (x, y), 
x and y integers modulo », p being a prime —2; addition and 
multiplication are defined by 


(a, c) + (æ, y) = {@+x, c +9), 
a, D (@, à = (ur + eve, e+ ea), 


1) For p — 3, this algcbra was given by me, Trans. Amer. Math. Soc. 
vol. 6 (1905), p. 203, and has since been applied by Dr. Veblen to yield imme- 
diately à finite non-Pascalian geometry. 
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in which » is a fixed quadratic non-residue of », while & — +1 
according as a—wvc? is a quadratic residue or non-residue of 
p; viz., 
Let 
ë& = (a°— ve?) : (mod p), E = Ce 


The second algebra has p° elements (x, y, 2), p being a prime of 
the form 3/+1, with a similar definition of addition, while 
(a, b, c) < (x, y, z) equals 


(ax + evcy + &?vbz, bx + say + s*vez, cx + eby + saz). 
Here » is a fixed cubic non-residue of p, and 


Per 
e = (a° + vb5 + v?c5 — Bvabc) : (mod p). 


To obtain an algebra (finite or infinite) whose elements form 
a commutative group under addition, with a law of multiplication 
which is commutative and distributive but not associative, while 
the inverse operation division is always uniquely possible, we 
may employ a linear algebra with coôrdinates in an arbitrary 
field F not having modulus 2 and with the units 1, à, ÿ with the 
multiplication-table 


r,54 j 
ToAobpa appiis-na ni; 
MUR b+ pi 
j J b+pi  —B°—8bi— 28) 


b and B being any marks of F such that x°— Br —b is irredu- 
cible in F. In particular, when F is the GF[p"], p = 2, there 
exists such an algebra of p°" elements. 

The greater part of the paper is devoted to the determination 
of all the finite algebras of the two types just illustrated. For 
each type the number of elements must be a power of a prime. 
There exists at least one non-commutative algebra of p" elements, 
having the other specified properties, if and only if p"—1 and » are 
not relatively prime. The determination of all such algebras for 
n odd is made exhaustive, subject to the complete validity of a 
theorem ($ 5) on the structure of abstract groups of order p"—1, 
a theorem checked for a very wide range of values of p and n. 


21: 
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It is hoped that this new type of group problem may receive 
consideration from other hands. 


$ 2. Postulates for a field). 


A set of elements will be said to form a field with respect 
to two operations called addition and multiplication and symbo- 
lized by + and >%, if the following 10 postulates hold : 

1*. For every two equal or distinct elements a and b of 
the set, a + bd is uniquely determined as an element of the set, 

2*. (a+b)+c— a+(b+c) whenever a, b, c and all the 
indicated sums occur in the set. 

8*. There occurs in the set an element à, such that a+i,—a 
for every element a of the set. 

4*, If such elements ÿ, occur, then for a particular &, and 
for every element a there occurs an element a such that 
a+a = 1,. 

1*, 2* 3%, Same as 1*, 2*, 8* with >< instead of +. 

4*, If such elements à, occur, then for a particular i. and 
for every element « distinct from ul i,, there occurs in the set 
an element a’ such that u >= u' = à. 

5. a x<(b+c) = (a>x<b)+ (ax c) whenever a, b, c and all 
the indicated sums and products occur in the set. 

6%. u>x<b — b <a whenever a, b,ax<b,b><a occur in 
the set. 

In view of postulates 1*, 2*, 3*, 4*, the elements form a group ?) 
ander addition, and there is an unique element i,. By 1*, 2, &, 
4, 6*, the elements + 1, form a commutative group under multi- 
plication. It is readily shown *) that addition is commutative and 
that :, has the ordinary properties of zero under multiplication 
(as well as addition). Since addition, multiplication, and the 
inverse operations subtraction and division (divisor + #,) can be 
uniquely performed within the set, we call the set a ficldf). 


1) Given in my paper ,Definitions of a group and a field by independent 
postulates“, Trans. Amer. Math. Soc., vol. 6 (1905), pp. 198—204. I now sim- 
plify the language by allowing the uniquencss of sum and product, postulated in 
1* and 1%, to appear in the statement of the remaining postulates. 


2) 1bid., p.199. ‘The four postulates give a desirable definition of a group. 
3) Thid., p. 202. Cf. Hilbert, Jahresbericht des Deutschen Math.- Ver., vol. 8, 
p. 183. L'or proofs not using both 2*, 6*, sec & 4, 7, below. 


4j Lincar Groups with an Hxposition of the Galois Field Theory (leub- 
ner), 1901. 


: 
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$ 3 On the independence of the postulates. 


The postulates have been shown (Transactions, 1. c.) to be 
independent when the distinct elements for an enumerable or a 
non-enumerable infinitude, or when the number of distinct ele- 
ments is finite but undetermined. We here discuss their inde- 
pendence when there is added the postulate : 

N. The number of distinct elements is p", where p is a fixed 
prime and » a fixed positive integer. 

+ To prove that a particular postulate P is independent of all 
the others, we exhibit an example [?] such that /° fails while 
the others hold. 


[EL "Eléments e, (9 = 0,11, :..,p —1):e en, forming a 


. . Li . P + à Pau 
commutative group under multiplication; e <e—ex<e, = e,e+e 
—e, é+e —e,, for every element e; e+e' not in the set if 
CAE RME De 

[2*]. _ Elements (= 0,1,..., p—1); 4, ...,e, forming a 
commutative group under <; ee <e—ex<e — 6, e+e = €, 


ete = e fe +e. Then (+e)+e — 6, e +(e+e) = €’ 

[3*]. ° elements forming a commutative group under %*; 
a+b = b. 

[4*]. p° elements forming a commutative group under %<; 
a+b —= a. 

[1*]. The Galois field of order p" with multiplication modified 
so that a><b — ub if a = 1, b — 1 or ab — 1, otherwise a <b 
not in set. 

[3]. p" elements forming a commutative group under +; 
A0 =, 

[4]. p° complex numbers ae, +:-:+ae,, «as modulo p; 
Ce tome 6, cr 0 (),k— 2,1} tt  Lnere 
exists no solution a of e, <a = e,. 

But for » — 1, postulate 4° is redundant. Were à, = à,, 
then, by 5 for c — 1,, a>x<b = (a><b) + a for every a. Hence 
EL Now 

(e) a Ki +i+... to À terms) = « + a +: to À terms. 


If a+i,, the second member can be made equal to any element 
by choice of k, since each operator except identity of the ad- 
ditive cyclic group is a generator. Hence there exists à solution 
OROTUL MT ET, 


[6] Commutative group of order g°; a+b = a>x<b = ab. 
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Postulate 6* is redundant if nr — 1, or if n — 1 and p"— 1 and 
n are relatively prime; in the remaining cases, 6* is independent 
of the other postulates ($ 4). For example, the postulate is in- 
dependent if » is a multiple of 6 or 20, with p an arbitrary 
prime; if # is even and p + 2; or if n is a power of a prime 
and p & 1 (mod »). 

Postulate 2*, associativity of multiplication, is redundant if 
n — Lor 2. It is independent if n is any multiple of 3 and p 
is an arbitrary prime ($ 7), and doubtless for any n = 2. 

To obtain a definition of the field of integers modulo » (the 
case n — 1) by a set of'independent and sufficient postulates, 
we take 1*,2*, 8*, 4*, 1%, 3*, 5, and N _. The system is a field, 
since by (-) multiplication is uniquely defined by addition. For a 
definition of the GF{ p*|, it suffices to take the independent postulates 
1=% 17 9, 4,5, 6 p—2 and N°”, For the3GhiTe 
we must take all the postulates or all except 6*, according as 
p = 1 or p&1 (mod 3). 


$& 4 On algebras satisfying all the postulates for a field 
except commutativity of multiplication. 


Postulates 1*—4*, 1*—4* and 5 are assumed to hold. By 5 


for b == e— e Fe where e =" 4 >x<1,. Hence a><i =, 
for every 4 Then by *, i,<c—i,<(i, <r) for every c. If 
1, ><c is not à, it has an inverse under multiplication, so that 
= Nc and by 19% dia = Ia S< D NÉ, COR TETE Ya) 


Hence i, <c = 1, for every c. Next, if a <b — 1, and b+#+i,, 
then « — 1. Indeed, by 2*, à, — a x (b >< c) for every:c; 
taking ec such that b<c — 1,, we get i, — a. Hence i, has 
theordinary properties of zero under multiplication 
(as well as addition). 

We henceforth assume that the number of elements is finite 
and = 1. By 1* and 2*, the sum of c elements each à, has a 
definite meaning; we denote this sum by #,. There must be an 
equality uw, = u, r >s, whence u,., = ,. Let p be the least 
positive integer for which u, — i,. If p is composite, p = 4l, 
g=>1, 11, then vu +, u Hi. By 5, 2*, 3 and'the deñ- 


nition of u,, 
uxu=u Xi +i+::to l terms) = u,+u,+:.: = 0 


contrary to the above PrODER of a product. Hence p is a 
prime. Since 
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ete+.. top terms = e< (ii +ite.) ='exi, —= 1, 


the additive period of every element e is p. Hence the 
additive group is of order a power of p, say p". 

It is next shown!) that addition is commutative. Since 
a group of order p" contains invariant elements other than the 
identity, there exists an element y + à, such that « +y — y+a 
for every a. Let b denote any element + i,, and determine a! so 
that a+ — b+a. Maultiplying on the left by y <b7!, we get 


y <br) x al +y = y + {y <br) a}. 


By the property of y, we get a — «’. 
The y" elements may be designated (a,, ..., a,), where each 
a, is an integer taken modulo p. In view of the above results, 


addition of elements may be expressed by the formula 
(1) (ERA GERS. 0) — (ait D... a, +0.) 


For the moment, denote the elements by e,, ..., Ep « Let 
be a fixed element i,. The products f<e,, ..., f<e,, forma per- 
mutation of e,,...,e.. The correspondence f><e, — e, (i—1,...,p") 
defines an isomorphism *) of the additive group À into itself, since 
by 5, 

Fx< AE F< e;) = fx (ét c;) v'&Tt ex 


Bat all the isomorphisms of À into itself form the gencral n-ary 
linear homogeneous group modulo ». Hence 


CE) (@,..,4,) X Gus... 4) = Gus nn = ay, 
where the «, are integers depending upon the «'s alone, and 
(3) |æ,| + O0 (mod p) unless «, = 0, ..., a, = 0 (mod »). 


Hence to each element (a, ..., a,), except (0, ..., 0) = à,, cor- 
responds an #-ary linear homogencous substitution $, modulo p. 
By 2*, the product of two elements (a), (b) corresponds to the 
product S,$, of the corresponding substitutions. Hence the multi- 
plicative group of the algebra is simply isomorphic with an x-ary 
linear homogeneous group @&., modulo p. If (a) + à, 5, leaves 
fixed no letter (y). Hence (r,, must be «x regular group on 
the p"—1 symbols (y). Conversely, any »-ary linear homogeneous 


1) For this proof 1 am indebted to Mr. J IT Maclagan-Wedderburn. 
2) This property was noted by Professor E. IH. Moore. 


0 ? 
PAT 


364 _ Leonard Eugene Dickson, 


group G... regular on the p"—1 symbols (y) serves to define the 
law of multiplication (2) of an algebra of p" elements satisfying 
postulates 1*—4*, 1*—4*, 5. 

For n = 1, G,_, is cyclic and the algebra is a field. 

For the sequel, it will prove convenient to investigate n-tuple 
algebras the coôrdinates «, of whose }"" elements (u,, ..., a) 
range over the GF[p"], the above case being given by m = 1. 


The double algebras with p°”" elements (a, u,), as in GF[p”|. 


Use is made of the possible types !) of binary groups of de- 
terminant unity in the GF{[»"] and of order prime to p; besides 
the cyclic group, these are defined abstractly as follows : 


D, (k=>1): 4"=I, B'= A", B'AB— 4°; 

T..: A'=I, B'= A", B'AB— 4°,C—1I,CAC— B,C'BC— AB: 
0,: A'=I,AB— BA,AC— CA, B'=— I, C*= A,(BC)= À; 

1,,: A'=1, AB= BA, AC=— CA, B'=], C"=1I,(BC) = A. 


They are simply isomorphic with the homogeneous forms of the 
dihedron, tetrahedron octahedron, and icosahedron rotation groups. 

In a binary GG, the substitutions of determinant 1 form 
an invariant subgroup U of index a divisor of p"—1. 

If U is cyclic, its order is p"+1. If U is of the type D, 
k => 1, then 2 is a multiple of 1 (p"+ 1), which does not divide p"—1. 
In either case U contains an operator whose period divides p”+1, 
but not }”"—1, and hence has the canonical form ?) 


(4) Se: X'=uxX, Y'— ur"Y, 


X and Y being binary linear functions in the GF[p?°"] conjugate 
with respect to the GF[p"]. Each operator of G,m_1, must trans- 
form 5, into itself or its inverse and hence is of the form (4) or 


(5) PA em NF Pt x 


In the group of all the 2(p°"— 1) substitutions $,, 7, uw arbitrary in 
the G{'{p"], the only subgroups of order p""—1 are the cyclic |$,}, 
leading to à field, and the group !S, SNS where now 1 is 


fixed and y ranges over half of the marks + 0 of the GF{p°"], 


1) L'have not yet published the determination, made in the Spring of 1904, 
of all binary groups of déterminant unity in the GF{[»"]|. 
2) Linear Groups, p. 223. 


CA 
DES 
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necessarily its squares. If À were a square, the group would 
contain 7, which leaves X + Y fixed, so that the group, when 
expressed on variables of the GF{p"] would not be regular. Hence 
G rm must be 

(6) is 


u? 


LS. (* arbitrary square, x à Fine) 
Le not - square of the GF[p°"], p>2./ 


Let » be a particular not-square of the GF{[»"], so that 
rt — y defines the GF[p"”"| Then v"— —75. Let X — x + Try, 
u—=a+re, where x, y,a,c belong to the GF[p"]; then = x+Tr"y. 
Then S, and 7, become S% and S%?, respectively, where 


(7) SC): x — ax+evey, y = cœ+eny (8e = +1). 


Also u°*'= a*—vc. Thus w is à square or not-square in the 
GF{p”"] according as a?— ve? is a square or not-square in the 
GT {?»"]. Hence (6) becomes 


(6”) (5%, a2—we — square; Sf, a’—ve? — not-square}. 


For m — 1, the resulting algebra is the first one of $ 1; the 
same form is valid for any ». It follows from either (6) or (6) 
that U is a cyclic Cn,, or à D,,»,,, according p” is of the form 
4l+1 or 47+3. 

From the preceding double algebra in the GF[p»"], we read- 
ily derive a 2m-tuple algebra modulo p. By way of illustration, 
we take!) m— 2, p — 41—1, and obtain a 4-tuple algebra 
modulo ». The GF{[p°] is then defined by 1? = — 1 (mod »). Let 


ce 6, +16; VF. Mi + Mer Ur a+14, (= 7+iX, VAN ENS: 


The binary substitution (7) yields a substitution on Ë,, Ë£,, m,, n., 
whose matrix is 


x —À e(yr—sÆ) mers A) 

A (2 e(ys +rX) e(yr —sÀ) 

y —K Ex — € A 

K y A Ex 
leaving invariant x*—vy? — D+iY, where 


D — bb, ri + Ma + 28m y — SMe — 87: +66. — 279," 


1) For p = 4/+ 1, a very simple 4-tuple algebra is given by [34]. 
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Further, 
P— ss. | en. 


e = (ave) ? = (D,+ig) * —(D+ 7) À, 


where ®, and #, are the same functions of «, À, y, K that ® and 
are of £,, Ë,, m, M Hence & — +1 according as Df+ Yi is a 
quadratic residue or non-residue of p. Now 


D+ D (HE) + (rt +57) (ni + mi) + 45 (Em, + Em) (Em: — Mb) 
+ 2r (Em — ME.) — 27 (Em + Em). 


Since » is a not-square in the GF[p°], r?+s* is a quadratic 
non-residue of p. We may take r?+5s? — —1. 

For U=T,,, (p°"—1)/24 must be an integer dividing p"— 1, whence 
p"+1 must divide 24, and therefore "= 5, 7, 11, or 23. For 
U = 0,, p°= 7, 238, or 47. Whether U is T,, or 0, G,rm COn- 
tains an invariant D. For p“— 6, T,, is at once seen to be 
conjugate with 


8 a0 0 :) F b a,b any integers 
@) ai (- b”'O /? 2 8a | +0 (mod 5) f 


This group is in regular form. It leads to the algebra 
(9) (us) <(r,y) — (ax —(1+2af)cy, cx+(1+2c)ay), mod 5. 


For p"— 7, 11, 23, or 47, p = 3 (mod 4). Hence D, may be 
taken to be generated by S, and 7, where x°— —1, 4 = —1 
in the GF{p*] The only binary substitutions B in the GF[r*] 
on conjugate variables which transform $S into itself are the 
Su; but S,, transforms 73 into Tir, which belongs to D, only 
wlen ui®® = 1, Hence the case » — 47 is excluded, since the 
number of substitutions transforming D, into itself is at most 
6.4.46<47*-1. Every B transforming $, into S,—1 is a 1!,,, 
which transforms 7, into T'y,1-, which belongs to D, only when 
uÿr= 1%, Every B transforming S, into T,,, where 06“ — 1, 
is of the form 


NO xÀoa? 
(10) See ee) 


wbich transforms 7, into 
40 


: ka (a+ a 7*) — #40 (a — Re 


D 4 L'o (ar — art) Lx (ar + art) 
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The latter belongs to D, if and only if a” — +1), 
For » —= 7, the substitutions of G,, are of determinants + 1. 


From IS, | = = CI, u* = 1; followe! ht = +1 Similarly, 
[Tul= -w = 1; | Z3,,|—= 20 = 1. Hence all the 48 sub- 
stitutions transforming D, into itself are of determinant +1. 
Hence U + T,. The group G,, of the substitutions 84, Tu,2,,, 


with ui = 1,u — —1, a = 4, 0° = 1, is seen to be of type 
O0, and in regular form. To obtain the real form of G,,, let 
tr? = —1 (mod 7) define the GF[7*], and set X — x+ 1y, 
Y — x—ry. Then $, and 7, become 

m En TT PI 
(1) ( si ne mitn?= = 1. 


For the third type (10), set a — a + Br, À = 3 +2rt, x — v. Ac- 
cording as x6 is +1, —1, ++ or —+, we obtain respectively 


(eco ne) (aire der2) (x da,32 39) 


(2 eu te 


each yielding 8 substitutions corresponding to the solutions of 


a*+f* = 4 (mod. 7). In the four types, we set «x — —m—n, 
B——m+2n; a—2m+n, B—m—n; a ——2m+2n, B—2m+3n; 
a — 3m—2n, B — —2m—92n; respectively, and obtain 
RD — 

(2) és … Rae m—mn—n = +2, 

À Sy 

m, + 

oo) (3 4 A m'+d4mn—n — +4. 

ct \ES 


The conditions on (11), (12), (13) may be written, respectively"), 
né+trèz= +1, (m+3n) +(2n) = +2, (m+2n) +(8n)= +4 (mod ?). 


The 48 substitutions given by (11), (12), (13) may be expressed 
by one formula 


11 be Len t = 3r?— Br, 
ins, n,rim+in) aq = 4r+4r*+br, 

1) For any integers a, b, not both = 0 (mod 7), a+ = +1, +2, or 
+4) (mod 7). 
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where for each of the 6 values of r ++ 0 the 8 sets m, n are 
tbe solutions of 


(15) [ni + (8r4—3)n]?+rn? = r (mod 7), 
thus making the determinant of (14) unity. The algebra is thus 
(16)(m,n)(x.y) = (mx—38(r°—r5)m y Arr +87 )}nynx+rSmy+8(r$—rs)ny). 


For p — 11, T,, is extended to G,,, by substitutions whose 
determinants are the various quadratic residues of 11. From 
Sal = l and p.11 “follows qu'/="1. "Similarly, 
uÿ = — À, a" — —1, The group') of the resulting 120 sub- 
stitutions S,, T,, Z,, is seen to be regular, thus yielding an 
algebra. 

For p — 23, we transform D, by S, and make 4° — —1. 
Then G»_, is 


(17) | Su 4, Z, 0 fs + É, (2 A 1 1 


the three types having determinant 1 if and only if w° = +1,—1,13, 
respectively. Hence the U of G is of type O0. The group is 
seen to be regular, thus furnishing an algebra. 

Finally, let U— 1, Since p”"—1 must be divisible by 120, 
p" = 101+1; also (p°"—1)/120 must divide p"—-1. Hence p" = 11, 
19, 29 or 59. For p — 11, there is a group L,, = Ga, with 
the generators 


—1 0 8 4 ne 
de de nee ect) 
I omit the discussion of the cases 19, 29, 59, as the con- 


struction of a single formula for multiplication of such algebras 
would, if existent, be complicated and very artificial. 


On the »-tuple algebras modulo p. 


We assume first that n is odd. In view ef $ 5, let X,, be 
an invariant subgroup of G&._.,, where q is a prime dividing p°—1 
but not p‘—1 for é<». Let O, be one of the invariant operators 
of period qg of K. Now O, can be given the canonical form 


(19) Si: X = px, (G = 0,1,...,n—1), 
1) Since $, transforms T3 into 7,,—10, we can determine w to make 1 — —1, 
Then the three types have determinant 1 only for uf = +1, p$ = —1,at— -- 3, 


respectively. 
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where X,,..., X,, are linear functions in the GF[p"] conjugate 
with respect to the GF[p]. Any substitution of G commutative 
with O, has the canonical form S, Hence K is cyclic. Let it 
be generated by S,, #"” — 1. In view of its multipliers, S, can 
not be transformed into $, if L is not a power of p. Any sub- 
stitution in the GF{p"] which obeys the conditions for conjugate 
variables and which transforms S, into Sw, k < n, has the form 
(20) TA MX 1 (ice, 0, din. 501), 
where X, = X,, X,,, = X,, etc. Now 

21) Ta x Tarte pou Er Nes x on 
Hence if »' is the greatest common divisor of x and k, the period 
of T,,is a multiple of »/n'. In particular, if p"—1 and n are re- 
latively prime, G,», is composed of substitutions S, only and is 
cyclic; the algebra is then a field, Next, let d be the number 
of distinct powers S”, 0 <%<n, into which S, can be trans- 
formed within G. Then the values of # are the multiples of 
nid, and the substitutions of & commutative with S, are the 
powers of S,, e a primitive root of 


(22) CR st: 


Hence G is generated by $S, and Ti, sa, À a fixed mark. By (21), 
Tu = S, Where tr = 4‘, t—(p"—-1)/(p"#—1). Since G is to be 
of order p"—1, r must satisfy (22). That this involves no condition 
on the mark 4 of the GF{p"] follows since £ is divisible by d, 
as shown by the following-lemma with N = p". 

Lemma.IfN‘-1isdivisiblebyd,then6=(N“—-1)/(N-1) 
is divisible by d. 

Proof is first made for the case d = p°, p — prime. Then 
1 = M“= N (mod p). Hence, by induction, M°= 1 (mod p“*'), 
so that M — Nr = 1 (mod p°) Now 

M?-1 M-—-1 

RE AN 

The first factor M''+...+M+1 = p (mod p°). If the second 
factor is divisible by p®-1!, the lemma follows. Hence, applying 
induction from «—1 to ax, the lemna is proved for d = p°. 

Next, let d — psqlr' -:. — p°ô. Then 

(N°1 N°1 
à MP aN LA NET, 
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The fitst factor is divisible by p° by the earlier case, and the 
second factor is an integer. Similarly, 6 is divisible by 4, 7... 
and hence by d. 

It remains to determine the conditions under which the 
existing group G,n.,, generated by 5, and Ta, is regular. It 
suffices to require that, if a particular set of conjugate values 
of X,, X,,..., X,, remains unaltered by a substitution not the 
identity of G&, then each X = 0. This is obvionsly true for 
S,, # + 1. The remaining substitutions of G are of the form 

p'"l—1 


(23) T5, ae Sue Xe Art Xe Vo = pa 


where w is an arbitrary mark satisfying (22) Let Ô be the 
greatest common divisor of » and d; set r — r,0, d — dù. We 
assume that X*’— X*is a particular set of values unaltered by 
(23). Now (23) replaces X° by a multiple of X;4yy, the latter 
by a multiple of XX}owa, etc., The smallest integer & for which 
ern/d is a multiple of n is d,. Thus X* =: w?4r4 XX, where 
B— 1+prä+ pr +... + pm. Hence we seek the conditions 


under which’) wa’ Æ 1 for each à — 0,1, ... + 1. By 


raising the general expression to the power p"*, we see that the 
conditions reduce to wa + 1. Let (p"—1)/b be the greatest 
common divisor of B and p"—1; let 6 be a primitive root of the 
GF(?"]. Then (u4“)@&"-Ub + 1 when w satisfies (22)  Hence 
us + 6° for any integer b,. Let À — 6° and apply (22). Hence 


al(p"—1)/d & b,b(p"—1)/d (mod p"— 1), 


viz., &l + b,b(mod d) for any integer b.. 

First, if there is an integer r < d such that « is divisible*) 
by d, then every value of ! is excluded, so that the group is not 
regular. As an example, let x — 11°.5, d — 11.5, p — 31; then, 
for r — 5, « — (p%—1/(p'—1) is divisible by 65; the same is 
true if p is of the form b54+1. 

Next, if, for every r, « is not divisible by d, the condition 
on ? requires merely that { be not divisible by certain factors f 
of d, and hence that 4 be such that 47"—W Æ 1, As an example 
let n — 45, d = 15, so that p = 1 (mod 15); then h = 0, 
« = r (mod 15), so that the condition is rl + O (mod 15), whence 


1) This makes each factor of the determinant of (23) not zero. 
2) This requires that (p#i—1) / pr 1) be divisible by d. 
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1 Æ O0 (mod d)); hence À is any mark such that 44-16 Æ 1, 
ARBRES For h == 46, d = 9 or 3, 4 is any mark such 
hat AFS URSE 14 

Theorem. Let n be odd and =1. If p"—-1 and n# are 
relatively prime, the algebra is necessarily a field. 
In the contrary case, the n-ary linear group G»., is 
generated by S, and Ta, where op and 4 are fixed 
marks’), @ belonging to the exponent (p"—1)/d. and d 
any fixed common divisor of ?“—-1 and ». In order 
that G shall be regular and hence furnish analgebra, 
d must be chosen so that (p“#—1)/(p"d_1) shall not be 
divisible by d when d, is a divisor —1 of d; further, 
AG Æ Lfor certain factors f of d. 

To proceed to the explicit exhibition of the simplest type ot 
algebra with »” elements, we assume that d is a prime divisor 
of p"—1 and », and set n — dm. Then 1 = }»" = p” (mod d). 
We first construct a d-tuple algebra in the Gf'[p"], and later 
obtain as its real form?) an »-tuple algebra modulo p. We employ 
the regular d-ary group Gyf"_1 in the (}*[»"] composed of the 
substitutions 


(24) DR Aux, GED LME) 


PORER Le AMATIX, Me — 


with r < d, where À is a fixed mark and w any mark such that 
(26) uma — 1, Ao“d-Dd + 1. 
Here Ra, = Lai Ze Xo Xy +. Xe, are linear homogeneous 
functions in the GF[}"“] conjugate with respect to the GF[?"|]; 
RAR 2, ce 

Since p" = 1 (mod d), there exists a mark v of the GFT[»"] 
not the d* power of any mark of that field. Then‘) = v is 
irrceducible in the GF{[)"] and hence defines the GF{p"] Let 


1) Transforming G by 5,, we have 4 replaced by Ar7', where r — uold_1 js 
a root of tt — 1, € = (p"--1)/(p#d—1), as above. In general, + is not a root 
of (22), so actual normalization may be obtained. 

2) The algebra is already in real form if m— 1, so that n — d is à prime. 

3) For m — 1, n — d = prime, Z, and 7, correspond to S, and 7, 
above. ‘l'hc earlier investigation is immediately extended from modulo p to the 
GF\?"]. 

4) Linear Groups, p. 23, $ 35, with 4 replaced by d, and n by m. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1005. Heft 4. 27 
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œo — "1, whence @°— 1, w° + 1 (c< d). 
The marks of the GF[p"] satisfying 2° — » are 
JT O0), Ji 0, ad = Ou), 


Let X,—= x,+Jx,+...+J%"x,,, the x, being marks of the 
GF[p"]. Then 


(27) X,= 42, +o Jr, +o"J'a, +... Hop, 
for à — 0, 1, ..., d—1. The solution of these gives 
(28) dJ'a, = X,+0"X, +0 "X,+...++a "x. 


Let w — a,+ Ja,+ J'a,+...+J"'a,, Since X — uX, (24) 
. becomes 


(29) zx, Fe dot tag Val Va 4e + VOB a, 


à = 0,1,..., d—1. The determinant of (29) is 


% va, VA 0 DES + PO, va, va, 
| a, a, va, Va, -VHGEUGi va, va, 
a a a VGA, _, + . + Va va va 
(80) 9 1 0 d—1 5 4 8 * 
Aie dis L7e das LR dE a, Le Var 
D PEN PAR DRE di LCR, a, & 


being cyclic except for the factors v to the right of the main 
diagonal. The determinant À, of (29) equals !) that of the con- 
jugate substitution (24); viz., the power (p"“—1)/(p"—1) of w. 
But the power (p”“—1)/d4 of u must be 1; hence 
AGPIMIEE: L 
To obtain the form of (25) on the x's, we note that 


KR PR to ent 0 led il) 


The product of the rt* power of the latter by Z,3e gives (25). 
By (26), 4 +1, e = (p"“—1)/d. Hence 4 = w, 0<!<d Now 
aœ = 1+p"+p"+ + pti = y (mod à). 


d—1 
1) Hence A, — (A0 + ofJa, + Da, +... + wo Ja; ;), Replacing 


= 
a; by x,, we see that XX, ... X,_, equals a determinant X of the form (30). 
But (24) and (25) leave the product X, ... X4_, relatively invariant. Hence 
the substitutions on the x; leave X relatively invariant. 


On finite algebras. 373 


Hence (u4°) = œ". Let pas = b,+Jb+...+J%10,,. Then 
(25) becomes 


(81) x EE br, x 5 @'b_,2,+ o"b, 7, PPT ob, x, mi vob Tu Tr 
analogous to (29). If B denotes (30) written in the b’s, then 
(32) DES, = op", 


For » — 0, (25) reduces to (24), and (31) to (29). Let & — © 
and determine the (fixed) integer f so that fl = 1 (mod d) We 
obtain the following theorem, in which a’s are written for the 
preceding b's: 

Theorem. If p and d are primes and m» is an integer 
such that n° = 1 (mod d), and f is an integer prime to d, 
there exists a regular d-ary linear group in the GF[p"] 
whose p"*—1 substitutions are 


Ü) 8 | 
Go Vas Vus Vis eee EVE EVE | 
@,  Ea, PO PE VAI. 6 VAE va, | 
2 8 d—3 d—1 
(33) né TE ea, EVA + Eva EVA |, 
2 8 d—3 d—1 
D LU. ED C00 1.» EAN ESS VI. 
d+ d— 
Gr Eu CPP CU PE PE LIEL a LPC 


where e& — 4/0"-1 (whence s° — 1), À being the deter- 
minant (30) of (33), and » is a not d” power in the GF[?"]. 
For the resulting d-tuple algebra of p"* elements 


(Lys + + La), the x's in the GF[p"], we have the laws 
(a) + (x) = (a+) (a) < (x) = (æ), 
xi = agç+ea,_x,+e’a,,t,+.+ear-tvet tas dt, +-+ve ta, ti. 


For m = 1, d — 2 and 3, we obtain the first and second 
algebras of $ 1. For d an odd prime, the algebra (33) is the 
only d-tuple algebra in the GF[p»"]. 

The restriction to prime d was only for simplicity. In the 
theorem preceding the last, let p = 1 (mod n) and take d = n. 
Then (p"#4— 1)/(p—1) = nd, + (mod d). Take 4 to be a primi- 
tive root of 4 — ©, whence ! = 1, and À is a primitive root of 
the GF[p"]. Hence the conditions that the »-ary group G,._: 
modulo p shall be regular are satisfied. The resulting algebra 
is of the form (33) with € — A(?-0", For example, if » — 4 
and p = 1 (mod 4), we obtain an algebra 

27 * 
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(a evd e?vc evb a vd vec vb = 
b ea evd eve b a vd vc 
CARE eb e?a sed ler lobe | 
d EC e°b ea CU D AG 


The determinant whose power gives & has the expansion 
(35) (a?— vc?)}— v(b?— vd?)?— 4y (ad — bc) (ab — vcd). 


We pass to the algebras of p" elements, n being even !). 
For p 2, we may derive an »-tuple algebra modulo p from the 
double algebra (6) in the GF[p"®?]. Let next p = 2, n = 2m. 
Since 2* = 1 (mod 3), there exists a triple algebra in the G/°[2*] 
and hence a 6k-tuple algebra modulo 2. From the 5-#uple algebra 
in the GF[2“*], we obtain a 20k-tuple algebra modulo 2. In 
general, if 2 belongs to the exponent e modulo 4, a prime, there 
exists a gek-tuple algebra modulo 2; further ?), 2“*— 1 is divisible 
by g. The values of » < 34 thus giving 2»-tuple algebras 
modulo 2 are m — 3, 6, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 21, 24, 27, 30, 33. 
For the remaining cases, the prime factors of 2" + 1 are given in 
the annexed table. 
| | 


noel | 2 me Del PE Sa 
| + 
| [ 
LLL | 3 17 131071 |3 43601 
2i 3 | D 19 524287 3.174763 
4 3.5 17 22; 3.23.89.683 b.397.2113 
b, 31 8.11 23 47.178481 8.2796203 
7, 127 3.43 25, 31.601.1801 3.11.251.4051 
8, 3.5.17 257 26 3.2731.8191 5.53.197.16138 
11] 23.89 3.683 28 3.5.29.48.113.127 |17.15790321 
13) 8191 | 8.2731 29, 233.1108.2089 3.09.3083169 
14! 343.127 | 5.29.113 31/2147483647 3.715827883 
16, 3.5.17.257 | 65537 3213.5.17.257.65637 |641(27.52347+1) 
If g is the greatest prime factor of 2”"+1, » given in the 


table, a group of order 2*"—1 has an invariant cyclic C,; while 


1) An exhanstive determination of the possible algebras it not undertaken 
We seck merely the conditions on p and n — even for the existence of at least 
one algchra. 

2) Inversely, if 29 — 1 is divisible by the prime g, then 2"= 1 (mod g). 
Let 2 belong te the exponent e modulo g. Then m — ek. But there exists a 
g-tuple algebra in the GF{[2*] and hence a gek-tuple algebra modulo 2. 
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2m and 2°”—1 are relatively prime. Hence the algebra is 
a field. 

As a partial summary of our results, we state the following 
theorem, proved when the preceding special result and the general 
one of $ 5 on the presence of an invariant subgroup of G_1 
is true : 


Theorem. The algebra of p"elements is neces- 
sarily a field if p"-1 and n are relatively prime; 
in the contrary case, there existsat least one 
algebra which is not a field. 


$ 5. On groups of order »"—1, » — prime, » odd — 1. 


Theorem. Any group of order p"—1, p a primeand 
n an oddinteger —1, contains an invariant sub- 
group of order a power of a prime q, where gq 
divides p"—-1 but not p"—-1, m< n. 

We note that!), for n any integer = 2, p"—1 has such a 
prime factor q, except when p = 2, n — 6. As the known 
theorems on solvable groups do not appear to bear, directly on 
the above theorem, I have restricted my attention to its numer- 
ical verification over a very wide range of values of p and n, 
finding no case in which the theorem fails. The tables ?) have 
some application in other group investigations ©). 

The restriction that » shall be odd seems to be essential to 
a simple result. For example, the orders 480 of insoluble 
groups are known to be 120 — 11?—1, 168 — 13°— 1, 360 — 19°- 1; 
60, 180, 336, 420, each being of the form p—1; and 8300 — 7.43—1. 


1) Dickson, On the cyclotomic function, Amer. Math. Monthly, vol. 12 (1905), 
p. 89. See foot-note to $ 6. 

2) For the fact that some of the largest numbers are primes, I am indebted 
to Dr. Lehmer of the University of California. who has in press à factor table 
up to 10 millions. 

3) Cf. Burnside, Proc. Lond Math. Sôc., vol. 26 (1894), p. 59; his table 
extends to p — 97 and contains misprints for p — 19 and 59. Cf. Frobenius, 
Ueber aufslôsbare Gruppen, IV, Berliner Sitzungsberichte, 1901, p. 1221. 
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Prime factorsofp?+p+1, p=2(mod 3), p<400. 


p b+n+1 p |p°+p+1l p |p°+p+l 
| 
2 7 101 | 10303 239 | 19.3019 
5 | 31 107 | 7.13.127 251 | 48.1471 
1) 719 113 | 183.991 257 | 61.1087 
17 | 307 131 | 17293 263 | 72.13.109 
20h19 197 |17.37.73 269 | 13.37.151 
29 | 13.67 149 | 7.31.103 281 | 109.727 
41 | 1723 167 | 28057 293 | 86143 
47 | 37.61 173 | 30103 311 | 19.5107 
53 | 7.409 179 | 7.4603 317 | 7.14401 
59 | 3541 191:1.7.13°81 347 | 7.13.1327 
71 b118 197 | 19.2053 353 | 19.6577 
83 | 19.367 227 | 73.709 359 | 7.37.499 
89 | 8011 233 | 7.7789 383 | 147073 
389 | 7.21673 


Prime factors of Q — 1(p#+p+1), p=1l (mod 3), p < 400. 


| 
p | Q p | (a p Q 
Loge nos Es | 

7 | 19 109 | 7.571 241 | 19441 
13 ! 61 127 | 5419 271 | 24571 
19 | 127 139 | 13.499 277 | 7.19.193 
31 | 331 151 | 7.1093 283 | 73.367 
37 7.67 157 | 8269 307 | 43.733 
43 | 631 163 | 7.19.67 313 | 181° 
61 | 13.97 181 | 79.139 331 | 7.5233 
67 | 7281 193 | 7.1783 337 | 43.883 
73 | 1801 199 | 13267 349 | 19.2143 
79 | 7:43 211 | 13.31.37 367 | 13.3463 
97 | 3169 223 | 16651 373 | 72.13.73 
103 | 3571 229 | 97.181 379 | 61.787 


397 | 31.1099 


On finite algebras. 377 


Prime factors of (p°—1)/(p—1), and of?) (x"—1)/(x—1) for x—2,86,7,11,18. 


. 
) p (p°—1)/(p-1) " 2— 1 à (8°—1)/2 
——_—_———— ———————— — 
2131 71127 711093 
3 | 11? 91 7.73 9113.757 
D111.71 11 23.89 11 ,23.3851 
7 | 2801 13 8191 13 797161 
| 11 5.3221 15 7.381151 15 |11°.13.4561 
13, 30941 17131071 17 ,1871.34511 
1788741 19 524287 19!1597.363889 
M 19 | 151.911 21,7*.127.337 21 | 13.1093.368089 
23 | 292561 23 47.178481 27 |13.109.433.757.8209 
29 | 732541 25 | 31.601.1801 29 | 59.28587.20381027 
81, 5.1117351 27] 7.73.262657 89 | 13°.313.6658.7333.797161 
37 11.41.4271 29  233.1103.2089 45 |11:.13.181.767.1621.4561. 
41], 6.579281 31 2147483647 .927001 
43 | 3500201 33  7.23.89.599479 
47111.31.14621 35 31.71.127.122991 | 
b3|11.1315581 37]1223.616318177 n | (5" — 1) / 4 
| 


59 11.41.151.181 39]7.79.8191.121369 
61| 5.131.21491 41 ,13367.164511353 


43 |431.9719.2099863 7119531 
45|\7.31.73.151.631.23311  9]|19.31.829 
47|2351.4513.13264529 1112207031 
49 |127.4432676798593 15 (LUS TL AS 7 

21 ,31.379.19531.519499 

25 | 11.71.101.251.401.9384251 


n (7"—1)/6 


7 |29.4733 

913:.19.37.1063 

11 1123.293459 

15 | 3.19.31.2801.159871 

27 | 3%.19.37.109.811.1063.2377. 


2583253 
n | (11°—1) / 10 n | (13° —1)/ 12 
7|43.45319 7 | 5229043 
9 | 7.19.1772893 9 |32.61.1609669 


1) For n odd and <50, as far as complete factorizations have been ob- 
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We proceed to the verification of the above theorem. For 
the first two tables, let 9 be the greatest prime factor of p?+p + 1 
or £(p*+p+1). The only factor !) = 1 (mod g) of p°—1 is found 
to be unity, except for p --= 137, 61, 67, 211, 277, or 373. For 
p — 137, the only factor = 1 (mod 37) of p°—1 is unity. For 
p — 61, the only divisors of p°—1 — 2?.3*.5.13.97 which are 
= 1 (97) are 1 and 8.5.18, the only ones = 1 (mod 13) are 1 
and 2?.3?.5.97; by the latter, G contains *) an invariant C,. For 
p = 67, the only divisors of p°—1 — 2.3?.72.11.31 which are = 1 
(mod 31) are 1,63; the only ones = 1 (mod 7) are 1, 2.11, 3°.11, 
83.11.81; the only ones = 1 (mod 11) are 1, 3°.7?, 72.31, 2.3?7.31. 
Unless C,, is invariant in G@, it is invariant exactly in a subgroup 
of order 2.7.11.31 containing a cyclic C,,,,; then the number of 
conjugate subgroups of order 7‘ would be a multiple of 31, so 
that G would have an invariant C,. For p — 211, p°—-1 — 2.3*5. 
7.13.31.37, so that G contains‘) an invariant C,. For p — 277, 
p°—1 — 2?3*7.19.23.193 Let C,., be not invariant; it is then 
one of 2.3.7.23 conjugates and invariant in a subgroup of order 
2.3.19.193, centaining an invariant cyclic C.. The only divisors 
= 1 (mod 19) of 277*—1 are 1, 2°.3°.7.23, 22.3.7.23.193 ; but neither 
of the last two can be the number of conjugate C,, in G in view 
of the earlier result; hence G contains either an invariant C;, or 
an invariant C,,,. 

In the tables for p°—1 and 13"—1, it suffices to take as q 
the greatest prime factor, since unity is the only divisor = 1 
(mod q). Finally, x"—1 (x — 2, 8, 5, 7 or 11) is not divisible 
by 12 and, except for 7°—1 and 7*’—1, contains no prime to a 
power higher than the second; hence‘) G contains an invariant 
C, y being the greatest prime factor. For 8*—1, G contains 


g? 


an invariant subgroup of order 7333.797161 and hence an 


tained. See Bickmore, Messenger of Mathematics, vol. 25, p. 43; vol. 26, p. 38, 
Before seeing this paper, I had effected most of the factorizations given; those 
borrowed from Bickmore’s tables have been checked, except the proofs that 
numbers> ten millions are primes. 

1) Wbile in many cases the use of the theorems below are simpler, I car- 
ried out this numerical work preliminary to the direct application of Sylow’s 
thcorem to sce to what extent à general argument was possible. 

2) Frobenius, Berliner Sitzungsherichte, 1902, p. 459. 

3) Burnside, Theory of Groups, pp. 358—9. The same argument applies 
to p — 67. | 

4) ‘Burnside, Theory of Groups, pp. 358—9. 
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invariant') Css For 7*—1, unity is the only factor = 1 
(mod 1063). 


$ 6. Second set of postulates for à finite field. 


By the well-known theorem due to Frobenius and Peirce, à 
linear associative algebra, in which the coürdinates lie in the 
continuous number system and in which division is always 
uniquely possible, is of the type of Hamilton’s quaternion system 
or one of its sub-algebras. For a finite number of elements, we 
have the following 

Theorem”). If for a finite set of elements subject 
to the operations addition and multiplication postu- 
lates 1*—4*, 14, and the right-hand and left-hand 
distributive laws hold, the set forms a field. 

As in $ 4, the number of elements is p", p a prime; and the 
elements e, form under addition an abelian group À of type 
(1, 1,..., 1), In view of the left-hand distributive law 5, the 
correspondence fx<e,rve, (i—0, 1, ..., p*—1) defines an isomor- 
phism Æ of À into itself. In view of the right-hand distributive 
law, the correspondence €, >< g © e, defines an isomorphism G 
of À into itself. Since the associative law 2* for multiplication 
is assumed, (f<e) <g—/f x (e x< g) Hence FG — GF. 
Hence *) the multiplicative group of the p°—1 elements +0 is 
simply isomorphic to each of two transitive n-ary linear groups 
modulo p, each operator of the one being commutative with every 
operator of the other. Except for p = 2, n — 6 and for 
p = 2-1, n = 2, there exists‘) a prime Qq dividing p"—1 but 
not p"—1 (m<n). Aside from these exceptional cases, a n-ary 
linear group of order y"—1 modulo p contains an operator 0, 
having the canonical form (19). But the only z-ary substitutions 
commutative with O, are the p"—1 substitutions with a similar 


1) Also since unity is the only factor of 3%—1 which is = 1 mod 7338, the 
greatest prime in (3*—1)/(3'8— 1). 

2) First proved by Wedderbnurn, Trans. Amer. Math. Soc, vol. 6 (1905), 
pp. 349—352. Following my simpler proof above, and using the same lermma, 
Wedderburn constructed two further simple proofs, loc. cit, 

3) This also follows from the fact that the elements form a linear associative 
algebra. 

4) bickson, Amer. Math. Monthly, vol. 12 (1905), p. 89. TI have since found 
that the theorem was proved earlier but differently by K. Zsigmondy, Monats- 
hefte, 3 (1892) p. 283; and by Birkhoff and Vandiver, Annals of Math. vol. 5 
(1904), p. 177. 
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canonical form and these form a cyclic group. Hence multipli- 
cation is commutative and the algebra is a field. 

Let next p — 2, n — 6. If there be an operator of canon- 
ical form (19) with mu, u*,..., u* all distinct, the preceding 
argument applies. In the contrary case, uw = 1, uÿ= 1 or u’= 1. 
In the second case, the multipliers are w, uw, u, u?, u*, u? and the 
operator is of period 3. In the third case, the multipliers are 
u,u,u?,u’,ut,u* and the operator is of period 7. But a G,, whose 
operators are all of period 1,3, or 7 would contain 63—7 = 56 
operators of period 3, whereas 57 is not divisible by 9. 

The case p — 2*"—1, n — 2, may be excluded directly or by 
the determination of binary groups of order p*—1 in $ 4, since 
each contains an operator whose period does not divide p—1. 


$ 7. On algebras satisfying all the postulates for a field 
except associativity of multiplication. 


We assume that postulates 1*—4*,1*,3*, 4,5, and 6* hold. 
Then!) addition is commutative, and the unique zero element 5, 
has the property that a xi, = i, <a = à, for every u; but 
we may?) now have axb = i,, a#+i,, b+i,. Although infinite 
algebras will be discussed incidentally below, we assume for the 
present that the algebra is finite. Let à, be an identity element 
for which 8* and 4* hold. Let à, be of period N under addition. 
Every element is of additive period a divisor of N, since 


a+ta+:.-to N terms = a x(i ++...) = axi, = ii 


Suppose that N has at least two distinct prime factors, and set 
N = pv, v> 1, » prime to p. Now s, =u+i,+:.. to v terms 
is of additive period p*, whence s, +. Also s,<a is of addi- 
tive period a divisor of p°, whence s, x a + à, for any a. Hence 
there is no inverse ofs,, contrary to 4* Hence the number of 
elements, being the order of the additive group, is a power of 
a prime, say p'. Let the type of the abelian additive group be 
(a, &y ..., dr), 1 €, be generated by independent operators of 
periods pi, ..., px, a = a, = ax > 0. From what precedes, 
i,. is of additive period p«. Suppose that «, — 1. Now s = à, 
+i,+:.-to p‘1-l terms is of additive period p, so that s + :,. 
Also, sx is of additive period 1 or p and hence + 4. Hence 


1) Trans. Amer. Math. Soc., vol. 6 (1905), p. 202. 
2) Sce algebras (38), (39), (41), (42), (43). 
25% 
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there is no inverse of s, contrary to 4* We have now 
proved the 


Theorem. For a finite algebra, the additive 
group is an abelian group oforder p", pa prime, 
RADULIEY DENT, 19,28 1) 

If w is an element of the algebra, we henceforth write ku 
for u+u+... to k terms, & being a positive integer taken mod- 
ulo p. In view of the theorem, the »” elements æ may be 
written zu, +...+aæu,, where w,,...,u, are fixed elements, 
Z,. ..., &, integer modulo p. Now the double distributive law 
holds in view of 5 and 6“. Hence a xx — Y ax(u,xu,). Also, 
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UXU, —= Ÿ) Yy U,, the y's being fixed integers modulo p. 
Hence tbe algebra is a linear commutative al- 
gebra with n linearly independent units modulo 
p, subject to the further condition that division 
shallalways be possible. We may take 1, as one of 
the units; we shall set «, — 1, as allowed since the elements 
xt. form the field of order p. In particular, if n — 1, the al- 
gebra is a field. 

If n — 2, the p° elements are x +yi, where à? — y, + pi. 
The condition that division by a + bi shall always be possible is 
that a?+ aby,—b*y, shall vanish only when a = b =0 (mod p). 
Hence must 2*—z27,—7, be irreducible modulo p. The algebra 
is therefore the Gf[p°]. A more direct proof follows from the 
fact that the units are *(r — O0, 1), so that the associative 
law holds. 

À similar argument shows that an algebra in one or two 
units with coürdinates in any field is itself a field. 

Triple algebras with coürdinates in any field F. 


Let 1,:,j be the units, linearly independent with respect 
to F, and set 


(36) & — a+ai+ Àj, ÿ = ji — b + Bi+ Bj, ÿ® = d+di+ Dj. 


The conditions for (r + si + tj) (x + yi + 2j) — 1 are 


x y 2 
r sa + tb sb + td — 1 
(87) s r+sa+tp sB + {à a, 
l sA+IB r+5sB+tD 610. 
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Denote the determinant by 7; the minors of », sa + tb, sb + id 
by Z,, 4,, 4,, respectively. We treat the algebras under two 
cases, according as there is or is not an element e = r + si + tj, 
s and é not both zero, such that Ce is a linear function of e in 
the field. 

Case I. There is an element e independent of the unit 1 
such that e? -— g+4%e We assume first that F does not have 
modulus 2. Let à — e—h/2; then à? — g+h*fa Let 7, — 7 —B; 
then 7, — b + BB + Bj. Hence we may assume that « — 4 — 0, 
B — 0, in (36). 

Bet: first. a, = 0., If.BH.0,) we: set, T1 = 4i/b, Je) 
+0/B?+b[B. Then 7° —0, I1J— J, so that 1(x+y1l 
+ 4J) = Ix + Je + 1. Hence B — 0. If b — 0, à does not 
have an inverse. Hence b + 0. Then 


A — 19+r#4D—rtd + 4900 — bst (2r + ÉD). 


Since s enters linearly, we set & — 1, r +0, r + —D/2, and 
uniquely determine s to make 4 — 0. Then Z,, + 0, and equa- 
tions (37) are not solvable. 

Let next a + 0. If a = B°, st { = 0, s —="1, r ="; 
then 7 =.0, 7, — 2B?) Let "next, a E b°1 B'FO"HEE 


J — j+çi+0, where 6 — Bo, (a— B?)p — —b; then iJ — BJ. 
Hence we may set « — À — B — b — 0 ïin (36). Then for 
r = 8 = 0, — 1, we have 9 — 0, Z,, — — Bd, whence Ô — 0. 
If d = 0, (x+yi+ zj)j = (x +yB + 2D)j + 1, whence d + 0. 
If D +0, we set r = —sB, s — 2BdD7'(a— B?)*, and have 


= 04, = 21. House D = 0. ‘Thus = a; y —MP}, 
9” == d, and 


A = (r?—as*)(r +sB)—dt(r—-5sB), 4, = r(r+sB), 4, = (sB-r). 


If a = aÿ, a square, we take r = a,s + 0, { — 0; then 7 = 0, 
4, =rs(a,+B)+0. If d = d,, we take r = dé +0, s — 0; 
then 9 = 0, 4,, = r'. Hence, if B + 0, a and 4 are not- 
squares. Hence FÆ' cannot be the field of all complex numbers. 
Let F° be a Galois field or the field of all real numbers, so that 
a/d is a square, 4°. Take { = 6s + 0, r == 0; then 4 — 0, 
4 + 0. 

Finally, let a +0, B — 0. Since i(3—a"'bi) = 0, we 
may set b.— 0. Hence # =a, ÿ —0, ÿ = d+ di + Dj. 
For r —=s—0, t — 1, we get 4 — 0, Z, = Ô, whence 
Ô = 0. If D +0, we set 1—=j-Df2, J=i, obtaining 
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= d+ Dh, IT = —-{ DJ, J'— à, an earlier case. For D —0, 
we bave ?— a, iÿÿ — 0, j* = d. Then 
UE a EC NT = = F8, À, = 11. 


Ia —"a;, set r = ns +0, & — 0, whence 7 = 0, 2, —= r:. 
EU set PRE 0 — 0, {whenco 7.— 0, 7,0: 
Hence a and d are not-squares, so that Z° is not the field of all 


complex numbers. For Galois fields, we way set r — 1 and 
choose s,{ to make 7 — 0. For the field of all real numbers, 
we may set a = — a, d = —d}, I = ila, J — j/d,, whence!) 

(38) = ele Er TES JT 0, 


Now r'+s+8 — 0 only when r — s — ét — 0. Aside from 
this case, 


(85°) e+sL+tn) (ES) = 

We note that there is a unique set of real solutions x, y, z of 
(38”) Gr +sl+tJ) (x +yl+el) = À + ul + vd, 

ir 60. Tir —"0, (88") requires that sv = tu. If r —,0,.s 
and { not both zero, and sv = tu, there is an infinitude of sets 


of solutions of (38). 

Theorem. For case I, there exists no triple al- 
gebra when F'is a finite field with modulus + 2 
or the field of all complex numbers. When Fis 
the field of all real numbers, every algebra may 
begiventhe form (38. When Fis the fieldof all 
rational numbers, there exist algebras; for 
example”, 


(39) LE Er 0S Ja, A = p Am €), 
u = quadraticnon-residue of d. 


Let now Z° be the GÆ[2"] By hypothesis, we may set 
em gEihisLetil=td(itf} Then tt Lil +RG, à = 


1) This algebra may be derived (by setting I = à, J = j +) from the 
one given by me, Zrans. Amer. Math, Soc., vol. 6 (1905), p. 204, [2*]. Cf. 
p. 189, A/,. 

2) Since r°— as?-- dt? — 0 only when the rational numbers r, s, t all vanish. 
If r — 0, and 5, t are not both O0, then 4 — 4, = dj = dis = 0; bat then 
(si + tj) (yi + 4) = L'if say + tdz — 1, with an infinitude of solutions y, 2. 


384 Leonard Eugene Dickson, 


+ hf+f?. If the function G is reducible in the field, we deter- 
mine f and # to make I? — O or I. If G is irreducible, then 
h +0 and we take 4 — h°' and choose f to make G/A? equal to 


a fixed root of É?+£ +7 — 0, where (Linear Groups, p. 199 
or 29) 


(40) LRU... HITS 1, 


Hence #? = 0, à, or i+/!, where L is a fixed root of (40), e. g. 
l — 1 if n is odd. 

For # = 0, we may set B — 0, B — 0, b+0, as above. 
Replacing 7 by 7/b, we have à? = O0, ij — 1. Now s occurs in 
4 only in the term Dst’; hence the case D + 0 is excluded as 
above (under a — 0). Hence 7? = d +05, 4 = r° + rt°d + 150. 
If  — O and d +0, set r — 1d*+ 0, whence 9 — 0, 4, = r?. 
If à = d — 0, we obtain the algebra 


(4) . #0, ÿ = ji = 1, j = 0, in the GF(2]. 
Indeed, 7 = r°, 4, — r°, 4, = rs, 4,, = tr; hence for r + 0, 


CR (24 
fit a)=1 


r 


(41°) (r + si + tj) Ë + 


For r — 0, s and ft not both zero, the conditions for an inverse 
reduce to x —= 0, ty +sz — 1, having 2" sets of solutions in the 
field. Next, for 0 + 0, d — 0, the case Ô — y* is excluded, since 
4—=0, 4, +0 for r = y, t = 1., Now (Linear. Groups, 
p. 45) every mark of the GF[2"] is a cube if and only if n» is 
odd. Replacing à by ki, ÿ by k#*y, we have Ô replaced by d/Æÿ. 
Hence there remains the case x even and Ô — » or »?, where v 
is a particular not-cube. We obtain the algebras 


(42) = 0, ÿ = ji = 1, j* = di, in the GF[2"], n even, 
where d = »v or v?. Then 4 = r*+4%0 vanishes only when 
r —t = 0; then (si) (yi+s"") = 1 for any y. For d +0, d+0, 


a similar discussion shows that the algebra exists only when of 
the type 


(43) 0, ÿ=ji=1, j* =d+0i, @°+çd+0 irred. in GF[2"]. 


It therefore exists for every n. Thus, for n = 1, d— 0 — 1!) 
The discussion of the cases 2? — à or 2+7/, on which I do 
not enter here, is facilitated by the fact that D+0, since 


1) To pass from this to the algebra [2*], marked [2+] by a misprint, of 
Transactions, 1. c.. p. 203, set 1 — (0, 0, 1), i — (0, 1, 0), j = (1, 0, 1). 
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otherwise there exists a linear function e such that et — 0, 
leading to the preceding case. We pass at once to the more in- 
teresting and difficult case. 

Case II. There is no element e independent of the unit 1 
such that e? is a linear function of e By introducing a new y, 
we may set à — j. Set e — r+si+#t#j. Then e? — 10 + xi + @ÿ, 
where 

uw = r?+ 2stb + Ed, x = rs + 2stB +10, og —s?+9rt +2stB +12D). 
By hypothesis, e?=— Ke+7 requires s — { — 0. Hence 
(44) CE sg—tx — s°+2s"B+st{D—2B)—1°0 
vanishes only when s — { — 0, and hence is irreducible in F. 

Theorem. Ifthe algebra exists, 4 vanishes only 
whenr—s—{t—0. Hence a product vanishes only 
whenone factor vanishes. 

It suffices to show that Z,, Z,, 4, are not all zero. From : 
(37) with a = « = 0, À = 1, we get 

4, == r°+r(t8 +tD +sB) —-s°B—st0 + {’(BD — Bo), 

d, = s'+stB-rt—Ë8B, di = rs+sB+stD—stp —1*0. 

Upon eliminating rt between #7, — O0 and 4, — 0, we get 
(s+4B) C =0, C being given by (44). If C—0, thens—=t—0, 
and then r — 0 by Z, = 0. Ifs+1B = 0, andt+0, then 
r +tB — O0 by 4, — 0. Then 9, — {(B°+28B-DB—0). If 
the last factor vanishes, (44) vanishes for { — 1, s — — B. 


Hence Z, + 0. 
Let 1—r+si+t}, J—=r.+si+1,1, where 6 = sf, —ts, +0. Then 


l= 1+ul+vd, v = CJo,u = (tx—s0)]0, À = w—rv-ru. 
We desire that l°— J. Now x and o are not both zero by (44). 
Hence uw — O requires that s, — mx, {, — me, m+0, Then 
v —= l/m. Hence we set m = 1, r, — w Every transfor- 
mation of units which preserves = j has the form 
(45) I=r+sitt), J = w+xi+o), 
(45”) i = (tw—re+ol—-t1J)]C, j = (rx-sw—-x1+sT)[C. 
Then 1J = X+Yi+Zj — L'+B'I+B'J, where 
X = wr+tod+bh{xt+so), Y = ws+xr +108 + Bxi +5), 
Z = ut+xs+re+foD+ B(xt+so), 
b'= X+(Yhw— Yro+Zrx—Zsw)|C, B'=(Yoe—Zx)/C, B'=(Zs— Yt)]C. 
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We find that 
(46) B' = 3r+sB +(B+1tD. 


We can always make B' — O0 by choice of r, s,é such that 
C+0 We therefore set B — 0 in our original formulae. 
Further, 


(47) bO—Bd +0, K=7r—rsB+shb ïis irreducible in F. 
Indeeds Ya Kifornt =, Os = 00 fd for ne = 0, 6 = 
We exclude for the present the exceptional case when F has 
modulus 8. We take »r — —1#(8 + D), so that B'— 0. After 
a long computation, afterwards checked, I found that the division 


by C, indicated in the above expressions for b’ and B’, is exact 
algebraically, and that the following values result !): 


(48) B'— Bs?+st(0 +2b)+td+41%(B2—BD + >), 

(49) b — bst+sd+5istB(B+D)+4st"b(28— D)+4st#0(B+ D) 
+8 — 4 A28— D) + 57 B+ D) (28— D) (B-—2D) 

The algebra will be a field if ÿ? — i(ij) and if (47), holds. Hence 

(50) Conditions for field : d=—0, d=b, D=—B; 9*—-oB+b irreducible. 


Let F be the GF[2|. In view of (47), o*—-oB +b is irre- 
ducible modulo 2; hence b = 8 = 1 (mod 2). Similarly, by (44), 
Dæ=ô=1 Then d = 0 by (47,. Hence an algebra of 
8 elementsisthe G1'[2°]. 

Let F be the GF[2?], defined by &8°= +1 (mod 2), and 
having the marks 0, 1,8, +1. Now o—0B+b has a linear 
factor in the field only when b — 0, B+1, Be+1, or Be+1)+1; 
hence it is irreducible only when 8 — 0, b = & or s+1; B+0, 
b — 1. Hence, by (44), D = 0, d = & or s+1; or D+HO, 0 = 1. 
For B — 0, b = &, (43) now gives B — st0 + 1*4 +1}. Since 
s enters linearly and à + 0, we can make B’ arbitrary by choice 
of s, {. Hence all the cases can be derived from the case B— 0 
by a transformation of units Now which of the roots of the 
irreducible congruence is designated by &, and thus the other by 
e +1, is a matter of notation. Hence we may set B — 0, b = &. 
Then,(87) for 4A= 1, a = a. =,.P — 0, gives 


(51) À = + r D + rsto + rt'd + s%e + 190e + ts De + s°td. 


For D = 0, à = &, set s — 0; then 9 — r°+ r1*d + t%e?, which 
is irreducible only when d = 0; hence by (50) the algebra is 


1) See the remarks at the end of the paper. 
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the GF[2]. For D=—0, d = s+1, s — 0 gives 4 = r° 
+rtd+t, whence d + 0; r — 0 gives 9 — #9 +154 + 5%, 
whence d = 0. For D+0, 2—1, r—0 gives 2 —at(st 
+ s'tde* + stD + t%), which has the factor s +4, s + et, or s + &°t 
if d + D = 0, de+ Ds — 0, or d+ Ds! — 0, respectively. 
Hence must d — 0. Then for s — 0, 4 — e(t°+ tr? De? + r8e?), 
which is reducible since D +0. Hence an algebra of 4 
elementsisthe GF[2f]. 

The case of modulus 2 is exceptional here, just as in Case I. 
In fact, it is shown below that if F does not have modulus 2 
there exists an algebra not a field. I first give in brief the 
computation that led me to discover this algebra, and that seems 
to indicate its uniqueness. The most important remark in the 
direction of simplifying the work is that we may give to 8 and 
b any fixed pair of marks such that 9°—08 + b is irreducible in 
F. While this could doubless be proved directly ‘) (as in the 
preceding case) by means of the transformation (45), leading to 
(48) and (49), it follows indirectly from the existence and the 
uniqueness of the GF{[p"], so that a root of one irreducible con- 
gruence of the n‘*° degree is expressible is a polynomial function 
of a root of any other, and hence as a linear function of our units 
1, M = 2; cs 

Let F be the GF[b], We may set!) 8 — 1, b = 2. Bya 
consideration of the possible linear factors, I find that 2°+#%x+c 
is irreducible modulo 6 if and only if c?= 2k-—k°%, k+&0 (mod 5). 
It follows that y° + 1y° + uy + v is irreducible modulo 6 if and 
only if 


(2) (v+45—Qu) = 2(u—24*)—(u—24%), 4, p not both = 0. 


Since (47), is satisfied, Z vanishes for { — 0 only whenr = s— 0. 
Hence there remains the case #Æ0, so that we may set r — y, 
s — 6t. Then Z becomes y?+ 1y? + uy + v, where 


1=D+1l,u= D-—-d—-06?—-0(8—1), v = 20°+ 0d—206D +20 —d. 
4 
Substituting these in?) (52), and reducing mod. b, we get Zu, 


where 
e, = d*+ 29*—2D°— Dd—2D8—2D + d—0 +2, 
1) I carried out the proof in full for F the GF[6]. For the GF[8"] the 
transformation (45) leads to (62) and is easily handled. I have proved the 
result directly for n = 1, 2. 
2) Note that w + 0 for every s. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1906. Heft 4, 28 
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the values of the other c, not being used. Hence must r, = 0. 
Next, by (47), it must be impossible to find values of s, { making 
B' = 0 in (48), since p° +0’ is reducible modulo 5 for every b'. 
Hence the discriminant of the quadratic form (48) must be a 
quadratic non-residue of 5. Hence, incorporating (47), we have 


(53) d+20, (0—1)—4[d +2(1—D + D?)] = £2 (mod b). 
Finally, by (44), x°+x(D—2)—0 must be irreducible. Hence 
D&2, 8? = 2(D—2)-(D—2) (mod 5). 


Thus if D = 0 or 1, d’ = 4; if D = 3 or 4, = 1. For D =0, 
Ô = 2, (68) gives d = 0, whence c, = 3. For D = 0, à = 8, then 
d=2,c,=8 For D = 1, 0 = 2, then d = 0, giving the GF[5*] 
by (60), For D =1, à =3 then d=2, «,=1. For D = 4, 
d=1then d=1,c, =3 For D=4, 0 = 4, then d=2,r,=l1. 
For D=3, 0=1, then d=3 or 4, «,=d*—24—2 +0. Finally, 
for D =3, Ô = 4, then d =0 or 4, ce, =d’—-2d4+2; hence d =4. 
For D=3, 8 =4, d=4, I verified that also =, =c =r, = 0, 
thus leading to the non-field algebra 


BD = j, ÿ — ji —2+i jÿ = 4+4i+8 (mod 5); 


(b4”) d' = r°—rt—rs—3rst—rt? + 2s3— st — 512 — 15, 
The GF[5°] differs form (54) in having y = 2i +), and 
(55) Ad — + 9rt—rs?—rst + rl? + 253 Ds 48, 


Since division is always possible in the GF[5%], 4 = 0 only 
when r—=s—t{#{—0. To prove the same for 2’, we note that 
4 becomes Z’ when r and # are replaced by r + # and 34, respec- 
tively, in 2. 

Let Æ be the GF[7]. Since x — 2 (mod 7) is irreducible, 
we may set 8 — 0, b — 2. Now (44), with B — 0, must be 
irreducible. But 2°+ /)x—0 has a linear factor modulo 7 if and 
only if D = +9—1, + 30—4, or t20—-2. Hence irreducibility 
happens only when d = +1, D = 1, 2, or 4; à = +2, D = —1, 
—2, —4, or 0; Ô = +3, D — 0. A synthesis of these shows 
that x°+ Dx—0 is irreducible modulo 7 if and only if!) 


(56) D(69+ 39? +5) + D(0* + d*+ 2) + 0*+87+1 = 0 (mod 7). 
The argument for » = Bb leading to (53), cannot not be used. 


1) It is simpler to apply the double criterion: 8? = 2D5 — 1 if D + 0; 
002 0141 D "0. 
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But we need examine only one-third of the total number of cases; 
for TI = si, J = s'j, where s® = 1 (mod 7), 1 = J, 1J = 2, 
J°= sd + 81+s DJ, so that we can multiply d by s and D bys°. 
In 2 set s = ot, r — (y+2D; then 


AI = Q = y+(2D°+0)y+(v+2Du—-2D5), 
u ——d+0(3—0), v — 20%+ od—26D + 26. 


If 0 — 3, D —0, we may set d — 1, —1, or 0. Now Q = y—«dy 
+26%+0d—1 vanishes for d — 1, o — 0, y ——2; d — —]1, 
o—=l,y—=0; d=0,0 = 1,y = —-1. For à = —8, D—0, 
We get Q —O0if (d, 6, y) (1, —1, 0), 11,22), (0, 0): 
For d = 1, we may set D — 1; then Q = 0 for (4, 6, y) 
= (0, 0, 0), (1, 0, 1), (—1, —1, 2), (2, 1, 2), (—2, 0, 4), (8, —2, O), 
(—3, 2, 0). For à = —1, we may set D — 1; then Q — 0 for 
(d, 6, y) = (0, 0,—1), (1, 1, 2), (—1,—1, 4), (2, 0, 1), (—2, 0, 0), 
(8, 0, 3), (—3, 1, 0). For à = +2, we may set D — —-1 or 0. 
Por 62 D =], Q = 0 if. (d, 0; y}f== (01,54), (1, —1,°0), 
(—1, 0,—1), (2, 1, 0), (8,—1,—1), (—3, 0, 0), For à — —2, 
D = —1, Q = 0 for (d, 6, y) — (0, 1, 0), (1, 1, æ}; en 0,—1), 
2,4,—1),5(—2,10,,1),1(8, Li), (=3,.0, 0) Ford =:t2/D=0, 
we mayiseted=01l;—1,.0r 0. For 0, =, 2, D = 0, Q = O'for 
(1, 1, 0) and (—1, 0, 2); for d — 0, we obtain the GF[7°] by 
(60). For à = —2, D = 0, Q = 0 for (1, 0, 4) and (—1, 0, —2); 
for d = 0, Q — y—206y + 26°—4 is irreducible for every 6, since 
(26% -4)?=2%—20) —1 if 6 +0, while ÿ+4 Hence the single 
non-field algebra (given by d = —2, D = 0, d = 0) is 


(57) = 7, ÿ = ji = 2, j? = —2i, d'= r#+2s—A4{8-2rst (mod 7). 


The GF(75] has ÿ? — 2i, 4 — r°+2s5+4/—Grst. If in Z we 
replace { by —2{, we obtain ZJ'; we have thus an indirect proof 
that J' = 0 only ifr=s=t=0 (mod ?). 

Let F be the GF[11]. For each value of w + O there are 
four values of 4 for which x°+1x+w is irreducible modulo 11, 
viz., À — 49, bo, —49, —-30, where op — Vu’. Note that there 
is a unique cube root of every integer modulo 11. We may take 
b—1, B— 3 By (44), y‘+y(D)—6)—8 must be irreducible. 
Hence the possible values of 0, D are 
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() D 
| 3 
+1] —1, 0, 2,3 
(58) +2 | —83,-2, 2,4 
+3 0, 1, 4,5 
+4! —4,-8,-1, 5 


a ob A 


Since @°+ b’ is always reducible, 8’ + O by (47). Hence the quad- 
ratic form (48) must have its discriminant a not-square: 


(59) (9 +2)? —d—4(9—3D + D?) = 2,6,7,8 or 10 (mod 11). 
Setting s — ot, r — (y—1—4D}, we get Z[t° in the form 


(60) y*+wy[D—4D!—-3-d—30—0(0 +2)]+ 06 La o(d + D +3) 
+ 6(0+2 +40D—4D) + 8 -24+44D—-4D°—4D'—D +2. 


I have examined completely the cases d — +1, +3 of the table 
(58), for which (59) holds and d + 40 by (47),, and proved that 
(60) vanishes for suitably chosen values of y and 6 except when 
0 — 1, D = 3, d = 0, leading to the GF[115%] by (60), and when 
0 — 3, D = b, d = 2, leading to the non-field algebra 


(61) =, ÿ = ji = 1+8i, j* — 2+8i+57, modulo 11, 
(61) 2° = r°—3rt + 2rl—3rs? —Drst + 5% + 25%1—Dst? — 34. 


For the GF[11], 2 = r° + Gr—2rt%—3rs? —Brst + s5— 351? + fà. 
If in Z we replace r by r +3, t by —2{, we get d'. Hence 
4! = 0 only whemr=s—=t— 0. 

Finally, let F be the GF[3*], a case excluded in deriving 
(48) and.(49). We have B = 0. To make B' — O0 in (46), set 
t(B+D)=0. IfB+D—=0, C = s—-{0 would be reducible, con- 
trary to (44). Hence we set { = 0, s +0. Then X = r° + bs°, 
Y = Bs°, Z = 0, whence 
(62) b = K = r—7rsB+ sb, B' — Bs!. 

There exists a cubic 4°—x—c irreducible in the GF[3*]; if n is 
not divisible by 3 we may take c = —1 (Linear Groups, 


p- 29). For the cases n — 1 and n — 2, here treated com- 
pletely, we may therefore set 8 — b —1. Thus 5 — ÿ, ÿ —1+;, 
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Ÿ? =d+8i+ Dj. A special case of transformation (45) is 1 — i—1 
J = j+i+1. Then 


63) l—J, IJ—=1+1, J'= DJ+(1+0—D)I+1+d+0+D. 


Let first n — 1. Then (44) is irreducible only when D = 1, 
ô = +1 (mod 3). If d = —1, we can by (63) replace d by d+1 
(mod 3) in our initial relations; by a repetition of the transfor- 
mation, we obtain d = à, a case excluded by (47). Hence d = 1, 
d=0 or —1. The case d = 0 gives the GF[38%] with 


(64) A=T+S + tr rs —rs?, 
The case d = —1 leads to the non-associative algebra 
(6b) =) ÿ=p=iti, ÿ = i+j-i1, 
(65”) d'=r+ss rl rt Ps—rs —ts. 


Indeed, by replacing » by r+é in 4, we obtain 4’ modulo 8. 
Let next n — 2 and define the GE[9] by 9° = —1 (mod 3). 
By (44), x°+x(D+1)—0 must be irreducible in the GF[9]. This 
requires that (D+1,0) = (1,u+o), (—1, +l+ve), or (+e, 
w+vo), where w + +v, u, v, w being integers modulo 38. Of two 
cases which differ only in the sign of 9, one may dropped in view 
of the defining congruence. 
For D = 0, d = u+o, we apply (63) and have à replaced 
by +1, and ultimately by Ô0+u. Hence we may set D = 0, 
Ô — 9, and d+@ by (47). Now, for { — 1, 4 becomes 
À, = r$+r—rd—rs(o—1)—rs? + s%+ 524 +0 —d. 


1 


For any d, we can make Z, = 0. For d — —1, —@, 1—o, 
1+0, —1—0, we take s = 0, r = 1+0, —0, 1, —1+0, —1—0, 
respectively. For d = 0, 1, —1+0, we take s = 1, r — 1, 
1—9, —1, respectively 

For D — 1, à = +1+ve, we apply (63) and have à re- 
placed by d + 0—1, à being unaltered. Hence we may add d—1 
or 2(0—1) to d. If v — 0 and d — —1, we may therefore set 
DO or d'=SP0 tuen7:="0t fort 0, FEMMES Mor 
t—1,r —0,s — 1+0, respectively. If v + 0, we can make 


d'intesral If di = 1, 4= 0 for r = s = 1, If d = —1, 
Ô = 1+9, 4 = 0 for r = 0,s = —p@f. If d = —1, ê = -1 
+e,4—0forr = (1+ç}, s = —-ot. If d = 0, 9 = 1+6, 
4—=0 for r—=(-1+0), s=et. ff d=0, à = —-1+0, 
4—=0forr = —t,s — gt. Finally, let v = 0, d = 1. Then 
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d+1 by (47) For d=60, pe—1, o+1, we take r — 0, 


S = (o—1)f; r = 0, s — —@t; s — 0, r — —çot, respectively, 
and get 4 = 0. For d = 0, we have the GF[9] by (60) For 
d = 1, d = —1, Ais given by (65); it vanishes only when 


r=s—t— 0in the GF[9]. Indeed, the argument from (64) 
holds since 2°—x+1 ïis irreducible in the GF[9] as well as 
modulo 3. L 

Finally, for D = ç—1, à — w+ve, v + w, we apply (63) 
and have 0 and d replaced by d—op—1 and d +0 +9. Hence we 
can make Ô an integer + 0. For = 1, we have d + 1 and 


A = r'+ort+rf(e—1—d)—rs" ++ s44—s6(0—1)+#(1—d). 


But 4 = 0 for t = 1 and (d, r, s) — (0, 0, —@), (—1, 1, e +1), 
Ce, ©, e—1), (—e, 0, e+1), (e+1, 0, 1), (e—1, 1, 1), (—e+1, 0, 
9—1), (—o—1, 1, o—1). For d — —1, we set { — 1 and have 
4 = 0 for (d, r; ) (0, 0, €), (1, e+li, OT 1), (o, 0, e=1), 
(—e, 1, ta (o+1, 1, 0), (e—1, 0, Oo EE 0 0 Er 
—@, O0 —1). 

Hence for n = 2, the algebra is the GF[3°] or the 
non-field (6b). 

We may now make a synthesis of the unique non-field al- 
gebras obtained when F is the GF{p], p — 3, 6, 7, 11, or the 
GF[3]. Now for # — j, ij — b+/Bi, we have a = « — B—0, 
A —= 1; then the determinant of (37), written in primes, is 


(66) r34+ r#4(8" + D')+ rt(BD'—d')—rs28" —rst(0 + 2b') 

+ 5%" + s°td'—stb'D' + 4%b'0"—d'B"). 
Letting d' = 0, d = b, D' = B', and dropping the primes, we 
obtain 
(67) A = r°+ 2748 +rl8? —rs?B—3rstb + s%b— st?2bp + t%b?, 
the determinant for the field-algebra defined by the equation 
x°—Bx—b irreducible in F. Now f:: the above five special cases 
of F, the determinant 4’ for the non-field algebra may be derived 


from 4 by replacing r by r+8, € by —2t4. Ma'-ing this replace- 
ment in (67), we get 


(68) d'= r%—r#48—ri*B"—rs?B + Grstb + sb —s4p? + 2s°0f + (B°—8h*)t. 


Now A' is identical with (66) if and only if d = b, d' — —B}!, 
B— B, 1) — —2B, 9" — —8h. Hence division is always 
uniquely possible in the non-field algebra 
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(68) = jy = ji = b+ fi, j? — —B?—8bi - 926), 
with z°—8x—b irreducible in F, where F is any field not 
having modulus 2. 

The problem of triple algebras may be attacked differently. 
Let 
(69) dj, ÿ = ji = b+Bi, ÿ* — d+0i+ Di. 
The equation satisfied by a number M of the algebra is 


Let nl ie M =7r+si +ü, 
r'—M? s't |—0, M'=r+s'itti, 
FM ST M3 = r'+s'i+ tj. 


The coefficient of — M5 equals C = s5+ s4#D—2B)-08#. We find 
that the coefficients of M*, M, M° are divisible by C, so that 


(70) 


(11) CI-M+M'3r+(8+DY]+MR+A4| = 0, 
where 4 is given by (66) with the accents dropped, and 

0A 
(72) R = Bs*+(d—BD)t?+ (9 +2b)st—3r?—2(B + Dirt — ES 
Since B — 0, C is the cubic (44). The connection with (46), (48), 
(49) is obvious; for r — —1(8+D, R becomes (48), and 4 


becomes (49). Finally, if we set M — u+r, the second factor 
in (71) becomes the cubic form 4 with —w written for r. Hence 
from the present view, as from the earlier, the problem reduces 
to the study of cubic forms 4 which vanish only when all three 
variables vanish. 


The University of Chicago, April, 1905. 


Ueber Pyroelectricität an centrisch-symmetrischen 
Krystallen. 


Von 
W. Voigt. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Juli 1905. 


I. Entwickelung des Problems. 


1. Krystalle ohne Symmetriecentrum sondern sich bekanntlich 
nach ihrer pyroelectrischen Erregbarkeit in zwei Gruppen. Die- 
jenigen Krystalle, welche eine einseitige ausgezeichnete Richtung, 
z. B. eine ausgezeichnete polare Symmetrieaxe besitzen, werden 
durch gleichfôrmige Temperaturänderungen erregt, die übrigen 
nur durch ungleichfôrmige. Die letzteren erfahren dabei die 
Erregung nur in Folge der die Erwärmung begleitenden Defor- 
mation, und zwar ebenso, als wenn dieselbe auf mechanischem 
Wege bei ungeänderter Temperatur hervorgerufen würde; die 
Erregung der ersteren enthält im Allgemeinen einen Antheil, der 
von der die Erwärmung begleitenden Deformation unabhängig ist 
und auch dann bestehen bleibt, wenn die Deformation durch 
mechanische Mittel aufgehoben ist. 

Diesen Vorgängen, die ich hier kurz als polare Pyroelec- 
tricität bezeichnen will, und deren allgemeine Gesetze ich vor 
ziemlich langer Zeit entwickelt habe‘), stehen nun sebr merk- 
würdige thermische Electricitätserregungen an centrischen Kry- 
stallen gegenüber, die sich den bisher angewandten Erklärungs- 
principien nicht fügen. Da sie centrische Symmetrie besitzen, 
werde ich sie zunächst alle kurz als centrische Pyroelectricität 
bezeichnen und erst später untersuchen, ob darunter einige und 


1) W. Voigt, Abh. d. Gôtt. Ges. d. Wiss. 36, 1, 1890; Wied. Ann. 56, 701, 
1895. 
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welche wirklich, nämlich in den kleinsten Theilen centrische 
Erregungen repräsentiren. 

Die Beobachtungen über centrische Pyroelectricität sind aufer- 
ordentlich zahlreich. Entdeckt ist die Erscheinung 1760 von 
Canton am brasilianischen Topas, bestätigt an diesem Kôrper 
und aufgefunden an einigen weïiteren 1801 durch Hauy; an 
vielen Krystallen, z.B. Flufispath, Granat, Kalkspath, Beryll, 
Schwerspath fand sie 1817 und 1818 Brewster, dessen Wabhr- 
nehmungen 1843 zum Theil von Rief und Rose bestätigt 
wurden !). 

Jahrzehntelange Arbeit hat der Pyroelectricität der Kry- 
stalle überhaupt, und besonders auch der centrischen, Hankel?) 
gewidmet, und wenn auch die von ihm hauptsächlich angewandte 
Beobachtungsmethode vom Standpunkt der Theorie aus wenig 
glücklich ist, und seine Bestrebungen, die Erscheinungen zahlen- 
mäfBig zu fassen, wenig Resultat gehabt haben, so haben seine 
Untersuchungen doch nach der quantitativen Seite hin viel Wich- 
tiges ergeben und jedenfalls die grof$e Häuñfigkeit des Vorkommens 
centrischer Pyroelectricität gezeigt. 

2. Da auf die Hankelschen Resultate mehrfach zurückzu- 
greifen sein wird, so mag erwähnt werden, da8 bei den wichtigsten 
seiner Beobachtungen der Krystall bis auf die zu untersuchende 
Fläche oder Kante in Kupferfeilicht eingebettet in einem Lauft- 
bad erwärmt wurde; nach Erreichung der gewünschten Temperatur 
wurde behufs Entfernung der anfänglichen Oberflächenladungen 
die Krystallfiäche oder Kante mit einer Flamme überstrichen, dann 
das System — mitunter durch Stellen der das Kupferfeilicht ent- 
haltenden Schale auf eine kalte Metallmasse — zur Abkühlung 
gebracht. Während der letzteren geschahen die Messungen der 
auf der Fläche oder Kante scheinbar auftretenden Ladungen, und 
zwar in der Weise, daB verschiedenen Stellen ein mit einem Han- 
ke 1 schen Electrometer verbundener Platindraht bis auf eine nahezu 
constante Entfernung genähert wurde; seine Influenzirung durch 
den Krystall machte sich am Electrometer geltend. Durch cy- 


1) Genaueres über die älteren Beobachtungen findet sich in den unten citirten 
Hankelschen Abhandlungen, insbesondere Abh. d. Kgl. Ges. d. Wiss. in Leipzig, 
10, 345, 1872. 

2) W. Hankel, Promotionsschrift, Halle 1889, Habilitationsschrift ebd. 1840; 
Pogg. Ann. 49, 493, 1840; 50, 237, 1840; 56, 37, 1842; 61, 281, 1844; 74, 231, 
1848; Abh. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Leipzig, 4,..., 1859; 8, 323, 1866; 9, 
357, 1871; 10, 273, 345, 1874; 11, 477, 1878; 12, 8, 203, 1879; 14, . . 1881. 
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klische Wiederholung der auf ein Object bezüglichen Messungen 
wurde versucht, alle Zahlen auf denselben Zeitpunkt zu reduciren. 

Die Einhüllung des Krystalles in einen Leiter sollte offenbar 
die Ladungen einer Fläche oder Kante für sich allein zur Geltung 
bringen, und sie würde diesen Zweck auch bis zu einem gewissen 
Grade erreicht haben, wenn, wie Hankel angenommen zu haben 
scheint, die scheinbaren Ladungen-wirklich nur auf der Oberfläche 
des Krystalles erschienen. Das ist nun aber bekanntlich durchaus 
nicht stets der Fall; es gilt vielmehr wahrscheinlich blos bei 
gleichférmiger Erwärmung von acentrischen Krystallen; ist es aber 
nicht der Fall, so complicirt der einhüllende Leïiter nur den Vor- 
gang und erschwert dessen theoretisches Verständni8. Und selbst 
die scheinbare Ladung der frei gehaltenen Oberfläche wird durch 
die Einhüllung verändert; offenbar influenziren die Randtheïle der 
Fläche relativ stark die unmittelbar benachbarten Leitertheile und 
die Beobachtung wird demgemäf die Ladungen aller Randstellen 
gegenüber denen der Flächenmitten zu klein geben. 

Wenn dann Hankel die auf seine Weiïise erhaltenen Zahlen 
in das Netz des beobachteten Krystalles einträgt und dadurch 
den Anschein erweckt, als ständen diese Zahlen alle miteinander 
in einem inneren Zusammenhang, so ist hierauf natürlich nichts 
zu geben. Für das VerständniB und eine eventuelle Erklärung 
des Vorganges hat man immer in Betracht zu ziehen, daf jede 
Fläche oder Kante einzeln beobachtet ist, während die ganze 
übrige Oberfläche des Krystalles mit einer zur Erde abgeleiteten 
leitenden Hülle umgeben war. 

Die letzten ausgedehntesten Beobachtungen Hankels nach 
der beschriebenen Methode bezogen sich in chronologischer Folge 
auf Boracit, Bergkrystall, Topas, Schwerspath, Aragonit, Kalk- 
spath, Beryll, Idocras, Apophyllit, Gyps, Diopsid, Orthoklas, 
Albit, Periklin, Apatit, Brucit, Coelestin, Prehnit, Natrolith, Sko- 
lezit, Datolit, Axinit, FluBspath, Seignettesalz — also auf eine 
groBe Reihe von Kôrpern, unter denen die Mehrzahl centrisch- 
symmetrisch ist. Bei FluBspath glaubte Hankel auch eine di- 
recte photoelectrische Wirkung gefunden zu haben, die von anderer 
Seite bestritten ist, und auf die wir jedenfalls nicht eingehen. 

8. Was die von Hankel über die Pyroelectricität an centri- 
schen Krystallen erhaltenen Resultate angeht, so haben sich 
— allerdings durch Stôrungen vielfach verwischt — gewisse Ge- 
sctzmäfBigkeiten unzweifelhaft ergeben. Die electrische Er- 
regung findet insbesondere bei steigender und bei 
fallender Temperatur in entgegengesetztem Sinne 
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statt, sie schlieft sich der Krystallsymmetrie, so- 
weit es sich um ausgebildete natürliche Flächen 
handelt, gut an, ist also, wo solche in centrisch- 
symmetrischer Stellung auftreten, auch centrisch 
symmetrisch. Einige Krystalle, so z. B. FluBspath, Apatit, 
Aragonit, Schwerspath zeigen diese Regelmäfigkeit in ganz her- 
vorragender Weise, sodaf an einem wobl definirten physikalischen 
Pbhänomen nicht zu zweifeln ist. 

Neben diesen Gesetzmäfigkeiten treten sonderbare Unregel- 
mäBigkeiten auf. Zufällige oder beabsichtigte Beschädigungen 
des Krystalles liefern auf den neuen Flächen Erregungen, die viel- 
fach ganz ohne Zusammenhang mit den ursprünglich in der Um- 
gebung beobachteten zu sein scheinen und auch durch die syste- 
matischen Versuche, die Hankel in dieser Richtung am Topas 
vorgenommen hat’), nicht in klare und allgemeine Regeln gefaft 
werden konnten. Auferdem macht sich ein überaus grofer Ein- 
fluf des Vorkommens eines Minerales geltend, derart, daB der- 
selbe Kôrper je nach den Fundorten sich sehr stark oder (be- 
sonders bei sehr reinen Varietäten) ganz unmerklich, in einem 
oder im entgegengesetzten Sinne erregbar erweist; in der 
That ist Hankel bei vielen der beobachteten Krystalle genôthigt, 
sie in Gruppen verschiedenen Verhaltens zu theilen, die im allge- 
meinen mit denen der Herkunft in naher Beziehung stehen. 

Angesichts der bedeutenden quantitativen Unterschiede, 
welche die polare electrische Erregbarkeit des Turmalins je nach 
dem Vorkommen (und damit zusammenhängend der Farbe) zeigt?), 
künnten starke quantitative Verschiedenheiten der Erregbarkeit 
centrischer Krystalle nicht allzusebr überraschen. Es scheinen 
eben bei den electrischen Erscheinungen hier, wie in anderen Ge- 
bieten, geringe fremde Beimengungen sehr grofen Einfluf aus- 
zuüben. Die gro$en qualitativen Unterschiede bieten aber 
natürlich für die Deutung eine gewisse Schwierigkeit. — 

4. Unter den von Hankel untersuchten centrischen Krystallen 
hat besonders der Topas noch anderweite Bearbeitung gefunden. 
Friedel und Curie) benutzten eine von dem Ersten von ihnen 
auch anderweit angewandte Methode, den kalten Krystall durch 
eine auf eine seiner Flächen aufgelegte erhitzte metallische Halb- 
kugel oder dergl. einseitig zu erwärmen; es war dann entweder 


1) H. Hankel, Abh. d. Kgl. Sächs. Ges. d. Wiss. 9, 438, 1871. 
2) E. Riecke, Wied. Ann. 40, 264, 1890. 
3) C. Friedel u. J. Curie, C. R. 100, 213, 1885. 
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der Hitzkôürper oder eine Belegung derjenigen Fläche, welche der 
erhitzten gegenüberlag, in Verbindung mit dem Electrometer. Die 
Methode hat kaum etwas vor der Hankelschen voraus; insbe- 
sondere.ist die erzeugte Temperaturvertheilung noch viel weiter 
davon entfernt, gleichfürmig zu sein, und bei piezoelectrisch er- 
regbaren Kôrpern entstehen Se ungemeine Complicationen 
dou Einwirkungen. 

Trotzdem sind einige der von den genannten Forschern er- 
haltenen Resultate von Bedeutung und bezeichnen Hankel gegen- 
über Fortschritte. Es war längst bekannt, da basische Platten 
aus brasilianischen Topasen sich im polarisirten Lichte nicht homogen 
erweisen, sondern eine Feldertheilung zeigen — häufig so, daf 
um ein centrales, etwa rhombisch gestaltetes Feld vier trapez- 
fôrmige sich symmetrisch gruppiren. Die Polarisationsrichtungen 
in dem centralen Felde sind normal, d. h. entsprechen der Krystall- 
- form, die in den äuBeren sind anormal, nämlich in symmetrischer 
Weise gegen die Axen geneigt. 

Friedel und Curie vermutheten einen Zusammenhang zwischen 
dieser Feldertheilung und dem pyroelectrischen Verhalten, und 
es gelang ihnen, nachzuweisen, da$ die den Feldern entsprechenden 
Theile einer basischen Topasplatte acentrisch pyroelectrisch 
erregt werden, und daf nur durch die centrische Gruppirung der 
acentrischen Theile der Schein einer centrischen Erregung entsteht. 

Im Uebrigen bestätigten sie die Resultate Hankels bezüglich 
der überaus groBen Verschiedenheit der Erregbarkeit der Krystalle 
verschiedener Vorkommen und Färbungen. 

Von grofem Interesse ist die Bemerkung, daB die durch Zer- 
legung eines Krystalles erhaltenen angenähert homogenen Theile 
sich als piezoelectrisch erregbar erwiesen haben. — 

Wenngleich nur zur qualitativen Orientirung über elec- 
trische Erregungen an Krystallen geeignet, hat doch das von 
Kundt!) erdachte Bestäubungsverfahren dem Studium der 
Pyroelectricität ein überaus nützliches Beobachtungsmittel geliefert. 
Ein Hauptvortheil desselben liegt darin, daf es den Zustand der 
ganzen Oberfläche des Krystalles in einem bestimmten Zeitpunkt 
zur Anschauung bringt, allerdings nicht in der hier und da aus- 
gedrückten Weise, da die Vertheilung des Mennige- und Schwe- 
felpulvers direct die Vertheilung der oberflächlichen Ladungen 
wiedergäbe, aber doch in der nicht minder wichtigen Art, daf 
dieselbe den Richtungssinn — und bis zu einem gewissen Grade 


1) A. Kundt, Wied. Ann. 20, 592, 1883. 
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Dichte und Richtung selbst — der Kraftlinien in dem vom Kry- 
stall ausgehenden Felde zu beurtheilen gestattet. Denn es muf 
immer wieder betont werden, daf die scheinbaren Ladungen der 
pyroelectrisch erregten Kryatalle im Allgemeinen nicht nur auf 
deren Oberfläche liegen. 

Von den Anwendungen des Kundtschen Verfahrens auf 
pyroelectrische Erregung gehôürt hierher insbesondere die aus- 
führliche Beobachtungsreihe, die Mack (nach einer uns bis zu 
einem gewissen Grade gleichfalls interessirenden Untersuchung 
des acentrisch krystallisirenden Boracit'}) am brasilianischen 
Topas”*) durchgeführt hat. Er fand gleich Friedel und Curie, 
da bei Topas, wie bei Boracit, ein Zusammenhang zwischen dem 
pyroelectrischen und dem anormalen optischen Verhalten besteht; 
beide Krystalle bestehen aus Theilen, die sich optisch different 
verhalten, und diese Theile sondern sich auch pyroelectrisch, derart, 
daB jedes optisch homogene Stück electrisch polar erregt wird. 
analog wie ein acentrischer Krystall. 

Beobachtungen von Beckenkamp*) an Aragonit und Baryt 
nach der Kundtschen Methode stimmen in ihren Resultaten im 
Allgemeinen mit den von Hankel erhaltenen überein. 

5. Für eine Erklärung der pyroelectrischen Erregungen cen- 
trischer Krystalle giebt es nur ganz vereinzelte Versuche, die nir- 
gends zu quantitativen Gesetzen geführt haben. Hankel hält sich, 
soweit ich sehe, ausnahmslos an das Thatsächliche und abstrahirt 
daraus die allgemeine Regel, daB ein Krystall keineswegs in 
allen Theilen gleichartig wäre, sondern einen aus ungleicharti- 
gen Theilen aufgebauten Organismus darstelle, eine Anschauung, 
die mit Ideen von Mallard u. A. verwandt, aber den sonst in 
der Krystallphysik mit grôBtem Erfolg benutzten diametral ent- 
gegengesetzt ist und jedenfalls in dieser schroffen Form sehr be- 
denklich erscheint. 

Mack*) stellt sich auf den Boden der Hypothesen von C. 
Klein, welche die optischen Anomalien der Krystalle durch in- 
nere Spannungen erklären, und vermuthet auf Grund der oben 
erôrterten Zusammenhänge zwischen diesen Anomalien und den 
pyroelectrischen Erregungen, sowie der von den Gebrüdern Curie 
vertretenen Identität von Piezo- und Pyroelectricität, daB die 


1) K. Mack, Wied. Ann. 21, 410, 1884. 

2) K. Mack, Wied. Ann. 28, 153, 1886. 

3) J. Beckenkamp, Zeiïtschr. f. Kryst. 19, 247, 1891, 28, 69, 1897. 
4) K. Mack, Le. 
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fraglichen Erregungen gleichfalls auf solchen Spannungen berulen. 
Ja er vertritt direct die Anschauung, da8 die Flächen, in denen 
scheinbare Ladungen auftreten, die geometrischen Orte ausnahms- 
weise starker Spannungen darstellen. 

Man erkennt leicht, daB dieser Erklärungsversuch (ganz ab- 
gesehen von der in dem letzten Satze hervortretenden Unklarkheit 
über die Grundbegriffe der dielectrischen Erregung) hinfällig ist. 
Der Deformations- oder Spannungszustand eines Volumenelementes 
ist nach den Lehren der Elasticitätstheorie centrisch-symme- 
trisch, er kann also nicht in einem centrisch-symmetrischen 
Krystall einen polaren Zustand hervorrufen. In der That tritt 
die polare Piezoelectricität erfahrungsgemäB nur in acentrischen 
Krystallen auf; die Heranziehung der Piezoelectricität hat also 
Sinn nur, wenn die betreffenden Krystalle acentrisch sind, und in 
diesem Falle liegt überhaupt keine Schwierigkeit vor. 

In der Mackschen Arbeit wird aber die ganz verschiedene 
Symmetrie einer centrischen optischen Anisotropie und einer po- 
laren electrischen Erregung nicht auseinandergehalten, und der- 
selbe Fehler findet sich auch in der Preisschrift von Brauns! 
über optische Anomalien, die auf die Mackschen Beobachtungen 
Bezug nimmt. Wiederholt hat sich Beckenkamp?) mit der 
Erklärung der Pyroelectricität überhaupt und derjenigen der cen- 
trischen Wirkungen insbesondere beschäftigt. Auf seine allge- 
meinen Îdeen über den Mechanismus des Vorganges, die mir 
überaus phanthastisch erscheinen, brauche ich hier nicht einzu- 
gehen; wesentlich ist allein, da8 er alle Pyroelectricität im 
Grunde als polar betrachtet und überall, wo er dergleichen an 
scheinbar holoedrischen Krystallen antrifft, Zwillingsbildung vor- 
aussetzt. So ist ihm z. B. jeder Aragonit- und Barytkrystall 
ein Complex von acht hemimorpben Individuen*), welche die acht 
Octanten des Symmetrieaxenkreuzes einnehmen‘). Eine Stütze 
für diese Anschauung findet er in kleinen Dissymmetrien an 
Aetzfiguren bei sehr kräftigem Aetzen — Wahrnehmungen, die von 
anderer Seite bestritten werden. 


1) B. Brauns, Preisschr. d. Jablonowskischen Ges. Nr. 29, Leipzig 1891. 

2) J. Beckenkamp, zahlreiche Arbeiten über Symmetrie der Krystalle in 
der Zeitschr. für Kryst. von 17 bis 84. 

3) J. Beckenkamp, Zeitschr. f. Kryst. 19, 260 1891; 28, 90, 1899. 

4) Freilich scheinen manche Betrachtungen hiermit nicht vereinbar; insbe- 
sondere operirt die ,Theorie“ in Wied. Ann. 61, 600, 1897 mit centrisch 
geladenen Molekülen. S$S. z. B. Tafel IX Fig. 20 
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Die Schwierigkeit der Erklärung ist sicher die Ursache ge- 
wesen, da viele Autoren, die sich mit Pyroelectricität beschäftigt 
haben, über das Verhalten centrischer Krystalle mit Stillschweigen 
oder einer unverbindlichen Wendung hinweggehen. Hier und da 
blickt mehr oder weniger unbestimmt die Ansicht durch, daB die 
ungleichfôürmige Erwärmung Vorbedingung für eine centrische 
Erregung wäre!), ohne da klar gemacht wird, wie eine solche 
(da Temperatur ein Scalar, Deformation ein centrisches Tensor- 
system ist) eine polare Wirkung üben kônnte. Aber bei der 
groBen Verbreitung der fraglichen Erscheinung ist doch eine Er- 
klärung derselben eine dringende Nothwendigkeit. 


6. Ueberblickt man die ganze Reihe der erhaltenen Resul- 
tate, so wird man sich kaum dem Eindruck verschlieBen künnen, 
daB eine wirklich, das bheift auch in den Volumenele- 
menten centrische Pyroelectricität nicht sichergestellt 
ist. In den meisten Fällen ist die centrische Erregung vielmehr 
ganz ersichtlich nur vorgetäuscht durch centrische Gruppi- 
rung acentrisch erregter Bereiche des Krystalles. Es bietet sich 
dann die Frage nach dem Grunde der acentrischen Erre- 
gung in einem centrischen Krystall Hier liegen offenbar 
zwei Erklärungsmôglichkeiten vor, die in den beiden folgenden 
Abschnitten eingehender erôrtert werden sollen. 

Erstens : die pyroelectrisch erregten, scheinbar einfachen cen- 
trischen Krystalle sind in Wahrheit physikalisch acen- 
triscb, also insbesondere Conglomerate von mehreren homogenen 
acentrischen Individuen. 

Oder zweitens: die betreffenden Krystalle sind für die Mebr- 
zabl ibrer Eigenschaften einfache centrisch symmetrische Individuen 
und nur in electrischer Hinsicht in Folge bestimmter, in anderer 
Richtung garnicht oder nicht merklich wirkender Einflüsse se- 
cundär acentrisch geworden. 

Ganz unabhängig von den hierdurch angedeuteten Fragen 
erheben sich aber weitere, die vielleicht eine viel grüfiere princi- 
pielle Bedeutung haben. 

Kôünnen centrische Krystalle nicht wirklich, d. h. also in 
den kleinsten Elementen centrisch pyroelectrisch 
erregt werden? Welchen Gesetzen müfte eine solche Erregung 
folgen? Läft dieselbe sich durch neue geeignete Beobachtungen 
wahrscheinlich machen ? 


1) S. z. B. Ch. Soret, Cristallographie physique, S. 620, Paris 1898. 
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Diesen Fragen sind die letzten beiden Abschnitte der Arbeit 
gewidmet. 


IL Centrische Krystalle, aufgebaut aus acentrischen 
Individuen. 


7. Wir wenden uns nunmebr zu der näheren Besprechung der 
oben als ersten angeführten Môglichkeit, wonach die pyroelectrisch 
erregbaren, scheinbar centrisch-symmetrischen Krystalle in Wirk- 
lichkeit physikalisch-acentrisch sein kônnten. Es ist dabei natürlich 
vorausgesetzt, daB die Erregung selbst sich centrisch verhält, 
weil eben im andern Falle die acentrische Natur des Krystalles : 
sogleich ins Auge fallen würde, selbst wenn (was an sich ganz 
wohl vorkommen kôünnte) die gewühnlichen Kriterien des Wachs- 
thums und der Auflôsung versagten. 

Da überhaupt electrische Erregungen, die mit der Krystall- 
form im Widerspruch sind, sich unter Umständen dadurch er- 
klären, daB der scheinbar einheitliche Krystall eine Pseudomor- 
phose, nämlich ein Conglomerat von mehreren Individuen ist, 
welche eine andere, meist niedrigere Symmetrie besitzen, als das 
eigentliche Object, dafür ist der Boracit ein classisches Beispiel. 

Es ist bekannt, daB dieses Mineral in Formen der tetraedri- 
schen resp. hemimorphen Hemiedrie des regulären Systemes auf- 
tritt, aber nach seinem pyroelectrischen Verhalten sich der Sym- 
metrie dieser Krystallgruppe nicht fügt. Die für eine theoretische 
Verwerthung geeignetsten Beobachtungen hierüber rühren von 
Mack!) her. Dieser Forscher stellte aus Krystallen von For- 
men, in denen der Würfel oder das Rhombendodecaeder vor- 
herrschte, Kugeln dar und unterwarf sie dem Kundtschen 
Bestäubungsverfahren. 

8 Krystalle des regulären Systemes kônnen nach dem im 
Eingang Gesagten bei gleichfôrmiger Erwärmung oder Ab- 
kühlung eine electrische Erregung nicht annehmen, sondern nur 
bei ungleichfôrmiger. Eine solche liegt hier vor, und zwar wahr- 
scheinlich eine der einfachsten Art, nämlich eine oberfläch- 
liche Abkühlung, bei der nur eine dünne Schicht eine von dem 
Innern abweïichende Temperatur besitzt; für diesen Fall ist die 
Theorie sehr einfach ?) und ergiebt bei einem regulär-tetraedrischen 
Krystall ein Feld, das dadurch characterisirt werden kann, daB 


1) Mack, Wied. Ann. 21, 410, 1884. 
2) W. Voigt, Abh. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, 36, 85, 1890. 
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in den Ecken des einen Tetraeders Kraftlinien aus- (oder ein-) 
in denen des zweiten Tetraeders dergleichen ein- (oder aus-) 
treten, — wobei die Angabe von Tetraeder- Ecken kurz Rich- 
tungen von Kugelradien characterisiren soll. 

Die Beobachtung nach dem Kundtschen Verfahren ergiebt 
bei Boracit wesentlich Abweichendes. Die Oberfläche der Kugel 
erscheint mit einem Liniennetz überzogen, das den Kanten eines 
Rhombendodekaeders (resp. Granatoeders) oder (was auf dasselbe 
herauskommt) den Kanten der beiden in einander gesteckten Te- 
traeder entspricht, und zwar tragen Schwefelpulver diejenigen 
Linien, welche den Kanten des einen Tetraeders, Mennigepulver 
diejenigen, welche den Kanten des zweiten Tetraeders ent- 
sprechen. Fig. 1 giebt hiervon eine An- 
schauung; die zwei Arten von Linien sind 
durch starke und schwacke Strichelung un- 
terschieden. 

Es mag bemerkt werden, da Mack 
dieselbe Erregungsart auch an den Krystal- 
len in der natürlichen Form beobachtet hat; 
dabei waren nur die Tetraederkanten statt 
auf die Kugel auf die natürliche Oberfläche 

Figur 1. des Krystalles projicirt. 

Die optische Untersuchung dieser Krystalle hat nun ge- 
lehrt, daf sie bei gewühnlicher Temperatur nicht einheitliche Ge- 
bilde sind, sondern sich darstellen als Conglomerate von zwülf 
rhombischen Pyramiden von allerdings nicht ganz regelmäfBiger 
Begrenzung, die ihre Spitzen nahezu im Krystallcentrum und ihre 
Seitenflächen in den Ebenen haben, die durch das electrisch mar- 
kirte Liniensystem gehen und selbst Granatoederflächen sind. Die 
einzelnen Theile verhalten sich optisch wie rhombische Kry- 
stalle, und zwar so, daB die Symmetrieebenen der Pyramiden auch 
die physikalischen Symmetrieebenen bestimmen. Bei 265°C geht 
der Boracit in eine regulär krystallinische Modification über, die 
die Krystallform homogen erfüllt. 

9. Die groBe Bedeutung, welche die Eigenschaften des Bo- 
racit an und für sich ebenso, wie in der Geschichte der Krystall- 
physik besitzen, mag es rechtfertigen, daB wir etwas länger bei 
seiner Betrachtung verweilen, ob er gleich nach seiner Krystall- 
form nicht zu den uns hier in erster Linie beschäftigenden cen- 
trischen Krystallen gehôrt. Bietet er doch auch ein Beiïspiel für 
ein dem uns vorliegenden mindestens nahe verwandtes Problem. 


Wir wollen zusehen, ob das electrische Verhalten eine Anf- 
Kgl. Ges d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1906. Heft 4. 29 
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klärung darüber giebt, welcher Gruppe des rhombischen 
Systemes die rhombischen Theile des scheinbar re- 
gulären Krystalles zugehôren. Es kommen nämlich 
zwei Gruppen in Betracht von merklich verschiedenen electrischen 
Eigenschaften, welche letztere sich am klarsten darstellen, wenn 
man die Ausdrücke für die polaren electrischen Momente u, b, « 
nach den Coordinatenaxen als Functionen der Deformationsgrôken 
25 Vs & 5 Ua Zu &, UnA der Temperaturänderung rt heranzieht, die 
ich abgeleitet habe. Die hemiedrische Gruppe ist definirt 
durch zwei zu einander normale zweizählige Symmetrieaxen, de- 
nen parallel die Z- und die X-Axe gelegt sei (Symbol 4°, 4°); 
es folgt aus ihrer Existenz dann von selbst die einer dritten, zu 
den beiden normalen Axe. Hier gilt (wenn die d Constanten sind) 


ONE CU, b =, ce = d,,%, 10) 


Die hemimorphe Gruppe ist definirt durch eine zwei- 
zäblige Symmetrieaxe, in die wir die Z-Coordinatenaxe legen, und 
eine durch sie hindurchgehende Symmetrieebene, die wir zur YZ- 
Ebene wählen (Symbol 4°, E). Für sie gilt demgemhf 


A —= (PET De d,iY.; 


11) 


c = d,%,+4,9,+ 42, + dur. 


Nach diesen Formeln besitzt nur die hemimorphe Gruppe 
wahre pyroelectrische Erregbarkeit, nämlich eine solche auch 
bei aufgehobener Deformation; die hemiedrische wird nur 
durch Deformationen und zwar solche einer ganz bestimmten Art, 
bei denen die Winkeländerungen y, 4,4, nicht verschwinden, 
electrisirt. 

10. Wir wissen nun zunächst nichts Weiteres, als daB die 
Coordinatenaxen in obigen Formeln irgendwie mit den Symmetrie- 
linien der rhombischen Pyramiden zusammenfallen, welche den 
Boracitkrystall bilden, und daf nach der Symmetrie des ganzen 
Systemes die Verrückungen der Theïlchen bei einer solchen Tem- 
peraturänderung (wie sie die beschriebenen Beobachtungen be- 
nutzen) in jeder dieser Pyramiden der rhombischen Symmetrie 
entsprechen miüssen. 

Wir künnen, um dies auszudrücken, die in Bezug auf das 
Centrum einander gegenüberliegenden Pyramiden zusammennehmen 
und bei Versetzung des Coordinatenanfanges in das Centrum und 
einer beliebigen Coordinatenaxe in die radiale Symmetrielinie be- 
haupten, daf von den Verrückungscomponenten uw, », & nach den 
Coordinatenaxen 
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u ungerade in +, gerade in y und 2, 
v n ” y n” » 2 »” Z, 
w n ” 2 n ” x n y 
sein muf. 

Dies gilt nicht etwa nur für die freie thermische Dilatation, 
sondern auch für die durch die Wechselwirkung zwischen den 
verschiedenen rhombischen Pyramiden behinderte. Eine solche 
Behinderung tritt ein, falls (wie wahrscheinlich) die rhombisch- 
krystallinische Modification des Boracit nach verschiedenen Rich- 
tungen verschieden starke thermische Dilatation besitzt, und ist 
um so stärker, je grüBer diese Verschiedenheit ist. Aber bei der 
Art der Zusammenfügung der Pyramiden zu dem scheinbar regu- 
lären Krystall gehorcht die gegenseitige Einwirkung doch der 
rhombischen Symmetrie. 


Für die Deformationsgrôfen ergiebt sich nun nach obigem 
Schema für u, v, w 


Z, %,2, gerade in t;7, 2, 


y. gerade in +, ungerade in y und 2, 


Z, n n Y; ” » 4 n” T, 


Hieraus ergiebt sich, falls wir zunächst die Formeln für die 
hemiedrische Gruppe benutzen, in 
der XY-Coordinatenebene für die ihr 
parallelen Momente a und D die ne- 
benstehend angedeutete Vertheilung. 
Bei der Gleichartigkeit der drei Axen 
dieser Gruppe kônnen wir beliebig 
die Z-Axe radial und die X-Axe 
in die lange Diagonale der Pyrami- 
dengrundfläche legen. Die Erregung 
sollte dann nach der Beobachtung parallel und symmetrisch zur 
Y-Axe stattfinden; aber man erkennt, daf dies mit der Sy m- 
metrie der hemiedrischen Gruppe unvereinbar ist. 
Dagegen ist die beobachtete Erregung offenbar vereinbar mit 
der Symmetrie der hbemimorphen Gruppe, wenn wir nur die 
Z-Axe der kurzen Diagonale des Grundrhombus parallel legen. 
Sind dabei die gleichwerthigen Seiten der Z-Axe in den drei 
Pyramiden, die derselben Octaedernormalen prete dieser 


se] 


>X 


Figur 2. 
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Normalen bin gerichtet, so werden bei homogener Erwärmung die 
durch diese Richtung gehenden Pyramidenflächen gleichmäfige 
scheinbare Ladungen erhalten, und diese Ladungen bei dem Kundt- 
schen Verfahren die in Fig. 1 eingetragenen Bestäubungslinien 
veranlassen. Bei nur oberflächlicher Erwärmung oder Abkühlung 
sind die Verhältnisse ganz ähnlich. 

Die Beobachtungen von Mack an Boracit-Krystallen mit vor- 
herrschender Würfel- und Rhombendodekaederform sind also mit 
der Zugehôrigkeit der Theilpyramiden zu der hemimorphen Gruppe 
des rhombischen Systems im Einklang. 

Auf die interessante Beobachtung Hankels, daB die electri- 
sche Erregung des Boracit bei einer bestimmten Temperatur durch 
Null hindurchgehend ihr Vorzeichen wechselt, kann hier nicht 
ausführlich eingegangen werden, zumal da die vorliegenden Mitthei- 
lungen kein erschôpfendes Bild des Vorganges geben. Nur die 
Bemerkung mag eingefügt werden, daB eine eigentliche Singula- 
rität des electrischen Verhaltens selber durch die Beobachtung 
nicht festgestellt ist; bei der gleichzeitigen Einwirkung von piezo- 
und pyroelectrischer Erregung und bei den eigenthümlichen Span- 
nungsverhältnissen, die in dem Krystallaggregat bei ungleichfôr- 
miger Temperatur eintreten môügen, kônnte ein ganz einfacher 
Verlauf der Gesetze für Pyro- und für Piezoelectricität doch auf 
sehr seltsame resultirende Wirkungen führen. 

11. Nach den Beobachtungen von Mack scheint der vor- 
stehend besprochene Aufbau des Boracit nicht der einzig môg- 
liche zu sein. Jene haben nämlich ergeben, daf Boracitkrystalle 
mit vorwiegenden Octaederformen — aus denen freilich keine 
Kugeln hergestellt werden konnten, da sie nur in sehr kleinen 
Exemplaren vorlagen, — bei der Abkühlung auf den abstumpfen- 
den Würfelflächen positiv, auf den Octaeder- oder genauer den 
zwei Arten von Tetraederflächen übereinstimmend negativ wurden, 
und zwar so, daB sich das Mennigepulver auf Linien anhäufte, die 
den Würfelkanten entsprachen. Nach Beobachtungen von C. 
Klein u. A. zerfallen derartige Krystalle optisch in sechs rhom- 
bische Pyramiden, bei denen die Würfelflächen Grundflächen sind. 

Wenn diese Resultate richtig sind — und da8 nach Brauns!) 
auch anderes Verhalten stattfinden kann, hebt ihre Bedeutung 
nicht auf — so rücken sie den Boracit in bemerkenswerthe Nähe 
der Krystalle, die uns hier in erster Linie interessieren; denn 
die letztere von Mack beschriebene electrische Erregung ist cen- 


1) R. Brauns L c. $S. 86. 
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trisch-symmetrisch. Die Erklärung des Vorganges ist dabei 
nach dem optischen und electrischen Befund sehr naheliegend ; 
die betreffenden Boracite sind zusammengesetzt aus sechs nach 
ihrem Verhalten rhombischen Pyramiden der hemimorphen Gruppe, 
für die aber jetzt die polare (Z-)Axe nach dem Centrum gerichtet 
ist. DaB je nach der äuferen Begrenzung des Krystalles die Um- 
lagerung der Moleküle beim Uebergang aus der regulären in die 
rhombische Modification scheinbar auf zwei verschiedene Weisen 
stattfinden kann, ist theoretisch sicher sehr bemerkenswerth. 

Der octaedrische Boracit stellt einen ersten Typus eines 
Krystalles mit centrisch-pyroelectrischen Eigenschaften dar, bei 
dem die genaue Untersuchung einen Aufbau aus niedriger sym- 
metrischen Theiïlen festgestellt hat; einen zweiten müge der 
Prehnit veranschaulichen, der früher als centrisch-symmetrisch 
galt, jetzt aber als in Formen der hemimorphen Gruppe des 
rhombischen Systemes krystallisirend erkannt ist’) Was man 
ehedem als ein Individuum betrachtete, hat sich als eine Zwil- 
lingsbildung symmetrisch zu der Ebene normal zur polaren Axe 
ergeben, und hierdurch erklärt sich ohne Weiteres die anschei- 
nend centrische Pyroelectricität, die wiederholt festgestellt wor- 
den ist ?). 

Zu diesem zweiten Typus gehüren auch die bekannten Zwil- 
lingsbildungen des Bergkrystalles, bei denen zwei gleichartige 
oder aber zwei ungleichartige Individuen zu einem Gebilde von 
hôüherer Symmetrie verwachsen sind, die aber der Erklärung nie- 
mals Schwierigkeiten geboten haben, da die Einzelformen 
durch häufiges Vorkommen bekannt waren. Wie die genannten 
Beispiele zeigen, scheiden sich bei dem zweiten Typus nicht unter 
allen Umständen die heterogenen Theïle durch ihre optischen 
Eigenschaften. Beim Prehnit ist z. B. die Zwillingsnatur nur 
durch die Methode der Aetzfiguren feststellbar gewesen. 


12. Sind nach Vorstehendem nun unzweifelhaft Fälle vor- 
handen, bei denen die centrische pyroelectrische Erregung eins- 
Krystalles sich dadurch erklärt, daB der Krystall nicht einheitlich, 
sondern aus physikalisch acentrischen Individuen aufgebaut ist, so 
ergiebt sich ohne Weiteres die Müglichkeïit dafür, dafi noch wei- 
tere Fälle sich ebenso erklären. So zwingend diese Schluffolge- 


1) S.z. B. Liebisch, GrundriB der phys. Krystallographie, Leipzig 1896, 
p. 161. 

2) Geschichtliches hierzu bei Hankel, Abh. der Kgl. Sächs. Ges. d. Wiss. 
XII, 28, 1878. Hankel selbst hält Prehnit für ceutrisch-symmetrisch. 
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rung ist, so wird doch kaum bei einem der andern Krystalle, an denen 
centrische Erregung ausführlich beobachtet, aber Zwillingsbildung 
nicht nachgewiesen ist, diese Erklärung zu befürworten sein. 

Am nächsten läge sie noch bei Topas, wo die S. 398 und 399 
besprochenen Beobachtungen einen Zusammenhang zwischen opti- 
schem und pyroelectrischem Verhalten ergeben haben, das eine 
gewisse Aehnlichkeit mit dem beim-Boracit stattfindenden besitzt ; 
Platten aus brasilianischem Topas zerfielen darnach in optisch he- 
terogene Theile, deren Grenzen bei dem Kundtschen Verfahren 
stärkere scheinbare Ladungen erkennen lieBen. 

Indessen überwiegen im Uebrigen die Verschiedenheiten bei- 
der Fälle doch die Aehnlichkeïten. Die heterogenen Theïile der 
Topase weichen in ibrer gegenseitigen Orientirung nur um we- 
nige Grade von einander ab, und direct neben solchen, deren op- 
tische Symmetrie der Krystallform widerspricht, liegen solche, 
für die beide übereinstimmen. Eine Umwandlung der einen Art 
in die andere ist um so weniger wabrscheinlich, als (bis auf die 
verschiedene Orientirung) die Theile optisch einander merklich 
gleichartig sind. 

In der That erklärt Brauns!) das Zustandekommen jener 
gestôrten Topaskrystalle auch keineswegs durch einen Umwand- 
lungsvorgang. Er nimmt beispielsweise an, daB auf die verschie- 
denen Flächen eines reinen Krystallkornes sich Schichten eines 
isomorphen Gemisches angelagert haben, die in den ihnen zuste- 
henden Winkelraum nicht vôllig passen und dadurch Drucke auf 
einander ausüben, welche die optischen Anomalien bewirken und 
auch direct nachweïisbar sind. 

Bei den andern Krystallen, über die insbesondere Hankel 
berichtet — ja auch bei Topasen anderer Provenienz — fehlen 
im Allgemeinen die optischen Singularitäten, und damit entfällt 
von selbst eine wichtige Stütze der hier betrachteten Erklärungs- 
môglichkeit. Die Annahme einer Conglomerathildung aber, die 
nur in electrischen Wirkungen sich bethätigt, ist überaus unbe- 
friedigend, zumal wenn sie von den Einzelheiten der electrischen 
Erregung, z. B. dem grofen EinfluB der künstlichen Formänderung, 
einfache Rechenschaft nicht zu geben vermag. So wenig also 
principiell die Existenz weiterer Analoga zu Boracit und Prehnit 
zu bestreiten ist, so kann man doch kaum einen der andern cen- 
trisch erregbaren und nicht anderweit als Zwilling erwiesenen 
Krystalle mit Sicherheit als ein solches bezeichnen. 


1) R. Braun IL: c. S. 807. 
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IT. Centrische Krystalle, die secundär polare Eigen- 
schaften erhalten. 


13. Was nun die zweite der S. 401 erwähnten Erklärungs- 
môglichkeiten angeht, nach der Krystalle, die sich im Allgemeinen 
centrisch verhalten, secundär-polare Eigenschaften annehmen 
kôünnen, so wird principiell die centrische Symmetrie immer dann 
gestürt, wenn sich in dem Krystall ein acentrischer 
Vorgang abspielt. Die Frage kann nur sein, ob dadurch 
merkliche Wirkungen entstehen. 

Von derartigen acentrischen Vorgängen kommt für uns in 
erster Linie ein Wärmestrom resp. ein Temperaturgefälle in Be- 
tracht. Dergleichen kann in der That einen centrischen Krystall 
in einen Zustand bringen, in dem er polare Wirkungen übt. So 
ist es also z. B. auch denkbar, da ein centrischer Krystall, 
der weder piezo- noch pyroelectrisch im älteren Sinne des Wortes 
ist, durch ein Temperaturgefälle ein electrisches Moment er- 
bält, — eine Wirkung, die sich in ibrer Natur und ihren Ge- 
setzen vollständig von Piezo- und Pyroelectricität unterscheidet. 

Für den Fall der Proportionalität zwischen Gefälle und Mo- 
ment stimmen die Beziehungen zwischen diesen GrôBen mit denen 
zwischen Gefälle und Wärmestrom der Form nach überein. 

Diese Wirkungen sind principiell durchaus môglich, aber, ob- 
wobl es sich bei allen den oben erwähnten Beobachtungen um 
ungleichfôrmige Erwärmungen handelt, wird man die betreffenden 
Erregungen doch kaum durch sie erklären kônnen. Die Art der 
Abhängigkeit des beobachteten Phänomens von dem Vorkommen 
und von etwaigen Formänderungen spricht meines Erachtens wie- 
derum dagegen. 

Gleiches gilt von einer an sich môglichen Einwirkung eines 
Deformationsgefälles, auf die nicht näher eingegangen wer- 
den kann. 

Aufer diesen secundären Polaritäten, die auf physikali- 
schen Ursachen beruhen, kommen solche in Betracht, die durch 
chemische Vorgänge hervorgerufen werden. Die Art aller der 
oben besprochenen Beobachtungen, auf die kleine Beimengungen 


so stark influirten, macht eine Art chemischer Einwirkung in 


hohem Grade wahrscheinlich; es handelt sich nur darum, von der 
Natur der betreffenden Vorgänge ein Bild zu gewinnen. 

Offenbar sind zwei fundamental verschiedene Môglichkeiten 
vorhanden; einmal künnte die Beimengung das Krystallmolekül 
selbst verändern — wobei das Wort Molekül in dem weiteren 
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Sinn als elementarer Baustein des Krystalles (wie in der Elastici- 
tätstheorie) verstanden sein mag — sodann kôünnte sie, auferhalb 
des Krystallmoleküles bleibend, die Polarität bedingen. 

Für das Erstere käme besonders die isomorphe Mischung 
in Betracht, die Brauns so austübrlich beobachtet hat. Auch hier 
bieten sich wieder zwei Môglichkeiten: entweder es entstehen aus 
Krystallsubstanz und Beimengung complexe Moleküle von niedri- 
gerer Symmetrie, oder die Beimengung liefert für sich allein polare 
Moleküle, die sich zwischen die centrischen der Krystallsubstanz 
schieben. 

Gegen Beides dürften prinzipielle Einwendungen nicht zu 
erheben sein. Besteht z. B. der elementare Baustein eines regu- 
lären Krystalles aus acht in den Ecken eines Würfels angeordneten 
centrischen Molekülen und wird eines derselben (oder werden drei 
abwechselnde) durch ein Molekül der Beimengung ersetzt, so wird 
die centrische Symmetrie gestôrt sein. Man kann sich auch wohl 
vorstellen, daf solche Abnormitäten während des Wachsthums des 
Krystalles sich in bestimmter Orientirung gegen die Krystall- 
flächen bilden. 

Über die Müglichkeit der isomorphen Mischung von zwei 
Substanzen, deren eine der Holoedrie, die andere der Hemimorphie 
desselben Krystallsystemes angehôrt, scheint bei den Fachleuten 
ein prinzipieller Zweifel nicht zu herrschen; nur da eine der- 
artige Mischung bei allen môglichen Mengenverhältnissen 
eintreten kônnte, wird bestritten oder offen gelassen. 

Herr Groth-München, den ich um freundliche Auskunft über 
diese Frage anging, schreibt mir z. B. Folgendes. ,Eine homo- 
gene isomorphe Mischung in verschiedenen Verhältnissen 
zwischen Substanzen verschiedener Symmetrie kenne ich nicht und 
halte sie für unmôglich. So kann z. B. Kalkspath nur eine 
sehr kleine Menge COsMg aufnehmen; sobald der Magnesium- 
gehalt aber grôBer wird, liegt stets ein mechanisches Conglomerat 
von zweierlei Partikeln, nämlich Calcit und Dolomit vor. In allen 
Fällen continuirlicher Mischungsreihen ist die Symmetrie die 
gleiche.“ 

Âbnlich äufert sich Herr Bruni-Bologna, der aus den iso- 
morphen Mischungen ein Specialstudium gemacht hat. ,Daf 
holoedrische und hemiedrische oder hemimorphe Krystalle Misch- 
krystalle geben kônnen, wurde bisher nicht ausdrücklich constatirt. 
Dañ solche aber als isodimorphe Mischkrystalle entstehen kônnen, 
ist selbstverständlich sicher. Ob eine ununterbrochene Reïhe 
Mischkrystalle zwischen holoedrischen und hemiedrischen Formen 
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entstehen kann, bleibt unentschieden; ich glaube jedoch bestimmt 
an die Môglichkeit dieses reinen Isomorphismus. Versuche darüber 
wären jedenfalls sehr interessant.“ 

» Was schon festgestellt ist und für die Môüglichkeit spricht, 
ist, daB hemiedrische Krystalle mit entgegengesetzter Drehungs- 
richtung, also enantiomorphe Formen, zusammenkrystallisiren und 
in einigen Fällen continuirliche Reihen von Mischkrystallen geben. 
Dies geschieht bei optisch activen organischen Stereoisomeren, z. B. 
zwischen rechts- und links-Kampheroxim. Die Bildung dieser un- 
unterbrochenen Reiïhe Mischkrystalle geht aus dem Vorhandensein 
continuirlicher Schmelz- bez. kryohydratischer Curven hervor.“ 

Da es sich nun bei den für uns in Frage kommenden Krystallen 
nur um Einzelfälle isomorpher Gemische handelt, bei denen wahr- 
scheinlich der hemimorphe Bestandtheil nur sehr schwach ver- 
treten ist, so würde ein Bedenken gegen die Vorstellung, da 
hier und da die Polarität durch die acentrische Natur des Mole- 
küles der Beimengung bewirkt werden môchte, nicht vorliegen. 
Jedenfalls kônnte ein solches isomorphes Gemisch ebenso, wie ein 
in der ersten geschilderten Weise modificirter Krystall, sich auch 
anderen Einwirkungen, als einer Temperaturänderung gegenüber 
acentrisch verhalten, kônnte also z. B. piezoelectrisch erregbar 
sein, wie Friedel und Curie!) das an gewissen Topasen beob- 
achtet haben. 

14 Was die Einwirkung einer Beimengung betrifft, die 
auBerhalb des Krystallmoleküles bleibt, so kônnen hier feste 
Lôsungen in Betracht kommen. Die fast vôllig scharfen Grenzen 
zwischen verschieden gefärbten Theiïlen desselben Krystalles sind 
bekannt, und in vielen solchen Fällen wird die Färbung auf eine 
in der Krystallsubstanz gelôste fremde Substanzen geschoben. 

Nun ist die Parallelisierung der festen mit den flüssigen 
Lüsungen durch Van t'Hoff derartig allgemein angenommen, 
daf die Anwendung der Nernstschen Theorie der electro- 
motorischen Kräfte in electrolytischen Lüsungen von wechselnder 
Concentration?) auf feste Lüôsungen kaum Widerspruch finden 
dürfte. Stimmt man der letzteren aber zu, so ergiebt sich von 
selbst eine Quelle der Pyroelectricität in centrischen Krystallen, die 
vielleicht bei den beobachteten Vorgängen wesentlich betheiligt 
ist. Natürlich wäre dieselbe an sich nicht auf centrische Krystalle 
beschränkt; unter angemessenen Umständen müBten Wirkungen 


1) C. Friedel und J. Curie, C. R. 100, 213, 1885. 
2) W. Nernst, Zeitschr. f. phys. Chemie, Z, 613, 1888. 
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der besprochenen Art auch bei acentrischen Krystallen auftreten; 
sie werden sich dort aber nur als Stôrungen der eigentlichen 
polaren Erregung geltend machen'), die überdies bei vielen Be- 
obachtungsmethoden ohne merkliche Wirkungen sind. Um aus- 
einanderzusetzen, wie sich nach der gemachten Hypothese der 
Vorgang der electrischen Erregung im Einzelnen gestalten würde, 
wollen wir speciell annehmen, über einen bis dahin reinen und 
homogenen Krystall lagere sich in Folge einer Veränderung der 
Mutterlauge eine Schicht, in der ein Electrolyt gelôst ist. Diese 
Schicht wird über gleichartigen Krystallflächen gleiche, über ver- 
schiedenartigen im allgemeinen verschiedene Constitution haben; 
ebenso werden die den Kanten und Ecken naheliegenden 
Partien sich etwas anders verhalten, als die centralen, und wenn 
die Schichten auch ursprünglich homogen sein sollten, wird durch 
(äuBerst langsame) Diffusion in den reinen Kern sich ein Gefälle 
herstellen. 

In einer solchen Schicht wechselnder Concentration entsteht 
nun nach der Nernstschen Theorie der Diffusion von Electro- 
lyten ein Potentialgefälle, das einerseits von der Constitution der 
Schicht, andererseits aber von deren Temperatur abhängig ist. 
Und hiermit ist ersichtlich die Môglichkeit des Auftretens auch 
pyroelectrischer Erregungen sogleich gegeben. Wenn nämlich 
die bei einer bestimmten Temperaturvertheilung vorhandene 
electrische Vertheilung durch eine in der etwas leitenden Ober- 
fläche influenzirte Ladung nach aufen compensirt ist, so wird das 
bei einer Temperaturänderung nicht mehr gelten; der Krystall 
wird ein Feld aussenden, das sich im Allgemeinen der Symmetrie 
des Krystalles anschlieft, aber mit etwaigen Formänderungen 
stark wechselt, und mit der Temperaturänderung selbst sein 
Zeichen umkehrt, wie das der Erfahrung entspricht. 

Die Nernstsche Theorie liefert für die Potentialdifferenz 
zwischen zwei parallelen Schichten « und 8 einer Lüôsung den 
Ausdruck : 


hierin sind die die Concentrationen, « und v die Beweglichkeiten 
der lonen, in die der Electrolyt dissociirt ist, /? ist die Gascon- 
stante, T die absolute Temperatur — oder (vielleicht genauer der 
Beobachtung entsprechend) ein mit dieser wachsender Factor. 


1) Man môüchte 7. B. das unregelmäülBige Verhalten vicler der von Hankel 
beobachteten Bergkrystalle z. Th. auf derartige Ursachen zurückführen. 
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Hieraus erhellt einerseits, daB für die GrôBe der Potential- 
differenz nicht die absoluten Werthe der lonenbeweglichkeiten 
mafgebend sind, sondern nur ibr Verhältnif, und zweitens, daB 
bei beliebigen Verhältnissen der Concentrationen beliebig hohe 
Potentialdifferenzen principiell môglich sind, wenn auch wegen 
der Natur des natürlichen Logarithmus für merkliche Potential- 
differenzen recht beträchtliche Werthe von ns/7. erforderlich sind. 

Es ist somit an sich wohl môglich, daf in festen Lüsungen 
erhebliche Potentialdifferenzen sich ausbilden; fraglich ist nur, ob 
die Beweglichkeit ausreicht, um deren Aenderung mit der Tem- 
peratur wäbhrend der Dauer der Beobachtung zu stande kommen 
zu lassen; denn nach der Nernstschen Theorie verlangt eine 
solche Aenderung jederzeit eine Dislocation der Ionen. Hierüber 
kann man vorerst nur Vermuthungen haben; es erscheint aber 
keineswegs ausgeschlossen, daB bei sehr starken Abfällen in der 
Concentration, wie die oben erwähnte Beobachtung sie annehmen 
läft, und bei gesteigerter Temperatur merkliche Wirkungen ein- 
treten. Doch soll wegen der Unsicherheit dieser Frage von einer 
Erweiterung der Nernstschen Theorie auf Krystalle, die an 
sich Interesse und keine Schwierigkeit bietet, abgesehen werden. 


IV. Krystalle mit centrisch-symmetrischen molekularen 
Polsystemen. 

15. Wir wenden uns nunmehr gemäB dem auf S.401 Gesagten der 
Frage zu, ob eine wirklich, d. h. in den kleinsten Theilen cen- 
trische Erregung eines Krystalles môglich sei, und welche Gesetze 
eine solche befolgen müfte. 

_ Da eine polare electrische Erregung eines Volumenelementes 
die ganz allein denkbare wäre, wird nach der neusten Entwicke- 
lung der Electronentheorie wohl Niemand bebaupten; im Gegen- 
theil wird man durch die letztere dazu gedrängt, noch ganz andere 
Erregungsarten zuzulassen. Der Fall, daf ein Molekül, d. h. ein 
neutrales System electrischer Pole, ein Moment besitzt, d. h. in 
hinreichend grofen Entfernungen mit einem Polpaar äquivalent 
ist, stellt sich vielmehr in gewissem Sinne als ein specieller dar. 
Dies drückt sich analytisch in der Thatsache aus, daf die Kugel- 
functionenreihe für die Wirkung eines neutralen Polsystemes mit 
einem beliebig hohen Glied beginnen kann. Polar wirkende 
Polsysteme sind nur diejenigen, bei denen das Glied erster 
Ordnung von Null verschieden ist. 

Für solche wird die Potentialfunction auf hinreichend ferne 
Punkte bekanntlich durch 
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dargestellt, wobei M, ein Vector in einer dem System individuellen 
Richtung 4, das Moment des neutralen Systems, und > sein Ab- 
stand vom Aufpunkt ist. 

Verschwindet das Glied erster Ordnung, so kommt das fol- 
gende von der Form 


Ge MO 


2) Ÿ, = M, ——— Fe ess EE He Fa 
in erster Linie zur (eltung; dabei stellt M,, M,, M, ein Tensor- 
tripel mit den (zweiseitigen) Axenrichtungen 14,, 4,, À, dar. 

Es ist bekannt, da ein Potential von dieser Form sich deuten 
läft als die Wirkung von drei Polsystemen zu je vier unter einander 
absolut gleichen, paarweise entgegengesetzten Polen, von denen 
jedes System seine Pole in der Anordnung +——+ oder —++— 
in einer zu À,, À,, À, parallelen Geraden besitzt. Die M,, die 
man als Momente zweiter Ordnung nach den Richtungen 
À, bezeichnen kann, sind dabei die Producte aus den absoluten 
Polstärken in die Producte der beiden in dem Polsystem auf- 
tretenden Entfernungen zwischen zwei Polen entgegengesetzten 
Vorzeichens, positiv bei der ersten, negativ bei der zweiten An- 
ordnung. Da diese Entfernungen für jedes Polsystem im Product 
auftreten, kann man sie ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
einander gleich annehmen, wodurch dann die inneren Pole gleicher 
Art zusammenfallen und Doppelpole geben. 

Man erkennt hiernach, daB ein Potential der zweiten 
Form einer centrisch symmetrischen electrischen 
Vertheilung entspricht. 

Die Bildung weiterer hôherer und hôherer Potentiale bietet 
hiernach keine Schwierigkeit, mag aber unerôrtert bleiben. 

16. Haudelt es sich um einen Kôürper, also um ein System 
von sehr vielen gleichartigen und (am einfachsten) parallel orientirten 
Molekülen von solcher Dichtheit, daB selbst innerhalb eines Vo- 
lumenelementes dk deren eine sehr groBe Zabhl liegt, so folgt aus 
(1) für das Potential der Ausdruck 


3) mi 


wobei w die Summe aller Momente in der Volumeneinheit darstellt, 
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Ganz ebenso ergiebt sich aus (2) 


1 a L à 1 


Pa — Jun +e _. dk. 4) 

Beide Formeln gelten zunächst nur für Punkte in endlicher 
Entfernung vom Kürper. Von der ersten kann man bekanntlich 
beweïsen, daf sie bis an und selbst bis in den Kôrper hinein 
ibre Bedeutung behält, da unendlich nahe Volumenelemente nur 
unendlich kleine Beïiträge zu dem Werth von y, geben. 

y, verhält sich anders — nämlich analog, wie die Differential- 
quotienten von , nach den Coordinaten, d. h. wie dessen Feld- 
componenten; es ist somit bei den hôheren Potentialen der 
Uebergang von den einzelnen Molekülen zu den Volumenelementen 
nur für Punkte gestattet, die sich in endlicher Entfernung von 
dem Kôürper befinden. Dies würde aber für die uns beschäftigen- 
den Fragen ohne Belang sein; selbst die Mennige- und Schwefel- 
kôrnchen. mit denen das Kundtsche Verfahren operirt, befinden 
sich hôüchstens mit unendlich kleinen Ladungsantheïlen in unendlich 
kleiner Entfernung von dem bestäubten Krystall. 

17. Das Potential y, besitzt ähnlich interessante Eigenschaften, 
wie w,, und verdient deshalb an und für sich eine genauere Unter- 
suchung. Hier genügt es, auf eine Umformung durch zwei theil- 
weise Integrationen hinzuweisen, die , auf andere, bekannte 
Potentiale reducirt und häufig zu einer leichteren Beurtheilung 
des Wirkungsgesetzes verhilft. 

Hierzu schreiben wir, indem wir in bekannter Weïse die 
Differentiationen nach den Richtungen 1, der Tensoren uw, durch 
solche nach den Coordinatenaxen ausdriücken und einfache Ab- 
kürzungen einführen 


& | # + s + 

E ab PART MU 
PP; = J Ui 0 2° à Us ôy" Us 0 5) 
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Dies ergiebt nach einer ersten Integration bei Einführung des Ober- 
flächenelementes do und der Richtungscosinus #,, n#,, #, seiner 
äuBeren Normalen 
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Hierin stellt das zweite st ein Potential von der Natur 
‘von y,, also eines von polarer Erregung dar; das erste giebt die 
Wirkung einer gewissen Doppelbelegung der Oberfläche des Kôrpers 
an, allerdings im allgemeinen abweichend von den sonst auftretenden 
Doppelschichten. Denn ein Potential von der Form 


a 


— T 
fe de 


entspricht nicht Ladungen, die in absolut gleicher Stärke auf den 
durch Normale einander zugeordneten Elementen der beiden 
Flächen liegen, sondern solchen, für die die Zuordnung durch 
Parallele zur X-Axe geschieht. 

Man wird demgemäB also auch passend die beiden Flächen 
der Doppelschicht nicht einander parallel und aequidistant, sondern 
vielmehr einander identisch und parallel der X- Axe gegen einander 
verschoben denken. w ist dann das Product aus der Flächendichte 
in diese Verschiebung; bei positivem w liegt die positive Ladung 
auf der Seite der + X-Axe. Die Formel (6) läBt erkennen, daf 
Flächenelemente mit entgegengesesetzten äuferen Normalen- 
richtungen bei gleichen uw, gleiche Doppelbelegungen tragen, 
wenn man sie beide von auBen oder beide von innen betrachtet. 

Eine zweite partielle Integration liefert 


È 
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die beiden letzten Integrale sind hier also gewôhnliche Newton- 
sche Oberflächen- resp. Raumpotentiale, die allerdings in dem 
Falle räumlich constanter Erregung, d. h. constanter uw, ver- 
schwinden. 

Der durch Letzteres bestimmte einfachste Fall der homogenen 
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Erregung, in dem man die Coordinatenaxen mit den Richtungen 1, 
zusammenfallen lassen kann, führt sonach auf das Potential 


E de = 


sa pb à ne r 8) 
pa = u fn. 3: do+u, fn, cp do+w În."-d0. 


Seine Bedeutung erhellt am einfachsten, indem man jedes 
Glied in der Weise deutet, wie dies oben allgemein gezeigt ist. 
Die Flächendichten der drei Doppelschichten sind dann also mit 
U,7,, U,7,, UN, proportional. 

18. Eine Erregung der vorstehend behandelten Art durch 
Erwärmung würde dann zu Stande kommen, wenn analog, 
wie bei der polaren Pyroelectricität, die Momente uw, Functionen 
der Temperatur wären, was nach den neueren Anschauungen durch- 
aus zu erwarten ist. Die Vorgänge würden sich dann unter 
Eingreifen der oberflächlichen Leitfähigkeiten der Krystalle ganz 
ebenso abspielen, wie bei den normalen oder acentrischen Er- 
regungen. 

In dem uns allein interessirenden Falle eines homogenen 
Krystalles würden die Ausdrücke für die Potentiale sich dadurch 
vereinfachen, daB die Richtungen 4,, 4,, 4, überall die gleichen 
sind, also die Coordinatenaxen ïhnen prratiel gewählt werden 
kônnten. Wir hätten demzufolge 
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Wir bemerken, ‘ans HA diesen Formeln eine Erregung der 
betrachteten Art sowohl bei regulären Krystallen, als bei isotropen 
Kôrpern ausgeschlossen ist; denn in diesen Fällen ist nach Sym- 
metrie nothwendig u, — u, — u, also, da die Formel (9) sich 
nur auf äufere Punkte bezieht, auch q, — 0. Die wirklich 
centrische Pyroelectricität ist also (ebenso und aus ähn- 
lichen Gründen, wie die Doppelbrechung des Lichtes), eine spe- 
ciell krystallphysikalische Erscheinung, wobei oben- 
ein das reguläre System ausfällt. 
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Sie ist natürlich keineswegs an die centrische Symmetrie ge- 
bunden und kann bei acentrischen Krystallen neben der acentri- 
schen Erregung auftreten, ist aber bei den gewühnlichen Methoden 
zur messenden Beobachtung der letzteren unwirksam; nur bei der 
Kuandtschen Bestäubungsmethode kônnte sie sich geltend machen, 
— freilich wie das Folgende Le wird, nur sehr selten in 
merklicher Intensität. 

Der einfachste in Betracht Lattre Fall findet nach dem Ge- 
sagten bei Krystallen mit nur einer ausgezeichneter Axe, 
d. h. bei denen des rhomboedrischen, quadratischen, hexagonalen 
Systemes, statt. Wird die betreffende Axe zur z-Axe gewählt, 
also u, — u, gesetzt, so liefert (9) 


1 
r 
Pa rene 
10) ee = f@.- u,)n, nue - fe n, e 


+[ CRT de 


Bei homogener Erregung giebt dies 


11) = , 
p, = ufr dt = (4) fn, do 


Hat der krystallinische Kürper speciell Kugelfo r m, so ergiebt 
der erste Ausdruck, da sein Potential dasselbe ist, wie dasjenige 
eines Vierpolsystemes +——+ der $S. 414 behandelten Art von 
dem Moment (u,—u,)k, unter # das Volumen der Kugel ver- 
standen. Aus der Kugel treten, wenn u,—uw, —0, in polaren 
Zonen von der Breite von rund 55° Kraftlinien aus, in dem 
äquatorialen Zwischenraum hingegen ein; der Uebergang erfolgt 
stetig durch ein Bereich tangential verlaufender s:raftlinien. Das 
Kundtsche Verfahren würde also in den polaren Zonen Mennige, 
in der aequatorialen Schwefelbestäubung liefern, zwischen beiden 
einen Gürtel fehlender Wirkung. 

Ist der betrachtete Kôrper ein Polyeder mit lauter gleich- 
artigen Flächen, z. B. ein Kalkspathspaltungsstück, so ist jede 
dieser Flächen nach dem zweiten Ausdruck für , mit einer 
Doppelschicht derselben oben besprochenen Art aequivalent. 
Die Wirkungen einer von ihnen erkennt man, indem man aufer 
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der Richtung der Normale » noch zwei dazu normale Richtungen 
a und à nach der Figur 3 einführt und 


setzt. Dann resultirt nach (11) 


Ml 
p, = (u, otre SAUT 
a 
_ ee) Sr fr æ+ a 1E) +()jæl, 


wobei » die Entfernung des Aufpunktes von dem db zugeordneten 
Element ds der Randcurve der Fläche bezeichnet, und die Summe 
Y über alle Flächen zu erstrecken ist. Rechnet man längs der 
Randlinie der Fläche eine Variable s in dem Sinne von b (siehe 
Fig. 8), so ist db — ds/cos (b, s). 

y, zerlegt sich hiernach in das Potential 
einer Schaar unter sich gleichartiger, gewühn- 
licher homogener electrischer Doppelflächen, 
welche das Polyeder vollständig umgeben 
und somit im äuBeren Raum keine Wirkung 
üben, und in das Potential lineärer La- 
dungen, die sich auf den Kanten des Po- 
lyeders befinden. Ist u,—uw, => 0, so haben 
die Polkanten positive, die aequatorialen 
negative Ladungen. Dies Resultat, daf ein 
centrisch erregtes Polyeder mit lauter gleich- 
werthigen Flächen, aus einem einaxigen Krystall hergestellt, nur 
auf seinen Kanten scheinbare Ladungen trägt, erscheint sehr 
bemerkenswerth. 

Hat endlich der Krystall die Gestalt eines zur +-Axe parallelen 
Prismas (oder Cylinders) von beliebigem Querschnitt, das durch 
zur z normale Ebenen begrenzt wird, so werden bei der homogenen 
Erregung diese Endflächen zu gewühnlichen homogenen electrischen 
Doppelflächen, deren Kraftlinien die Randcurven umkreisen, derart, 
daf sie aus den Grundflächen aus- und in die Prismenflächen ein- 
treten. Hier werden die Grundkanten keine Ladungen tragen, aber 
ihnen benachbart wird auf der Grundfläche positive, auf den Pris- 
menflächen negative scheinbare Ladung in maximaler Dichte liegen. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1906. Heft 4, 30 


12) 


Fig. 3. 
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19. Die sehr verschiedenen Ladungsvertheilungen, die sich bei 
den im Obigen behandeïlten drei Formen des Krystallpräparates 
ergeben, haben nicht nur an sich ein Interesse; sie sind auch von 
grôBter Wichtigkeit für die Entscheidung der Frage, wie Beob- 
achtungen zum Aufsuchen der betreffenden Erscheinungen rationell 
angestellt werden müssen. 


Die letzte, cylindrische Form -ist offenbar durchaus zu ver- 
werfen; die entgegengesetzten Ladungen in stärkster Anhäufung 
unmittelbar zu beiden Seiten einer Kante paralysiren sich nicht 
nur bezüglich ihrer Wirkung nach aufen, sie werden sich in 
Wirklichkeit auch in Folge der nie ganz fehlenden Leitfähigkeit 
fast momentan ausgleichen. Die Kugelform ist hiervon frei und 
nur durch die Kostbarkeit der Herstellung unpractisch. Dagegen 
ist die zweite Form, die durch lauter gleichartige und -werthige, 
aber im Übrigen beliebige Begrenzungselemente definirt ist, sebr 
vortheïlhaft; die Ladungen erscheinen nur auf den Kanten, und 
man kann auch Sorge tragen, daf keine zwei entgegengesetzt 
geladene Kanten einander nahe kommen. 


Hierzu hat man nur das Präparat in der Form einer geraden 
vierseitigen Säule mit einem Rhombus oder Quadrat als Quer- 
schnitt herzustellen, derart, da seine Axe normal liegt zur 
krystallographischen Hauptaxe. 


Nach der Gleichung (11) werden hier die Grundflächen überhaupt 
nicht erregt, da für sie #, — O ist. Die Säulenflächen liefern 
nach (12) einerseits eine die Säule rings umhüllende gewôhnliche 
electrische Doppelfläche, aufBerdem 
eine Ladung der oberen und der un- 
teren Kante mit der linearen Dichte 
2(u,—u,)n,a,, eine solche der beiden 
mittleren mit der entgegengesetzten. 

Die einhüllende Doppelfläche ist 
mit zwei die Grundflächen bedecken- 
den Doppelflächen von entgegenge- 
setztem Moment aequivalent und giebt 
sonach auf den ïhnen nahen Theilen der Säulenflächen allent- 
halben gleichartige Ladungen. Stellt man die Beobachtungen mit 
leitenden Belegungen an, die auf den Säulenkanten liegen (s. 
Fig. 4) und den Grundflächen nicht zu nahe kommen, so sind die 
Wirkungen der letzteren bedeutungslos. Ist der Querschnitt ein 
Quadrat und mift man nur die Ladungsdifferenz der polaren 
und der aequatorialen Kanten, so kommt die Wirkung der Grund- 


l'ig. 4. 
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flächen auch dann nicht zur Geltung, wenn man die Belegungen 
über die ganzen Säulenkanten ausdehnt. 

Dies Verfahren läft sich nun auch auf rhombische Krystalle 
anwenden. Sind z. B. die Diagonalen des Querschnittes die Y- 
und die Z-Axe und ist die X-Axe die Säulenaxe, so schreiben wir 
statt (9) 


Male sil 
P, = (u, —4u) femerepenife | 
D 
= amon . ka Jus | 13) 


“LÉ 
+0 | Î srrem 1 (6.0) Jul 


wobei dq das Element der Grund-, do dasjenige der Säulenfläche 
bezeichnet, und dx an Stelle des in (12) auftretenden db gesetzt ist. 

Die Flächenintegrale sind zusammen einem Paar Doppelflächen- 
potentialen der Grundflächen mit den Momenten (u,—wu,) aequi- 
valent; die Linienintegrale geben die Potentiale der Ladungen 
der Säulenkanten mit den Dichten +2#n,a,(u, —u,); somit liegt 
hier die Sache wesentlich ebenso, wie bei einaxigen Krystallen. 

Benutzt man 3 Säulenpräparate von der angegebenen Form 
mit cyclisch vertauschten Krystallaxen, so erhält man 3 Beob- 
achtungen, die von den Differenzen (u,—u,), (u,—wu,), (u, —u.) 
abhängen. Lassen sich auch nicht quantitative Bestimmungen 
ausführen, so liefern doch die Vorzeichen der beobachteten 
Erregungen ein Urtheil darüber, ob der Vorgang wirklich auf 
centrisch erregten Elementartheilchen beruht. Es dürfen nämlich 
dann keinesfalls die drei beobachteten Erregungen gleiches Vor- 
zeichen haben. Das ist wenigstens ein qualitatives experimentum 
crucis. 

Wollte man aber statt des in Fig. 4 dargestellten Präparates 
ein rechtwinkeliges Parallelopiped aus dem rhombischen Krystall 
mit Flächen normal zu den Krystallaxen gleichfôrmig erwärmen 
und etwa zwei Flächenpaare mit Belegungen versehen — wie dies 
an sich vielleicht am nächsten läge — so würde man vermutblich 
keine merklichen Wirkungen erhalten; denn die Erregung eines 
solchen Präparates ist mit sechs gewühnlichen electrischen Doppel- 
flächen aequivalent, deren Momente für gegenüberliegende Flächen 
gleich, für die verschiedenen Paare aber verschieden sind. Solche 

30* 
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Doppelflächen liefern, beiderseitig jeder Kante unmittelbar anliegend, 
entgegengesetzte Ladungen, die wie schon oben gesagt, kaum zur 
Geltung kommen kônnten. 


V. Beobachtungen. 


20. Die Methode, die anzuweriden war, um das Vorhandensein 
wirklich centrischer Pyroelectricität nachzuweïsen, ist durch die 
theoretischen Ueberlegungen des vorigen Abschnittes vollständig 
bestimmt. 

Die in einer der Fig. 4 entsprechenden Gestalt geschliffenen 
Krystallpräparate (hergestellt von Brunnée-Gôttingen) wurden 
längere Zeit in absolutem Alkohol aufbewahrt, dann zur Herab- 
setzung der oberflächlichen Leitfähigkeit leicht lackirt. Um die 
auf den Kanten zu erwartenden Ladungen zur Wirkung kommen 
zu lassen, wurden die Präparate zwischen vier Kupferfedern ge- 
klemmt, die kleine, nach dem Querschnitt V gebogene Blech- 
streifen trugen, derart, daB ein jeder von diesen die Belegung 
einer Kante des Krystallpräparates darstellte. Je zwei gegen- 
überliegende Belegungen waren lôthweise mit einem der nach 
dem Electrometer führenden Drähte verbunden. 

Das Electrometer, ein vonBartels-Gôttingen nach Dolezalek 
gebautes Instrument, dessen Nadel nicht dauernd mit einer Span- 
pung verbunden ist, sondern nur vor jeder grôBeren Beobachtungs- 
reihe einmal geladen wird, war von so hoher Empfindlichkeit, daf seine 
groBe Capacität, die im Allgemeinen bei Beobachtungen sehr kleiner 
Electricitätsmengen stôrt, dadurch einigermaBen compensirt wurde. 
In wie hohem Maafe dies der Fall war, zeige die Bemerkung, daf 
ein stäbchenfürmiger Krystall von schwarzem sibirischem Tur- 
malin von ca. 1,3 mm° Querschnitt, wenn die Belegungungen seiner 
Endflächen mit den Quadranten verbunden waren, bei 1°C. Er- 
wärmung einen Ausschlag der Nadel von ca. 11 em bewirkte. 
Nun folgt aus den Beobachtungen von Riecke!'), daB die elec- 
trische Dichte, die sich bei einer solchen Temiperaturänderung auf 
einem schwarzen sibirischen Turmalin entwickelt, von der Ordnung 
0,5 g cm sec. ist. Hier kam davon rund der 80. Theil zur 
Geltung und dem bequem ablesbaren Ausschlag von 1 mm wiürde 
sonach die Ladung 0,00006 g cm sec. auf jedem Quadrantenpaar 
incl. Zuleitungen entsprechen. 


1) E. Riecke, Gôtt. Nachr. 1890, p. 197 u. f. 
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Der gleiche Ausschlag von 1 mm wurde auch erhalten, wenn 
die Quadrantenpaare auf eine Potentialdifferenz von 0,0002 Volt 
gebracht wurden. Nun bestehen zwischen den Potentialen und 
den Ladungen die Beziehungen 


E, = C++ Co PE = On Pit Co Pit On Vo, 
wobei die Indices 1 und 2 sich auf die Quadranten mit Zuleitungen, 
8 auf die Nadel beziehen und nach Symmetrie 


Ca rs Ca Cs = Cas; Ci = ES E, re SE; = E 
gesetzt werden kann. Man erhält sonach 
2E — (OS T0) Une. he 


wobei (C,,—C,,) als die Capacität C des Electrometers mit Zu- 
leitungen und Belegungen gelten kann. Aus den obigen Zahlen 
würde folgen 

- C — 180 cm; 


die Capacität des Electrometers ist also, wie auch andere Beob- 
achter erfahren haben, recht bedeutend. 

Es mag übrigens bemerkt werden, daf die starke Dämpfung, 
welche die Schwingungen der Nadel wegen deren auferordentlich 
kleinem Gewicht erfahren, — so bequem sie bei der Messung 
von leidlich constant zu erhaltenden Potentialdifferenzen ist, — 
bei den Bestimmungen kleiner Ladungen ziemlich stôrend wirkt. 
Namentlich bei den vorliegenden Beobachtungen, wo die kleinen 
Ladungen allmählich entstanden und gleichzeitig durch Leitung 
allmählich verschwanden, war an eine Beobachtung des zeitlichen 
Verlaufes des Vorganges selten zu denken, und die ablesbaren 
ersten Ausschläge gaben wenig mehr, als das Vorzeichen und die 
GrôBenordnung der auf den Präparaten erregten Ladungen. 

Um die Präparate auf verschiedene Temperaturen zu bringen, 
wurden dieselben abwechselnd in Bäder von kaltem und von 
warmem Paraffinôl getaucht. Dies geschah einfach in der Weiïse, 
daf das Präparat mit seinen Fassungen unverrückt fest gehalten, 
und die Bäder abwechselnd von unten her genähert und bis zum 
Eïintauchen des Präparates gehoben wurden. 

Der Krystall mit den beiden Bädern und die Zuleitungs- 
drähte waren durch geerdete metallische Umhüllungen gegen 
Influenzwirkungen von Aufen geschützt. 

21. Die Benutzung von Oelbädern hatte ich schon früher ,!) 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. 1898, S. 181. 
28 
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wegen das schnelleren Wärmeaustausches derjenigen von Luft- 
bädern vorgezogen. Freilich wirkten sie damals, bei der An- 
wendung flacher und dünner Krystallstäbchen erheblich schneller 
und präciser, als jetzt, wo es sich um relativ dicke Präparate 
bandelte, aber Luftbäder würden ihre Wirkung ähnlich verschlech- 
tert haben. Da von Vorichtungen für Constanterhalten der Tem- 
peraturen und für dauerndes Umrühren der Bäder wegen der Gefahr 
stôrender electrischer Wirkungen durchaus abgesehen werden mufte, 
so konnte die am Anfang und am Ende jeder Versuchsreihe vorge- 
nommene Ablesung nur ganz ungefäbre Werthe für die Temperatur 
der Bäder geben, und diese mochten noch erheblich von den 
mittleren Temperaturen der Krystalle abweichen. 

In der That, die Umkehr der Electrometernadel nach einem 
Austausch der Bäder markiert angenähert den Moment maximaler 
Ladungen der Belegungen, aber nicht die erreichte hôchste oder 
tiefste Temperatur resp. die stärkste Erregung des Krystalles. 
Die Nadel kehrt vielmehr um, wenn die Temperatur und damit 
die Erregung anfängt, sich so langsam zu ändern, daf der Ver- 
lust der Ladung durch Ableitung grüsser ist, als der Zuwachs 
der electrischen Erregung. Da nun die Umkebrung meist nach 
einer mäfigen Zahl von Secunden stattfand, und die Krystalle durch- 
weg schlechte Wärmeleiter waren, so ergiebt sich von selbst, 
da die Bestimmung der Temperaturen der Bäder nur die Grô$en- 
ordnung der Temperaturänderungen der Krystallpräparate lehrt. 
Schon aus diesem Grunde erübrigt somit die Angabe einzelner 
Beobachtungen. 

Die Messungen litten aber noch unter einem anderen Übel- 
stande. Paraffinôl behält offenbar, auch wenn es mit wasser- 
freiem Kupfersulfat durchgeschüttelt und lange Zeit in Berührung 
gewesen ist, eine kleine Leitfähigkeit, und die geringe Structur- 
verschiedenheit der Kupferfassungen genügte, um zwischen ihnen 
electromotorische Kräfte entstehen zu lassen, die langsam, aber 
(was nach der oben angegebenen Empfindlichkeit des Electrometers 
einleuchtend ist) häufig bis zu grofen Beträgen wachsende Aus- 
schläge der Electrometernadel bewirkten. Durch Lackiren aller 
mit dem Oel in Berührung stehenden Theile konnte man den Wider- 
stand in dem Bade so vergrüfern, da die Ladung der Quadranten 
in Folge der electromotorischen Kräfte hinreichend langsam vor 
sich ging, um nicht mehr wesentlich zu stôren. Aber da mit den 
Fassungen beim Einsetzen der Krystalle hantirt werden mufte, so 
bildeten sich auf den Lacküberzügen offenbar Ladungen aus, die 
sehr merklich waren und (da allmählich Alles mit Oel tüberzogen 
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war) sich auch durch Bestreichen von Krystall und Fassung mit 
emer Alkoholflamme nur unvollkommen beseitigen liefen. Viel- 
leicht safen auch in dem dickflüssigen Oel von dem Herumrühren 
mit dem Thermometer Ladungen — kurz, vielfach waren die Aus- 
schläge des Electrometers am Anfang von Beobachtungsreihen ganz 
wild und regellos. Namentlich die Untersuchung von Krystallen 
mit schwachen Wirkungen litt darunter; es dauerte oft sehr 
lange, bis ein regelmäfiger Verlauf eintrat, d. h. die Ausschläge 
bei Anwendung des warmen und des kalten Bades entgegengesetzte 
Richtung und gleiche GrüBenordnung besafien. 

Bei stärker wirksamen Krystallen war nicht selten nahe 
Gleiïchheit der Ausschläge nach rechts und links erzielbar; 
bei schwach wirksamen lie das Kriechen der Ruhelage in Folge 
der oben besprochenen Ladung mitunter erhebliche Unterschiede 
derselben eintreten. 

In der That, wenn während der Bewegung der Nadel in 
Folge der pyroelectrischen Erregung des Krystalles gemäB dem 
oben Gesagten eine electromotorische Kraft zwischen den Fassungen 
im Sinne kleinerer Zahlen wirkte, so mufte sie die Erregungen, 
die für sich die Nadel nach kleineren Zahlen trieben, zu groë, 
diejenigen, welche sie nach grüferen Zahlen trieben, zu klein 
erscheinen lassen. Bei sehr schwachen pyroelectrischen Erregungen 
und stärkeren electromotorischen Kräften ging die Verschieden- 
heit gelegentlich soweit, daB bei den ersteren Erregungen über- 
haupt kein Umkehrpunkt zu stande kam, während bei den letzteren 
ein solcher nach einem kleineren Ausschlag stattfand. 

Die Verhältnisse wurden noch dadurch complicirt, da dieselbe 
Fassung im beifen und im kalten Ülbad, sich gelegentlich ver- 
schieden verhielt; das Ôl in beiden Bädern hatte offenbar in Folge 
verschiedener Behandlung verschiedene Verunreinigungen erhalten, 
auch mochte seine Leitfähigkeit mit der Temperatur variiren. 

Wegen dieser Schwierigkeiten habe ich wiederholt, und be- 
sonders dann, wenn die Resultate unsicher erschienen, eine nahe- 
liegende Methode zur näherungsweisen Elimination der electro- 
motorischen Kräfte in den Fassungen angewendet, die darin 
bestand, den Krystall zwei Mal in derselben Fassung zu beobachten 
und ibn dazwischen in der Fassung um 90° zu drehen, sodaf, 
wenn zuerst das Paar Belegungen «a mit dem Kantenpaar a”, 
das Paar Belegungen BB mit dem Kantenpaar bl" in Berührung 
war, dann das Umgekehrte geschah. Hierbei wurden die Wir- 
kungen der pyroelectrischen Erregung auf das Electrometer umge- 
kehrt, die der Fassungen blieben dem Sinne nach ungeändert. 
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Namentlich bei den beobachteten einaxigen Krystallen, die sämmt- 
Lich recht schwache Erregungen gaben, war diese Methode nütz- 
lich, um festzustellen, daf eine beobachtete Wirkung nicht etwa 
auf St‘rungen beruhte. 

22. Die Beobachtungen, bei denen mir Herr Dr. Bose behülf- 
lich gewesen ist, wurden im Einzelnen nun so angestellt, daf, 
nachdem die Nadel des Electrometers durch Verbindung mit der 
isolirten Leitung der städtischen Centrale auf 220 Volt geladen 
war, das Krystallpräparat zunächst in das kalte Bad eingeführt 
wurde, während seine (dauernd mit den Quadranten verbundenen) 
Belegungen geerdet waren. Hatte das Präparat soweit die Tempe- 
ratur des Bades angenommen, daf bei Aufhebung der Erdung die 
Nadel merklich still stand, so wurde das kalte Bad gegen das 
warme ausgewechselt und der Umkehrpunkt der Nadel beob- 
achtet. Darauf wurde, um die Ladungen môglichst schnell zu 
vernichten, die Erdung wiederhergestellt und so lange erhalten, 
bis wieder nach vorgenommener Isolation die Nadel merklich still 
blieb. Nun erfolgte abermals die Auswechselung der Bäder, Be- 
obachtung des Umkehrpunktes u. s. f. 

Was die benutzten Materialien angeht, so waren die Kalk- 
spath- und Dolomitpräparate aus farblosen Spaltungsstücken, die 
Beryllpräparate aus dem grofien hellgrünen Ural-Beryll herge- 
stellt, der auch die Stäbchen für meine Elasticitätsbestimmungen 
geliefert hatte. Der Topas war ein groBer farbloser aus Sibirien, 
die Baryte ebenso wasserklar, angeblich aus Cumberland, beide 
fast sprungfrei; der Côlestin war ganz leicht bläulich gefärbt, 
einzig sehr von Sprüngen durchsetzt, und stammte vom Erie-See. 

Die Orientirung der Krystalle gegen das Coordinatensystem 
ist bei Angabe der Resultate ebenso gewählt, wie bei meinen 
Untersuchungen über Krystallelasticität. Bei einaxigen Krystallen 
ist die Z-Axe in die Hauptaxe gelegt: bei rhombischen die X-Axe 
in die Makro-, die Y-Axe in die Brachydiagonale, die Z- in die 
Verticalaxe. Die Vorzeichen beziehen sich auf eine Erwärmung. 

Ist also u,—u, bei einem einaxigen Krystall positiv, so heifit 
das: ein nach S. 420 hergestelltes prismatisches Präparat, dessen 
Axe normal und dessen eine Querdiagonale parallel der krystallo- 
graphischen Hauptaxe liegt, wird bei Erwärmung an den Pol- 
kanten positiv, an den Aequatorialkanten negativ erregt. 

Ist bei einem rhombischen Krystall uw, —u, —0, so bedeutet 
dies: ein prismatisches Präparat, mit der Axe parallel der Verti- 
calaxe, den Querdiagonalen parallel der Makro- und Brachy- 
diagonale, wird beim Erwärmen so erregt, daf die brachydiago- 
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nalen Kanten positiv, die makrodiagonalen Kanten negativ er- 
scheinen. 

28) Ich gebe nunmehr einige Resultate an, wobei ich mich 
auf Mittheilung der GrôBenordnung und des Vorzeichens der 
Differenzen u,—uw, im Falle der Erwärmung um ca. 40°C. be- 
schränke, die in den Formeln (12) und (13) auftreten. Die GrôBen- 
ordnung soll dabeï durch die Worte klein, mittel, groB, sehr grof, 
characterisirt werden, je nachdem der der einfachen Wirkung 
entsprechende Ausschlag der Electrometernadel, an der 240 cm 
abstehenden Scala gemessen, O bis 1, 1 bis 5, 5 bis 20, 20 bis 
50 cm betrug. 


Kalkspath®) u,—u, <0, klein. 


Dolomit <0, klein. 
Beryll < 0, (sehr) klein (unsicher). 
Topas u,—u, <0, mittel. 


Wu, <0, grofi. 
u,—u, 0, grof. 


Baryt u, —u, <0, sehr grof. 
u, —u, > 0, sehr grof. 
mr 0, gro. 


Côülestin u, —u, <0, sehr grof. 
u,—u, <0, mittel. 
u,—u, > 0, grof. 


Diese Resultate zeigen zunächst durch die ganz verschiedenen 
GrüBenordnungen, da es sich um einen den Medien individuellen 
und nicht etwa einen auf Fehlern der experimentellen Anordnung 
beruhenden Vorgang handelt. Hiermit stimmt überein, daf die 
aus zwei verschiedenen Barytkrystallen beliebig herausgeschnittenen 
Präparate sich nach Vorzeichen und Grüfenordnung der Erregung 
gleich verhalten haben, und ähnliches auch von mehreren aus dem- 
selben Coelestin angefertigten Präparaten galt. 

Ferner ist die S. 421 als experimentum crucis bezeichnete 
Forderung der Theorie bei rhombischen Krystallen allenthalben 
erfüllt: die drei Differenzen u,—u, haben nirgends sämmtlich das 


1) Das gleiche Vorzeichen ergab sich bei der Beobachtung eines natürlichen 
Spaltungsstückes von Kalkspath nach der auf S. 26 erürterten Methode. 
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gleiche Vorzeichen. Ich bemerke, da bei Topas, wo alle Präpa- 
rate angenähert dieselbe GrôBe hatten, auch die numerische Be- 
ziehung 

G@—u)+(u —u) = (u,—u) 14) 
angenähert ertüllt ist; bei Baryt und Cülestin gilt dies nicht, 
weil, dem verfügbaren Material entsprechend, die verschiedenen 
Präparate sehr verschiedene Dimensionen hatten, und diese Dimen- 
sionen in verschiedener Weise den Vorgang beeinflussen. 

Beïläufig sei darauf hingewiesen, daf auch bei ganz identisch 
geformten Präparaten die unmittelbaren Beobachtungen die obige 
Beziehung (14) nicht erfüllen kônnen, wenn die Wärmeleitungen 
bei rhombischen Krystallen in den Richtungen der drei Haupt- 
axen erheblich verschieden sind. Denn von den transversalen 
Wärmeleitungen der Präparate hängt nach S. 31 ganz wesentlich 
ab, wie viel von der factischen Erregung zur Einwirkung auf das 
Electrometer gelangt. 

24) Es erübrigt noch eine Erwägung der Einwände, die gegen 
eine Deutung der vorstehenden Beobachtungen in dem Sinne der 
im IV. Abschnitt auseinandergesetzten Theorie erhoben werden 
kônnten. Wenn diese Deutung abgelehnt würde, so kônnten die 
wahrgenommenen Vorgänge nur auf acentrischer (gewôhnlicher) 
Pyroelectricität beruhen, und dies würde offenbar erfordern, daf 
die benutzten Präparate in einer der in Abschnitt II und III er- 
ôrterten Weisen aus mehreren acentrischen Theilen zusammen- 
gesetzt wären. Dabei ist sogleich in Betracht zu ziehen, daf die 
beobachteten Präparate nicht ganze Krystallindividuen darstellen, 
sondern kleine Theile von solchen, und ganz excentrisch aus den 
Krystallen geschnitten sind, so daB also die Wahrscheinlichkeïit 
einer starken scheinbar centrischen Erregbarbeit nicht allzugrof 
ist. Immerhin war eine genaue Prüfung der Frage nôthig, die 
ich denn auf drei Wegen angegriffen habe. 

Erstens habe ich die Topas- und Barytpräparate, die nach 
Homogenität der Structur und Stärke der centrischen Erregung 
die wichtigsten waren, dem Kundtschen Bestäubungsverfahren 
unterworfen. Es war nach den Beobachtungen von Mack und 
Anderen zu erwarten, daB, wenn die Präparate aus Theilen von 
acentrischer Symmetrie in verschiedenen Orientirungen bestanden, 
deren Grenzen bei dem Bestäubungsverfahren sich markiren 
würden. Indessen gab die Beobachtung an den bis auf 120°C. 
erwärmten Präparaten auch nicht die leiseste Andeutung einer 
zusammengesetzten Structur. Die Flächen der Präparate zeigten 
überhaupt keine merkliche Wirkung auf das Mennige-Schwefel- 
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Gemisch, wie das den Erfahrungen anderer Beobachter mit der- 
artig farblosen Baryten und Topasen entspricht; daf auch die 
Kanten mit einer Ausnahme weder Gelb- noch Rothfärbung zeigten, 
erklärt sich daraus, daf an den scharfen Kanten Theïilchen kaum 
haften kônnen, auf die benachbarten Flächenstücke aber die 
Ladung der Kanten tangential wirkt, also keine Staubtheilchen 
festzuhalten vermag. Bei einem Barytpräparat glaubte ich in- 
dessen eine leichte Färbung der Kanten im Sinne der oben ent- 
wickelten Theorie wahrzunehmen. 

Nach den auf S. 398 u. f. besprochenen Beobachtungen war zu 
erwarten, daf eine Zusammensetzung der Präparate aus verschie- 
denen acentrischen Theiïlen sich optisch geltend machen würde. 
Für die hierdurch angegebene zweite Art der Prüfung lief ich 
aus den Resten der benutzten Topas- und Barytkrystalle eine resp. 
zwei der Basis parallele Platten schneiden und poliren. Bei dem 
(gedrungen ausgebildeten) Topas umfafite sie die knappe Hälfte des 
Querschnittes, bei den (plattenfôürmigen) Baryten, von denen nur 
kleine, wenn auch zahlreiche Stücke übrig waren, viel weniger; 
im Ganzen hatten beide Platten 2—38 cm? Fläche. 

Im polarisirten Lichte erwiesen sich diese Platten als optisch 
vollkommen homogen; von einer Feldertheilung war nicht die 
leiseste Andeutung vorhanden. Gleiches gilt von einer dritten zur 
Basis normalen Barytplatte. Auch dieser Befund bestärkt die 
Wabrscheinlichkeit der vorgeschlagenen Deutung unserer Beob- 
achtungen. 

Eine dritte Prüfung fübrte ich so aus, daf ich die Mehrzahl 
der beobachteten Topas- und Barytpräparate mit nur zwei Be- 
legungen gegenüberliegender Kanten versah und diese mit den 
Quadrantenpaaren des Electrometers verband. Bei ganz homo- 
gener Substanz, gleichfôrmiger Erwärmung und symmetrischen 
Belegungen hätte sich bei dieser Anordnung gar keine electrische 
Erregung durch Temperaturänderung ergeben dürfen. Dies war 
nun allerdings nicht der Fall; aber die eintretenden Erregungen 
waren erheblich, meist sogar viel kleiner, als bei der $. 29 be- 
schriebenen Anordnung und daneben von einer auffallenden Un- 
bestimmtheit; bei Wiederholungen wechselte nicht nur die GrôüBe, 
sondern mitunter auch das Vorzeichen des Ausschlages der Électro- 
meternadel, obwohl die Umstände der Beobachtung eigentlich be- 
sonders günstig waren. 

Ich môüchte insbesondere bei Topas, wo sich diese scheinbaren 
polaren Erregungen in sehr engen Grenzen hielten, vermuthen, 
daf die betreffenden Ausschläge auf ungleichfôrmiger Erwärmung 
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der Präparate (die gerade an den für die Wirkang wichtigsten 
Kanten wesentlich durch die angebrachten Belegungen aus Kupfer- 
blech bedingt werden) und auf der ungleichen Influenzirung dieser 
Belege beruben. In der That ist ja zur Erzielung eines Aus- 
schlages der Electrometernadel keineswegs ein verschiedenes Vor- 
zeichen der Ladungen der Quadrantenpaare erforderlich; es genügt, 
daB ïhre Potentiale an GrôBe abweichen. Bei Baryt waren die 
scheinbar polaren Wirkungen relativ zu den centrischen etwas 
stärker; es ist nicht unmôglich, da hier eine der im III. Ab- 
schnitt besprochenenen chemischen Wirkungen sich neben der 
im IV. Abschnitt besprochenen wirklichen centrischen Erregung 
geltend machte. Ein triftiges Argument gegen die letztere scheint 
mir aber aus allen den beschriebenen Versuchen nicht herleitbar 
zu sein. 

SchlieBlich sei neben der Thatsache, daf Präparate aus zwei 
verschiedenen Barytkrystallen und verschiedene aus demselben 
Coelestin sich gleich verhielten, nochmals das $S. 28 erôrterte 
experimentum crucis hervorgehoben. Da diese Forderung der 
Theorie sich bei allen den drei beobachteten rhombischen Kry- 
stallen übereinstimmend erfüllt gezeigt hat, kônnte sich ja viel- 
leicht auch anders erklären; jedenfalls folgt aber aus der hier 
discutierten gegnerischen Ansicht, die eine acentrische Erregung 
annimmt, eine solche Regel nicht; ihre Bestätigung darf somit 
wohl auch als eine Stütze der Annahme einer wirklich centrischen 
Erregung betrachtet werden. 

Ein vôllig zwingender Beweis derselben ist natürlich unmôüg- 
lich; ich glaube aber, jede môgliche Prüfung vorgenommen 
zu haben und bin dabei auf ernstliche Widersprüche nicht ge- 
stofen. 


Resultate. 


Die meisten früher beobachteten pyroelectrischen Erregungen 
centrisch symmetrischer Krystalle sind nicht in den kleinsten 
Theilen centrisch, sondern acentrisch: die centrische Erregung des 
ganzen Krystalles beruhte vielmehr auf dessen symmetrischem 
Aufbau aus Theilen, die entweder wirklich acentrischen Individuen 
angehôrten oder secundär zu acentrischer electrischer Erregung 
fäbig geworden waren. Näheres hierüber enthält der II. und der 
III. Abschnitt der vorstehenden Arbeit. 

Indessen ist nach dem heutigen Zustande unserer molekular- 
theoretischen Vorstellungen eine wirkliche centrische Pyroelec- 
tricität keineswegs unwahrscheinlich. Der IV. Abschnitt entwickelt 
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. die Theorie einer derartigen Erregung; dieselbe zeigt einerseits, 
daB und warum unter Umständen, wo man eine merkliche Wirkung 
einer solchen Erregung erwarten müchte, dieselbe sich doch der 
Beobachtung entzieht; sie giebt auch die Hinweise, wie man die 
Verhältnisse zu wählen hat, um mit besten Aussichten zu beob- 
achten. 

Im V. Abschnitt ist über nach diesen Regeln angestellte Be- 
obachtungen berichtet, welche bei einer ziemlichen Anzahl von 
Krystallen schwächere oder stärkere Wirkungen ergeben haben, 
die nach allen begleitenden Umständen mit einer gewissen Wahr- 
scheinlichkeit auf eine solche, in den kleinsten Theilen centrische 
pyroelectrische Erregung gedeutet werden dürfen. 


Anhaneg. 


Ueber Piezoelectricität centrischer Krystalle. 
Von 


W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. October 1905. 


Wie schon in der Einleitung hervorgehoben, unterscheiden 
wir bei acentrischen Krystallen zwei Arten pyroelectrischer Er- 
regung, die eine (wahre), die auch bestehen bleibt, wenn die 
Temperaturänderung bei aufgehobener oder verhinderter Deforma- 
tion stattfindet, und die andere (falsche), die mit den Deformationen 
verschwindet, also wesentlich auf ihnen beruht und von der Tempe- 
raturänderung nur insofern bewirkt wird, als letztere Deforma- 
tionen hervorruft, somit im Grunde piezoelectrisch ist. 

Es kann kein Zweifel sein, daB, wenn wirkliche centrische 
Pyroelectricität vorkommt, Gleiches auch von centrischer 
Piezoelectricität gelten wird; die Verhältnisse liegen eben ganz 
analog. Werden die molekularen Systeme electrischer Pole in 
acentrischen Krystallen sowohl durch Erwärmung, als durch 
Deformation beeinfluft, so ist nicht einzusehen, warum bei centri- 
schen Krystallen die letztere Wirkung fehlen sollte. 
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Existirt nun eine wirkliche centrische Piezoelectricität, so 
sind die Momente w,, in den früheren Formeln nicht nur Func- 
tionen der Temperatur, sondern auch der Deformationen; da aber 
die Momente uw, und die Deformationen je ein Tensortripel be- 
stimmen, und da man als elementarsten Ansatz den einer lineären 
Beziehung zwischen beiden wählen wird, so sind die allgemeinsten 
Grundformeln der centrischen Piezoelectricität conform mit den- 
jenigen der Elasticität vor Einführung der energetischen Bezie- 
hbungen, welche die Anzahl der Parameter von 36 auf 21 reducirt. 
Die Specialisirung dieses allgemeinen Ansatzes auf die 32 Krystall- 
gruppen habe ich seiner Zeit durchgeführt!); der Vorgang ist 
centrisch-symmetrisch und demgemäB ergeben sich nur neun unter 
einander verschiedene Obergruppen. 

Nach dem Inhalt von $ 18 bietet es keine Schwierigkeiten, 
ein Krystallpräparat durch mechanische Einwirkungen so zu de- 
formiren, daf es merkliche centrisch-piezoelectrische Wirkungen 
äuBern kônnte. 

Beispielsweise lauten für einen rhombischen Krystall die Be- 
ziehungen zwischen den Momenten und den DeformationsgrôBen 


Wii = Al +a,Y, +0, Us = AY) 
15) Us — Con Na + Ugo y + Us Ë, Us = 52) 
Us = nds À Ugo Y + Use, Us = Le Ly) 


die Anzahl der Constanten «,, ist zwôlf. Drückt man — was für 
das Weiïitere bequemer ist — die DeformationsgrôBen durch die 
Druckcomponenten X,,...X, aus, so erhält man analog 


16) Bi Ps F-56228 Us — Br Y;; 


Us T. 

Dieselben Beziechungen gelten auch für das quadratische und 
das hexagonale System mit einigen Beziehungen zwischen den 
Parametern, von denen für uns nur das Quadrupel 


17) Bai = Banr Bio = Pnr Bis — Bass Bu — Ps 


in Betracht kommt. Das rhomboedrische System läft sich nicht 
als Specialfall von (15) behandeln. Es soll aber, da die zutreten- 
den Glieder für uns nicht wesentlich sind, hier dem hexagonalen 
einfach analog behandelt werden. 

Es mag besonders hervorgehoben werden, daB bei der Spe- 
cialisirung des Ansatzes (15) auf reguläre Krystalle und auf iso- 


1) W. Voigt, Abh. d. Kgl. Ges. d. Wiss. in Gôtt. 36, 11, 1890. 
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trope Kôrper die B,, nicht verschwinden. Die centrische piezo- 
electrische Erregung ist also principiell nicht auf Krystalle be- 
schränkt; aber, wie es scheint, giebt es nicht viele practisch aus- 
führbare Anordnungen, bei denen eine solche Erregung isotroper 
Kôrper beobachtbare Wirkungen liefert. 

Für einen mit seiner Axe parallel zur X-Axe geschnittenen 
Cylinder erhält man bei longitudinaler Compression, da hier 
X, = P,, d. h gleich der auf die Flächeneinheit ausgeübten 
Druckkraft ist, und die übrigen Druckcomponenten verschwinden, 


ui, = BP, Us — Pa PF; Us —= Bal; 


18 
Us = 0, ui — 0, nu, — 0. 


Hat der Cylinder insbesondere die Form eines rechteckigen 
Prisma mit Querschnittsdiagonalen parallel Y und Z, so ergeben 
Betrachtungen, die den in $ 18 angestellten ganz analog sind, 
da8 er durch den Druck — abgesehen von wenig wirksamen ent- 
gegengesetzten Ladungen zu beiden Seiten der Grundkanten — 
nur so erregt wird, da die Längskanten abwechselnd entgegen- 
gesetzte Ladungen annehmen, deren Dichten proportional mit 
Lu, —uw,), à h. mit +(8,, — B,) sind. Bei isotropen Kôürpern ist 
natürlich nach Symmetrie 8, —8B, gleich Null Mit drei der- 
artigen Prismen, deren Lagen cyclisch in einander übergehen, 
bietet es also keine Schwierigkeit, die Differenzen 


ba re bn ) Bis ER Ps Ps 5 Bis 


für einen rhombischen Krystall zu bestimmen. Leider sind hier- 
mit erst drei unabhängige Combinationen der 12 unabhängigen 
Parameter erbalten, und es wird umständlich sein, die übrigen 
9 zu bestimmen. Vorläufig handelte es sich aber nur darum, die 
wirkliche Existenz der durch die Theorie als wahrscheinlich 
erwiesenen Wirkung in einigen Fällen nachzuweisen. 

Wir unterwarfen der Beobachtung demgemäB die oben auf 
centrische Pyroelectricität untersuchten Präparate; dieselben wur- 
den mit der Prismenaxe aufrecht auf eine Unterlage von Hart- 
gammi gestellt, ebenso mit einer Hartgummiplatte bedeckt und 
mittelst einer einfachen Hebelvorrichtung einem Druck ausgesetzt. 
Die Ladungen der Kanten, die beim Be- und Entlasten aut- 
treten, wurden wie oben bei der pyroelectrischen Erregung durch 
angebrachte kupferne Belegungen, die dauernd mit den Quadranten 
verbunden waren, zur Einwirkung auf das Electrometer gebracht. 
Auch hier soll nur eine Vorstellung von der GrüBenordnung und 
dem Sinne der beobachteten Ausschläge gegeben werden. Quanti- 
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tative Bestimmungen bieten vorläufig kein Interesse und scheinen 
schwierig zu sein. 

Schon bei den Messungen der acentrischen piezoelectrischen 
Erregungen wird die Genauigkeit durch die Schwierigkeit, das 
Präparat wirklich gleichfôrmig zu drücken, sehr beeinträchtigt ; 
in noch weit hôüherem Maafe gilt dies bei centrischer Erregung. 
Im ersten Falle operirt man nämlich mit Flächenbelegungen, 
da die scheinbaren Ladungen bei homogenem Druck auf Flächen 
liegen; im letzten Falle sind Kantenbelegangen anzuwenden, 
da bei homogenem Druck Kantenladungen auftreten. Eine ein- 
fache Ueberlegung zeigt, daB die Wirkung eines inhomogenen 
Druckes, (der im ersten Falle die Flächenladungen verändert und 
räumliche Ladungen hervorruft, im zweiten Falle räumliche und 
flächenhafte Ladungen bewirkt und die Kantenladungen verändert) 
im zweiten Falle viel stärker sein wird, als im ersten. Die 
Flächenbelegung summirt eben über ein viel grôBeres Gebiet, als 
die Kantenbelegung. 

In der That hat sich denn auch bei den Beobachtungen, die 
wir mit den zu den früheren Untersuchungen benutzten Präpa- 
raten angestellt haben, eine sehr groBe Inconstanz der Resultate 
ergeben, und die nachstehende Zusammenstellung hàt noch weniger 
Bedeutung, als die in $ 23. Immerhin halte ich, wegen gewisser 
interessanter Resultate die Mittheilung für angezeigt. 

Die GrüBenordnung der beobachteten Erregung ist als klein, 
mittel, groB, sebr gro bezeichnet, je nachdem die bei Be- oder 
Entlastung mit 1 kg pro em* beobachteten Ausschläge von O bis 
0,5, 0,5 bis 2, 2 bis 10, 10 bis 50 mm betrugen. Da man gelegent- 
Jich Prismen von 0,2 em° Querschnitt mit 10 kg drücken konnte, 
wodurch die Wirkung sich auf das 50-fache steigert, so waren 
auch die den ,kleinen“ Erregungen entsprechenden Ausschläge 
sehr merklich. 

Bei den nicht sprungfreien Krystallen, wie Dolomit und be- 
sonders Coelestin ist auch die Angabe der Grüfenordnung einiger- 
mafen unsicher, da die Beobachtungen besonders inconstante Re- 
sultate ergaben; offenbar finden hier je nach der Art der Belastung 
Verschiebungen längs der Sprungflächen statt, die jede Regel- 
mäBigkeit der Deformation aufheben. 


Das Vorzeichen der angegebenen Differenzen zweïer B,, be- 
zieht sich auf die Entlastung. 
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Kalkspath 8, — 8, <0 mittel. 
Dolomit > 0 klein. 
Beryll > 0 (sehr) klein. 
Topas Ba — Bu = 0 mittel. 

Bis — By < 0 klein. 

Pas — Bis => 0 mittel. 


Baryt Bar — By = 0 sebr gro. 
Bis RE Pos < 0 grof. 
Bas ps Bis > 0 grof. 


Coelestin 8, —8, = 0 klein. 
Bis É& Ba > 0 grof. 
Bas — Bi > 0 mittel. 


Vergleicht man diese Tabelle mit der auf S. 427 gegebenen, so 
fallen einige Resultate als unerwartet auf. Einerseits entsprechen 
sich nicht überall — wie man nach den Resultaten an acentrischen 
Krystallen erwarten müchte — die Vorzeichen der Parameter- 
differenzen; es wirkt also bei centrischen Krystallen Entlastung 
nicht immer in demselben Sinne wie Erwärmung; andererseits 
geben von den Präparaten eines rhombischen Krystalles nicht 
etwa regelmäBig dieselben grôfte oder kleinste pyro- und piezo- 
electrischen Erregungen. 

Dañ es sich bei den beschriebenen Beobachtungen wirklich 
um eine centrisch-symmetrische Erregung handelt, läfit sich 
natürlich auch hier nicht streng nachweïsen. Doch fallen die $. 428 
bis 430 erürterten Thatsachen dafür einigermalen ins Gewicht 
Einige Beobachtungen mit nur zwei Belegungen, die allein die 
polaren Wirkungen zur Geltung kommen liefien, gaben Resul- 
tate, die den S. 429 besprochenen ganz analog waren und ähnliche 
Folgerungen gestatten. Es mu zunächst genügen, die Môglich- 
keit centrischer piezoelectrischer Erregungen gezeigt und ihr Auf- 
treten einigermalien wahrscheinlich gemacht zu haben. 


Ueber centrische Influenzirung centrischer Krystalle. 


Den beiden im Vorstehenden betrachteten centrischen Erre- 
gungen durch Erwärmung und durch Deformation schlieft sich 
offenbar noch eine dritte an: auch durch Influenz kann ein 
ventnischer Krystall centrisch erregt werden, und zwar ist dieser 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1905. Hot 4. ol 
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Vorgang, wie die unmittelbare Anschauung zeigt, bedingt nicht 
durch die Feldstärke selber, sondern durch deren Gradienten. 
In der That, knüpft man die Betrachtung an das S. 414 erwähnte 
Vierpolsystem +——#+ oder —++— an, aus dem complicirtere 
Gebiide sich aufbauen, und denkt man die Pole durch quasi- 
elastische Kräfte an ihren Orten festgehalten, so sieht man so- 
gleich, daf zwar ein constantes Keld das Moment (zweiter Ord- 
nung) dieses Systemes nicht verändert, wohl aber ein in der 
Richtung der Axe des Systemes variirendes. 

Wir wollen das Problem sogleich etwas allgemeiner angreifen, 
indem wir an das Potential ® eines beliebigen neutralen molekularen 
Polsystemes anknüpfen, das sich schreïben läft 


Fe na 
— D — Dm, +e + IDmait 
0x 0x 
19) 1 
0° — 
7 
oser te 
oder kürzer 
a 21 #2 
PC ft D ge EE en 
1 0x 11 Ôx°? % Oy0z 


Dabei ist » vom Coordinatenanfang aus, der beliebig im Pol- 
system liegen mag, gerechnet, x, y, sind die Coordinaten des Auf- 
punktes, x,, y,, 2, diejenigen des Poles von der Stärke m,. Wegen 
der neutralen Natur des Systemes ist S'm, — 0, 

Der Bequemlichkeït halber bestimmen wir die Lage des Coor- 
dinatensystemes durch die Festsetzungen, daf 


Dmix, a 0, Dm,y, Fu 0, DLL TA = 0, 
Dar = 0, OMAN SMTT, = 0 


sein sollen; der Coordinatenanfang ist somit der Schwerpunkt, 
die Coordinatenaxen sind die Hauptträgheitsaxen des durchaus 
positiven Polsystemes Dm,. Wir nehmen nun an, die Verschie- 
bungen der Pole seien lineäre Functionen der Feldstärke, also 
gelte 


21) 


dx, = (GX, +4, Y,+8%,2,)m,, …. 22) 


wobei X,, Y,, Z, die Feldcomponenten an der Stelle von m”, be- 
zeichnen. Ferner führen wir die Feldcomponenten im Coordinaten- 
anfang ein und setzen demeemÿf 
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ox ox ox 
X, = XÀ+x Mar + y LS » Oz ? 23) 
dann folgt sogleich für die Aenderungen der Momente erster und 


zweiter Ordnung durch das Feld: 
OM, = GUX+HY+E,Z)Dm, 


‘7 
M — RS + bu Set ba S)Em nt, 


(e oX 0Y, 0Z 


24 
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0M, 


+(e, dz rQiEs a, LA +h, 2) Emi CPE 


Hat das Polsystem die Symmetrie eines rhombischen Krystalles, 
so sind alle 4,, für À Z 4 gleich Null, und die Ausdrücke werden 
sehr einfach. 

Es ergiebt sich also in der That, da die influenzirten Mo- 
mente erster Ordnung sich in ihren Aenderungen durch die 
Feldstärke im Schwerpunkt des Systemes Dm, die zweiter 
Ordnung durch die Gradienten der Feldstärke ebenda be- 
stimmen. 

Die Methode zur Beobachtung der letzteren Influenzwirkung 
erhellt unmittelbar aus dem im IV. Abschnitt Auseinandergesetzten. 
Indessen bietet die Anwendung eine erhebliche Schwierigkeit, 
weil in einem ôrtlich variabeln Felde auch die Momente erster 
Ordnung M,, M,, M, ôrtlich variüren und diese Wirkung sich der- 
jenigen der Momente zweiter Ordnung superponirt. Es soll dem- 
gemäf auf die Frage des experimentellen Nachweïses der centri- 
schen Influenz nicht eingegangen werden, und dies um so weniger, 
als für dieselbe zuerst die sehr schwierige Vorfrage der Selbst- 
influenz zu erledigen ist. Da nämlich das Potential (4) eines 
centrisch erregten Kôürpers in seinem Innern seine Bedeutung ver- 
hert, so ist eine specielle Untersuchung darüber nôthig, was man 
über das Feld in seinem Innern aussagen kann. Auf dieses 
Problem denke ich bei anderer Gelegenheit zurückzukommen. 


gel # TEA Ex Tu À 


Bemerkungen zu meinem Aufsatz über die stern- 
fôrmige Erscheinung der Sterne. 
(Nachrichten 1905 p. 238). 


Von 
W. Holtz (Greifswald). 


Mit einer Figur. 


Vorgelegt vom vorsitzenden Sekretär in der Sitzung am 25. November 1905. 


Ich bedaure sehr, daf ich bei Abfassung der früheren Mit- 
theïlung die einschlägige Literatur nicht genügend kannte und so 
eine Wahrnehmung als neu beschrieb, die es längst nicht mebr 
ist, und in Folge dessen auch eine unrichtige Erklärung gab. 
Vielleicht entlastet mich der Umstand ein wenig, daf der frag- 
liche Gegenstand nur in physiologischen Büchern und nur unter 
Astigmatismus (der Linse nämlich) auffindbar ist, während ich bei 
den von mir gesehenen Bildern eine Mitwirkung der Linse kaum 
für môüglich halten konnte. 

Jetzt weiB ich, daf schon Young!) die strahlenfürmige Er- 
scheinung künstlicher Lichtpunkte studierte und aus einer Un- 
gleichmäBigkeit der vorderen Linsenfläche zu erklären suchte. 
Hassenfratz?) sah in den Strahlen die Schnittlinien je zweier 
kaustischen Flächen, die er für eine Folge der ungleichmäfigen 
Form der Linse sowobl als der Cornea hielt. Aebnlich Fliedner *), 
der neben künstlichen Lichtpunkten auch Sterne betrachtete, aber 
merkwürdig strahlenarme und mifigestaltete Bilder sah. Donders‘) 


1) Phil. Trans. 1 p. 43. 
2) Ann. d. Chim. 72 p. 5. 
8) Pogg. Ann. 85 p. 321. 
4) Arch. f. Ophthalm. 7 Abt. 1 p. 192. 
Kgl. Ges, d. Wiss, Nacbrichten. Math.-pbys, Klasse 1905. Heft 5. 02 
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erklärte die Erscheinung aus einer Ungleichmäfigkeit der ge- 
sammten Linsenmasse; ähnlich spricht sich Helmholtz') aus. 
Beide fanden durch Experimente, daf die verschiedenen Linsen- 
sektoren gesonderte Brennpunkte hätten und so bei unvollkommener 
Accommodation ovale, ein Centrum umkränzende Zerstreuungs- 
bilder gäben. 

Die beideñ oberen der nebenstehenden 
Figuren zeigen, wie Helmholtz künstliche 
Lichtpunkte mit dem linken und dem rechten 
Auge sah. Sie entsprechen der gegebenen 
Erklärung, da Jeder sie leicht durch den 
bloBen Anblick für ein Conglomerat solcher 
Zerstreuungsbilder hält. Die beiden unteren 
Figuren dagegen zeigen, wie ich hellere 
Sterne und Abends auch die noch mit dem 

Fig. 1. Tagesflimmchen brennenden Laternen sah. 
Es sind nicht ovale, verwaschene Flecke, sondern scharf begrenzte 
Linien und so viele, daB ich sie wohl eher aus einer Ungleichheit 
des gelben Fleckes als der Linse erklären konnte. Jetzt weil 
ich freilich, daB diese Erklärung nicht zutrifft, weil am Staar 
operierte Augen, denen die Linse fehlt, die Sterne, wie es heifit, 
nicht sternfôrmig sehn. Aber noch ein Anderes spricht dagegen, 
die Polyopie heller Linien z.B. der Mondsichel, welche, nach obiger 
Erklärung verständlich, aus einer Ungleichmäfigkeit der Netzhaut 
nicht zu erklären wäre. Zwischen beiden Erscheinungen waltet 
übrigens ein Unterschied, den ich bisher nicht erwähnt finde. 
Die Sternstrahlen sieht man gleich und immer von gleicher Ge- 
stalt, abgesehen von den zeitweisen Veränderungen durch die 
fliegenden Mücken, die Helmholtz merkwürdiger Weise garnicht 
erwähnt. Die Polyopie der Mondsichel aber tritt erst allmählich 
auf und dann auch nicht immer von gleicher Form. Der Grund 
ist wohl, da bei letzterer solche Bilder, welche auf derselben 
Graden liegen, erst allmählich zu einem Bilde zusammenschmelzen, 
und das Auge für solche Verschmelzungen immer einer gewissen 
Zeit bedarf. Uebrigens sehe ich beide Erscheinungen auch bin- 
ocular, aber nicht ganz so deutlich, oder richtiger von schwankender 
Form. Letzteres erklärt sich, da die Bilder beider Augen ver- 
schieden sind, und deshalb wohl zeitweise der Eindruck des einen 
und zeitweise des anderen überwiegt. 

Eine ganz andre Erscheinung, aber gleichfalls ein Strahlen- 


1) Helmholtz, phys. Opt. 2. À. p. 170. 
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bild gewahrt man, wenn man nach helleren Punkten z. B. hell 
brennenden Laternen sieht, oder besser nach kleinen von der 
Sonne beschienenen convexen Flächen, oder einem kleinen elek- 
trischen Koblenlicht. Es ist ein aus unzähligen radial gerichteten 
feinsten farbigen Linien den Lichtpunkt in weitem Umfange um- 
gebender Kranz. Helmholtz nennt ihn Haarstrahlenkranz und 
führt ibn nur flüchtig an, ohne eine Erklärung zu geben, läft 
aber durchblicken, da8 er wohl auch aus der strahligen Beschaffen- 
heit der Linse resultiert. In der That môchte man glauben, daf 
deren unzählige radiale Fasern durchleuchtet fast zu selbst- 
leuchtenden Gebilden würden. Behaucht man die Brillengläser, 
so sieht man gleichzeitig die Beugungsringe d. h. man sieht diese 
von unzäbligen Lichtfäden durchzogen, welche nach aufen länger, 
nach innen kürzer zu werden scheinen. Sieht man den Strahlen- 
kranz für sich, so herrscht häufig eigenthümliche Bewegung in 
ibm, zumal in den mittleren Partien, als ob die Strahlen ihre 
Lage änderten. Aber hieran sind zweifellos nur die fliegenden 
Mücken schuld, deren Conturen man übrigens nicht sieht, weil die 
Unruhe nach Augenbewegungen grôBer ist und allmäblich erlischt. 

Die drei Haupterscheinungen sind so alltäglich und eigenartig, 
da sie auch in physikalischen Lehrbüchern, deucht mir, eine 
kurze Erwähnung finden sollten. 
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Die Wirkung des Hintergrundes bei der GrôBen- 
schätzung z. B. des Mondes am Horizont. 


Von 
W. Holtz (Greifswald). 


Mit einer Figur. 


Vorgelegt vom vorsitzenden Sekretär in der Sitzung am 25. November 1905. 


Es ist ein seit Ptolemäus!) bekanntes Theorem, da wir uns 
bei der GrôBenschätzung nicht blof nach dem Sehwinkel richten, 
sondern die scheinbare Entfernung mit berücksichtigen und von 
zwei Kôürpern gleichen Sehwinkels denjenigen grôBer sehn, welcher 
uns ferner scheint. Wieviel grôBer wir ibn sehn, hängt, wie ich 
durch Versuche zu ermitteln suchte?), von der scheinbaren rela- 
tiven sowohl als absoluten Entfernung ab, aber auch davon, ob 
wir mit einem oder mit beiden Augen und ob wir die Kôrper 
seitlich einander näher oder ferner sehn. Ich zeigte auch mit 
Hülfe kleiner Apparate *), daB, wenn bei gleichgrofien und gleich- 
entfernten Objecten dem Auge für das eine eine grôfere Ent-. 
fernung vorgespiegelt wird, dieses sofort grôfer erscheint, und 
daB dasselbe Object augenfällig anschwillt, wenn man dem Auge 
vorspiegelt, da es in grôüfere Entfernung rückt. Letztern Falls 
benutzte ich einen Apparat, bei dem man durch eine Oeffnung 
nach einem kleinen senkrecht gestellten Scheibchen sieht, das an- 
schwillt, sobald eine dahinter befindliche grôBere Scheibe, an der 
man das Scheibchen haften wähnt, weiter fortgeschoben wird. 
Es ist eine Modificierung des von R. Smith‘) angegebenen Ex- 


1) Priestley, Geschichte der Optik, übers. von Klügel p. 11. 
2) Diese Nachr. 1893 p. 159. 

8) Diese Nachr. 1893 p. 469. 

4) R. Smith, Opticks, remarks p. 48. 
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perimentes mit der in den Brennpunkt einer Linse gestellten 
Oblate, welche anschwillt, wenn man sich von der Linse entfernt. 
Aber ich sprach schon damals die Vermuthung aus, da es sich 
bei beiden Experimenten wohl nicht allein um die scheinbare Zu- 
nahme der Entfernung handle, sondern daB auch die scheinbare 
Verkleinerung des Hintergrundes mitwirke, für den bei dem 
Smith'schen Versuch die Fassung der Linse zu setzen sei, 

Dañ wir Gegenstände grôBer sehn auf kleinerem Hinter- 
grunde, und daf letzterer also bei der GrôBenschätzung mitwirkt, 
kann garnicht bestritten werden. Von drei gleichgrofen Scheibchen 
sei eins auf ein anders farbiges Papierstück, das zweite auf die 
Tischfläche gelegt und das dritte an einem feinen senkrechten 
Stäbchen so befestigt, daf die Wand den Hintergrund macht. 
Dann wird letzteres von allen am kleinsten erscheinen. Ein Stuhl 
erscheint kleiner in der Mitte des Zimmers als an der Wand und 
am kleinsten, wenn man ihn auf der Strafe sieht. Es ist eine 
Kontrastwirkung ähnlich derjenigen, nach welcher ein kleiner 
Mensch neben einem grôBeren noch kleiner erscheint. Die beiden 
genannten Experimente zeigten dies ja auch, aber hier war der 
Efect nicht rein, sondern hing noch von der scheinbaren Zunahme 
der Entfernung ab. Es schien mir daher nicht überflüssig eine 
Vorrichtung zu construieren, bei der man das Anschwellen eines 
Scheibchens nur wegen verkleinerten Hintergrundes sieht. Ich 
nahm ein winkliges schwarzes Pappstück von 50 cm 
Länge mit einem Schlitz in der Mittellinie von 
1—2 mm Breite (Fig. 1) Vor demselben konnte 
eine Cartonscheibe an einer durch den Schlitz ge- 
steckten Nadel und einer hinteren Leiste hin und 
her geschoben werden. Man sah die Scheibe dann 
allemal anschwellen, in dem Maafe, als sie der 
Winkelspitze näher trat. Es war zweifelhaft, ob Fig. 1. 
ein ähnlicher Effect noch eintreten würde, wenn das Pappstück 
nicht mehr winklig war. Ich nahm deshalb eine 75 cm grofie 
Pappscheibe mit radialem Schlitz und sonst gleichem Mechanismus 
versehn. Auch hier schwoll die weife Scheibe noch an, wenn sie 
aus der Mitte kommend dem Rande näher trat. Die letztere 
Form wählte ich wegen des Sonnen- und Mondproblems, von dem 
ich gleich reden will. Sonst führe ich noch folgende fast gleich- 
wiegende Experimente an. Man sehe durch ein kurzes Papprobr, 
das leicht verschiebbar im Innern eines andern steckt, nach einer 
aufgestellten Scheibe hin. Verschiebt man dann das innere nach 
aufen, so verkleinert sich das Gesichtsfeld, und die Scheibe schwillt 
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augenscheinlich an. Man erzeuge mit Sonnen- oder Projections- 
licht eine grôBere Lichtfläche und hefte dem Schirm in ihrer 
Mitte eine farbige Scheibe an. Man sieht sie dann jedesmal an- 
schwellen, wenn man durch schnelle Verschiebung der Linse jene 
Fläche kleiner macht. In beiden Fällen ist es erwünscht, daf 
die Scheibe immer môglichst in der Mitte des grôBeren Feldes 
bleibt. cr: 

Nach Ptolemäus, Alhazen!) und R. Smith sehn wir Sonne 
und Mond deshalb grôüfer am Horizont, weil uns der Himmel 
dort ferner zu liegen scheint. Die späteren Physiker schlossen 
sich dem an, nur wenige führten noch andre Gründe, wie die 
Wirkung von Dünsten oder die Einschränkung des Hintergrundes 
auf. Anfang der 9er Jahre stellte dann E. Reimann?) besonders 
sorgfältige und vielseitige Messungen über die scheinbare Gestalt 
des Himmels an, welche das Interesse für jene Frage neu belebten. 
Er selber behandelt sie in einer dritten Arbeit *) und meiïnt, daB 
die fragliche VergrôBerung aus der scheinbaren Gestalt des 
Himmels allein erklärlich sei. 1898 aber meinte K. Lühr‘), daf 
eine Wirkung des Hintergrundes oder Contrastes hierbei wahr- 
scheinlicher sei. 

Ich sagte am Ende meiner zweiten Arbeit, da8 VergrôBerung 
der Entfernung und Verkleinerung des Hintergrundes meistens 
Hand in Hand gingen und in ihrer Wirkung somit schwer zu 
sondern sein. Heute, nach den mitgetheïlten Versuchen, glaube 
ich erst recht, daf wir bei der scheinbaren Vergrôfierung jener 
Gestirne die Verkleinerung des Hintergrundes mit empfinden. 
Ganz sicher ist dies unter abnormen Verhältnissen, wenn wir den 
Mond z. B. zwischen Bäumen oder am Ende einer StraBe zwischen 
Häusern sehn, wo er jedem Menschen besonders grof$ erscheint. 
Aber auch für gewühnlich dürfte wenigstens ein Theil der schein- 
baren Vergrüfierung auf Rechnung des verkleinerten Hintergrundes 
zu setzen sein. 


1) Alhazen, Optic 7 p. 58. 

2) E. Reimann, Beïträge zur Bestimmung der Gestalt des scheinbaren 
Himmelsgewôülbes, Programmarb. d. Hirschberger Gymnas. Ostern 1890 u. 1891. 

3) E. Reimann, die scheinbare VergrüBerung der Sonne und des Mondes 
am Horizont, Programmarb. Ostern 1908. 

4) Mitth. d. Vereins v. Freunden d. Astron. u. kosm. Physik 8 (3) p. 31. 


Das hüpfende Bild bei abwechselnd links- und 
rechtsäugigem Sehen. 


Von 
W. Holtz (Greifswald). 


Vorgelegt vom vorsitzenden Sekretär in der Sitzung vom 25. November 1905. 


Ich hatte vor längerer Zeit eine gewisse Schwierigkeit beim 
Sehen in die Ferne, als ob die beiden Bilder meiner Augen nicht 
mit einander harmonieren wollten. Endlich verschob ich die 
Brille ein wenig und fand, daB ich deutlicher sah, wenn das 
linke Brillenglas etwas tiefer lag, woraus ich schlof, daf die 
Stellung meiner Augen beim Sehen in die Ferne nicht ganz gleich- 
mäfig sel. Um dies zu prüfen, schlof ich abwechselnd das linke 
und rechte Auge, einen Punkt fixierend, der etwa in gleicher 
Hôühe mit ihnen lag, und fand nun, dafi sich das Bild allemal 
hob, wenn ich mit dem linken, und senkte, wenn ich mit dem 
rechten Auge sah. Aber auch beim Fixieren hôher oder tiefer 
gelegener Punkte ergab sich ein Gleiches, auch ein Gleiches, wenn 
ich abwechselnd mit beiden und dann nur mit dem linken Auge 
sah. Keine Hebung und Senkung indessen gewahrte ich, wenn ich 
abwechselnd mit beiden und dann nur mit dem rechten Auge sah. 

Ich hielt die Erscheinung anfangs für einen specifischen Fehler 
meiner Augen, erfuhr aber bald, als ich Andre fragte, wie sich 
ihre Augen dabei verhielten, daB es ein sehr verbreiteter Fehler 
unsrer Augen sei. Angeboren konnte er nicht sein; er mufñte 
sich also durch irgend eine Lebensgewohnheit allmählich ent- 
wickelt haben, und da dachte ich gleich, daB er während des 
Schreibens entstanden sei. Wir schreiben mit der Rechten und 
legen deshalb das Papier aus Bequemlichkeit mehr vor die rechte 
als die linke Seite des Kürpers, so da das linke Auge demselben 
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stets etwas ferner ist. Hieraus folgt dann, daB wir beim Fixieren 
der Feder das linke um einen kleineren Winkel, als das rechte, 
nach unten drehen müssen, wenn beide Augenbilder auf identische 
Stellen der Netzhaut fallen sollen. Geschähe dies nur ausnahms- 
weise, so würde es weiter nicht schaden; da wir es täglich und 
meist täglich mehrere Stunden thun, so gewühnen sich unsre 
Augen an diese Stellung und behalten sie auch bei, wenn wir 
nach andern Gegenständen sehn. Dann kônnen die Bilder aber 
nicht mehr genau identisch liegen; und die Folge ist, daf wir 
weniger deutlich sebn. Tragen wir eine Brille, so kann der 
Febler durch Senkung des linken Brillenglases etwas verringert 
werden. Hiernach müfte man beim Schreiben, oder allgemein 
rechts gelegene Punkte fixierend, wenn man abwechselnd links- 
und rechtsäugig sieht, keine hüpfende Biïlder sehn. Dies geschieht 
aber doch etwas und spricht also gegen meine Erklärung. Andrer- 
seits spricht dafür, daf, wenn wir links gelegene Punkte fixieren, 
die hüpfende Bewegung die entgegengesetzte wird. 

Uebrigens sollte es mich wundern, wenn über die Erscheinungen, 
welche ich hier erwähne, nicht schon irgendwo geschrieben wäre. 
In der physiologischen Optik von Helmholtz finde ich jedoch 
Nichts, auch nicht in den Referaten der Beïblätter, soweit sie die 
physiologische Optik betreffen, desgleichen in physiologischen Zeit- 
schriften, soweit ich sie sah; aber es giebt ihrer gegenwärtig so 
viele, daf alle zu durchforschen fast unmôglich ist. Andrerseits 
sehe ich aus der Schrift v. Zehnder’s') und mehr noch aus der- 
jenigen von Ahrens?), da die unrichtige Augenstellung beim 
Schreiben schon erkannt und eine Verbesserung von verschiedenen 
Seiten in Erwägung gezogen ist. Die fraglichen Erscheinungen 
jedoch finde ich auch hier nicht erwähnt, doch mu ich bemerken, 
daf mir v. Zehnder’s Schrift nur in einem Referate zugänglich war. 


1) v. Zehnder, über optische Täuschungen u. s. w. Leipz. 1902. 
2) A. Abrens, Untersuchung über die Bewegung der Augen beim Schreiben, 
Dissert. Rostock 1891. 


Messungen der Dichte des vertikalen elektrischen 
Leitungsstromes in der freien Atmosphäre bei der 
Ballonfahrt vom 30. VIII 1905. 


Von 


H. Gerdien. 
Mit einer Tafel. 


Vorgelegt von Herrn Wiechert in der Sitzuug am 25. November 1905. 


Am 30. August dieses Jahres hatte ich wiederum Gelegenheit, 
meine luftelektrischen Arbeïten im Freiballon fortzuführen; die 
Fabrt fand statt zur Zeit einer in Mitteleuropa partiellen Sonnen- 
finsternis und gehôrte dem Kreise der zum Studium dieses Phäno- 
mens auf internationaler Grundlage vereinbarten wissenschaftlichen 
Untersuchungen an. Obgleich ich einen einwandfrei feststellbaren 
Einfluf der Sonnenfinsternis auf die luftelektrischen Phänomene 
in den mittels des Freïballons zugänglichen Schichten der Atmo- 
sphäre nicht erwartete, entschloB ich mich freudig zur Teïlnahme 
an der Fabrt, da mir jede Gelegenheit, meine hypothetischen An- 
nahmen’) über den Elektrizitätshaushalt der unteren Atmosphäre 
durch die Beobachtung nachzuprüfen, willkommen sein mufte. 
Wiederum bin ich Herrn Geheimrat R. Afmann dafür zu Dank 
verpflichtet, daf er mir die Teilnahme an dieser Fahrt gestattete 
und mir sogar die Führung des Ballons anvertraute. 


Das luftelektrische Instrumentarium. 


Das bei dieser Fahrt benutzte luftelektrische Intrumentarium 
war identisch mit dem bei der Fahrt vom 11. Mai dieses Jahres*) 


1) H. Gerdien, Phys. Z.-S., 6, 647—666, 1905. 
2) H. Gerdien, Nachr. d. Kgl. Ges. der Wissenschaften in Güttingen 
Math.-phys. Klasse 1905. 240—9251, 258—270. 
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mit Erfolg verwendeten; lediglich an dem Elektrometer für 
Potentialgefällemessung war eine Ânderung der Schutzbacken vor- 
genommen worden, welche eine bessere Sicherung der Aluminium- 
blättchen gegen Beschädigung auf dem Transport bezweckte. Die 
Schutzbacken umfaften zusammen geschoben den Blättchenträger 
mit den Blättchen in analoger Weise, wie bei meinem Elektro- 
meter zur Untersuchung radioactiver Induktionen, das ich an anderer 
Stelle beschrieben habe !). 


Vérhütung von Ballonladungen, Ballast. 


Die luftelektrischen Messungen wurden wieder unter den er- 
probten VorsichtsmaBregeln ausgeführt, die in meinem Bericht 
über die Fahrt vom 11. Mai beschrieben sind. 

Ich hatte geplant, hei dieser Fahrt, für deren Führung ich 
allein verantwortlich sein sollte, den grôüfiten Teil des verfügbaren 
Ballastes in Form von Warmwasserballast und nur den für das 
Abfabrts- und Landungsmanôüver notwendigen Teil in Form von 
Sandballast mitzunehmen. Zur Aufbewahrung des Wasserballasts 
hatte ich bei der Firma Riedinger in Augsburg 4 Säcke aus 
Ballonstoff mit Umhüllungssäcken aus grober Leinwand anfertigen 
lassen; die Säcke waren zylindrisch mit abgerundeten Enden und 
hielten je 80 Liter. An den etwa 1,1 m auseinanderliegenden 
Enden waren Schlauchansätze von 30 mm lichter Weite und 30 mm 
Länge nach aussen angekittet, durch die von oben bis unten in 
der Längsachse des Sackes ein Messingrohr von etwa 1,2 m Länge 
hindurchgesteckt war. Das Rohr war innerhalb der Schlauch- 
ansätze mit aufgelôteten Ringen versehen, zwischen welchen die 
Schlauchansätze abgebunden wurden. Innerhalb des Sackes hatte 
das Messingrohr dicht unter dem oberen Schlauchansatz eine kleine 
seitliche Offnung und dicht über dem Boden zwei diametral gegen- 
überliegende Schlitze von etwa 10 cm Länge und je etwa 10 cm’ 
Querschnitt, die oben und unten spitz zuliefen. Unterhalb dieser 
Schlitze war das Rohr durch einen Kolben mit gefetteter Leder- 
manschette abgedichtet, der von oben mittels eines axial innerhalb 
des Robrs gefübrten, oben mit Handgriff versehenen Eisendrahtes 
von 8 mm Dicke auf- und abgeschoben werden konnte. Der Draht 
war am oberen Rohrende durch einen locker schliefenden Kork- 
stopfen geführt und konnte hier in jeder gewünschten Hôhe fest- 
geklemmt werden. (Die Füllung geschieht am besten durch einen 
Schlauch, den man über das unten aus dem Boden des Sackes 


1) H. Gerdien, Phys. Z.-S. 6, 433—436, 1905. 
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herausragende Ende des Messingrohrs überschiebt, bei frei auf- 
gehängtem Sack und hochgezogenem Kolben.) Diese Verschlüsse !) 
gestatteten eine Regulierung des Wasserausflusses von einigen 
Tropfen in der Sekunde bis zur Entleerung des ganzen Inhalts 
von 80 Litern in etwa */4 Minute. Die Säcke sollten aufen an 
der Korbwand in Netzen aus starkem Hanfleinen, deren Enden am 
Ringe befestigt waren, aufgehängt werden. Leider wurden zwei 
von ihnen schon bei der Füllung bezw. bei dem Transport zum 
Korbe beschädigt, so daf bei der Fahrt nur 160 kg Wasserballast 
— immerbin erheblich mehr als bei den früheren Fahrten — zur 
Verwendung kommen konnten. Zur Speisung der Spritzkollektoren 
wurden etwa 50 Liter Alkohol in einem der früher zur Aufnahme 
von Wasserballast verwendeten Ballonstoffsacke mitgeführt. 


Resultate. 


Fahrtbericht: Ballon ,Brandenburg“ (1280 cbm), Füllung 
1200 cbm Wasserstoff; Ballast 27 Sack Sand, 160 kg Wasser 
circa 40 kg Alkohol: Abfahrt von Berlin, Übungsplatz des Luft- 
schiffer-Bat. 30. August 1905, 10! 33" à. Landung bei Novemiasto 
25 km nôrdlich von Modlin (Novo-Georgiewsk), Russ. Gouvernement 
Warschau 6! 35" p. Ballonfübrer H. Gerdien, (Luftelektrische 
Beobachtungen), Teilnehmer: Dr. A. Wegener (Meteorologische 
und Astronomische Beobachtungen). Die Führung des Ballons 
unterlag insofern einigen Beschränkungen, als die Abfahrt erst 
nach 10*a. erfolgen sollte und noch vor Eintritt der Sonnen- 
finsternis die unteren Wolken überflogen werden muften. Die 
Abfahrt verzôgerte sich ein wenig durch die Montierung der In- 
strumente und des Wasserballasts; bei frischem Westwinde konnte 
endlich der Ballon losgelassen werden. Er erreichte schon unter- 
halb 1000 m die Prallhôhe. Eine zeitweise vollkommen geschlossene 
Strato-Cumulus-Decke lag über uns, unter ihr flogen einzelne 
Fracto-Cumuli, in deren Bereich mehrfach Wind im Korbe gespürt 
wurde. Es galt zunächst, in der kurzen noch verfügbaren Zeit 
die Orientierung zu behalten. Der Ballon verbrauchte unter der 
Strato-Cumulus-Decke sehr viel Ballast, da er durch Niederschläge 
belastet wurde. Obgleich hin und wieder der Ausblick nach der 
Erde durch Zusammenschliefen der Fracto-Cumuli verhindert 
wurde, gelang es doch, die Orientierung noch etwa 1'/: Stunden 
nach der Abfahrt zu behalten; die Fabrt ging mit in grôfieren 


1) Die Verschlüsse waren von der Firma Spindler und Hoyer in Gôttingen 
angefertigt. 
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Hôhen zunehmender Geschwindigkeit ostwärts. Gegen Mittag be- 
gann ich, den Ballon hochzutreiben; doch gelang das DurchstoBen 
der Wolkendecke nnr nach groBen Ballastopfern, da der Ballon 
mehr und mehr sich mit Niederschlägen bedeckte. Bei 2900 m 
Hôhe erreichten wir endlich die obere Wolkengrenze und konnten 
nun den unvergleichlichen Anblick des sonnenbestrahlten wogenden 
Wolkenmeeres unter uns geniefen. Über uns war noch leichte 
Altocumulus- und Cirrostratus-Bewôlkung. Wir hatten uns recht- 
zeitig den Anblick der Sonne erstritten. Nachmittags schossen 
aus der Strato-Cumulus-Decke in unserer Nachbarschaft gewaltige 
Bôenwolken auf; die mächtigen Türme mit ihren oben sich aus- 
breitenden Cirrostratusschirmen boten mir ein hochwillkommenes 
Schauspiel, hatte ich doch schon lange gewünscht, diese nach 
meiner Auffassung für den Elektrizitätshaushalt der unteren Atmo- 
sphäre so bedeutungsvollen Kondensationsphänomene aus der Nähe 
beobachten zu kônnen. Doch der Donner rollte warnend von den 
Bôenwolken her; ich durfte es nicht abwarten, bis der Ballon 
etwa in den aufsteigenden Luüftstrom der Bôen hineingezogen 
wurde, weil dadurch wohl ein schnelles Ende der Fahrt herbei- 
geführt und ïhr Hauptzweck vereitelt worden wäre. Ich trieb 
daher den Ballon stufenweise hôher; er war auch in grôferen 
Hôhen sehr geneigt zu schnellem Fallen und fand erst in etwa 
4200 m Hôhe eine Stabilitätsschicht über den Alto-Cumuli, deren 
untere Grenze sich deutlich durch Wind im Korbe bemerkbar 
machte. Doch der Tag ging zur Neige; ich mufte schnell den 
Ballon zur Maximalhôhe emportreiben, denn unter der mächtigen 
Wolkendecke mufite am Boden schon früh die Dunkelheit her- 
einbrechen. Auch mufte ich aus dem Aufschiefen der Gewitter- 
bôen bis zu mehr als 6000 m Hôhe auf eine Landung in bôigem 
Winde gefaft sein und durfte diese nicht bis zur Dämmerung 
hinausschieben. Um 4 46" kulminierte der Ballon in 6046 m 
Hôhe; ohgleich der Ballast bis auf den zur Landung unter den 
zu erwartenden Verhältnissen unbedingt notwendigen Rest von 
4 Sack verbraucht war, konnte der Ballon, offenbar unter der 
Last der in den Wolken auf ihm abgelagerten und noch nicht 
vôllig verdampften Niederschläge nur diese verhältnismäfig geringe 
Maximalhôhe erreichen. In grôBter Eile muBten die zahlreichen 
Instrumente verpackt werden, da der Ballon ohne Ventilzug nach 
Verbrauch des letzten verfügbaren Ballasts sehr schnell zu fallen 
begann. Beim Eintauchen in die Strato-Cumulus-Decke hemmte 
ich den ungewôhnlich schnellen Fall durch Ausgabe von 2 Sack 
Ballast um zunächst das Schlepptau ausbringen zu kônnen, 
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Kaum war dies gelungen, als die Erde sichtbar wurde; schnell 
wurde der Korb klar zur Landung gemacht. Ich sah, wie die 
Kronen starker Bäume sich im Winde neïigten, lief den letzten 
Ballast gehen und warnte meinen Gefährten. Sobald das Ende 
des Schlepptaus sich auf die Erde legte, versuchte ich, zumal da in 
der Fahrtrichtung ein Dorf auftauchte, die Reiïsleine auszuklinken 
— da wurden wir durch einen gewaltigen Ruck im Korbe nieder- 
geworfen. (Gleich darauf schwebte der Ballon pendelnd und sich 
um die Vertikale drehend weiter. Ich bemerkte, daB nur noch 
ein kurzes Stück des Schlepptaus vom Ringe herabhing und rif 
nun den Ballon unverzüglich. Nach äuferst heftigem Aufprall 
überschlug sich der Korb, beim erneuten Anrucken des Ballons 
gewahrte ich, da8 mein Gefährte nicht mehr im Korbe war. Nur 
noch wenige Sekunden dauerte die Schleiffahrt, dann hôrte ich 
ein lautes Klatschen und Prasseln — der Ballon war in zwei 
nebeneinander auf freiem Felde stehenden Bäumen festgeraten. 
Ich kletterte mit Mühe aus dem Korbe und sah zu meiner Freude 
meinen Gefährten, Herrn Dr. Wegener, anscheinend unverletzt 
heranlaufen. 

Wie wir feststellen konnten, hatte sich das Schlepptauende 
kurz nach dem Auflegen auf die Erde an einem starken Baum 
verankert, der obere, dünne Teil des Schlepptaus hatte dann den 
Zug des Ballons nicht ausgehalten und war einige Meter unter- 
halb des Ringes gerissen. So konnte es geschehen, daf der Korb 
nicht mit der Schleifseite, sondern mit einer Ecke auf den Boden 
auftraf, wodurch wohl das Ueberschlagen herbeigeführt wurde. 
Dr. Wegener war wohl schon beim ersten Aufprall des Korbes 
zwischen den Korbleinen hindurch herausgeschleudert worden, 
hatte aber noch eine Zeit lang festgehalten, so daf er ein Stück 
mitgeschleift wurde, wobei er vermutlich zeitweise unter den Korb 
geraten sein dürfte. Er hatte nur unbedeutende Hautabschürfungen 
davon getragen und klagte anfangs über Schmerzen im Rücken. 
Mein linker Arm war infolge einer Zerrung im Schultergelenk 
einige Tage unbrauchbar — im übrigen hatte ich nur unbedeutende 
Verletzungen erlitten. Die auf der Rückseite des Korbes aufen 
verpackten Instrumente waren zum Teil unter den Korb geraten; 
dabei war der grofe lederne Instrumentenkoffer des Aeronau- 
tischen Observatoriums geplatzt und der Apparat für Potential- 
gefällemessung in Trümmer gegangen. Der Leitfähigkeits-Apparat 
hatte diese Landung vüllig unbeschädigt im Ringe befestigt über- 
standen. 

Die Strecke von dem Baume, an welchem das Schlepptau sich 
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verankert hatte bis zum Landungsplatz, wurde durch Abschreiten 
zu etwa 500 m ermittelt; da die Windgeschwindigkeit zur Zeit 
der Landung etwa 12—15 m/sec betrug, läBt sich schätzen, daB sich die 
Ereignisse vom Festkommen des Schlepptaus bis zum Zerplatzen 
der Hülle in den Bäumen in wenig mehr als einer halben Minute 
abgespielt hatten. 

Wir wurden mit unserem Gepäck von dem Schulzen des be- 
nachbarten Dorfes in Verwahrung genommen; sofort wurde der 
Landrat des Kreises benachrichtigt, der unsere Verbringung auf 
die Festung Novo-Georgiewsk verfügte. Am Vormittag des 
31. August konnte die Bergung des Netzes und der in drei grofe 
und einige kleinere Stücke zerrissenen Hülle bewerkstelligt werden 
— eine bei dem noch immer herrschenden Sturme recht mühsame 
Arbeit. Am Spätnachmittage muften wir mit dem Amtsvorsteher 
und einem Gensdarme die Wagenfahrt nach der Festung antreten, 
die erst nach 7 Stunden ein Ende nahm; wer die Verfassung pol- 
nischer Landwege nach anhaltendem Regenwetter kennt, wird 
sich ein Bild von den Reïizen dieser Fahrt machen kônnen. In 
der Festung erhielten wir gute Unterkunft und wurden in den 
beiden folgenden Tagen in liebenswürdigster Weise von den russi- 
schen Offizieren bewirtet. Am 2. September traf endlich vom 
Gouverneur aus Warschau das Telegramm ein, durch welches 
unsere Freilassung verfügt wurde. So passierten wir am Abend 
Warschau, dessen Strafen einem Feldlager glichen (die Stadt be- 
fand sich im ,Zustande des verstärkten Schutzes“), um erst am 
Morgen des 3. September wieder auf deutschen Boden zu ge- 
langen. 

Wetterlage. Am Vortage der Fabrt lag eine tiefe De- 
pression über dem grôBten Teil von Europa, die ein tiefes Mini- 
mum über der Nordsee und ein Teilminimum über Oberitalien auf- 
wies. Hochdruckgebiete lagen über Finnland im Nordosten und 
im Südwesten über Spanien. Am Morgen der Fahrt lag der Kern 
der Depression über der Ostsee nôrdlich der Danziger Bucht, das 
Minimum über der Nordsee hatte sich etwas nach Süden bewegt 
und verflacht; ein Hochdruckgebiet bestand in Nordosten. Am 
Nachmittage des 30. August lag das Zentrum der Depression über 
der Danziger Bucht; der Gradient nahm im Südwesten davon noch 
zu, am Abend wurde ein Teilminimum über das nordwestliche 
Rufland hin entsendet. 

Die Bewülkpng wechselte im Verlauf der Fahrt merklich; zu 
Beginn des Aufstiegs zogen in b00—900 m Fracto-Cumuli von der 
für starke Aenderung der Windgeschwindigkeit mit der Hôhe ty- 


Messungen der Dichte des vertikalen elektrischen Leitungsstromes etc. 453 


pischen, schräg liegenden, an den Rändern vielfach Wirbel ver- 
ratenden, zerfetzten Form. Aus dieser Schicht stiegen später 
massige Cumuli bis zu etwa 1600 m Hühe empor, deren Gestalt 
gleichfalls auf die erwähnte Aenderung der Windgeschwindigkeit 
hindeutete. Darüber lag die schon im Fahrtbericht genannte 
Strato-Cumulus-Decke zwischen 1900—2800 m Hühe. Sie brach 
gegen Mittag stellenweise für kurze Zeit auf, soda anscheinend 
die Erde sichtbar wurde; ihre obere Grenze zeigte schon auf den 
ersten Blick vielfach unregelmäfige Gestaltung. Gegen Mittag 
entwickelten sich aus der Strato-Cumulus-Decke die oben er- 
wähnten Gewitterbüen, die eine von derjenigen der Decke ab- 
weichende Fortbewegung zu häben schienen. (Gegen Abend 
war die Strato-Cumulus-Schicht mit dem darunter liegenden Ge- 
wôülk anscheinend zu einer einzigen Nimbusschicht verschmolzen, 
aus der reichlich bôüige Niederschläge fielen. Bei rund 4000 m 
Hôhe wurde eine leichte, wenig mächtige Alto-Cumulus-Schicht 
angetroffen, darüber war schwache Cirrostratus-Bewôlkung sicht- 
bar. Die Gewitterbüen durchdrangen die Alto-Cumulus-Schicht 
und schienen den Ballon in seiner Maximalhôhe noch zu überragen. 
In der Tafel sind die vom Ballon aus beobachteten Wolken mit 
Ausnahme der Bôenwolken, deren Hôühe nur geschätzt werden 
konnte, schematisch angedeutet. 

Der vertikale Temperaturgradieht war innerhalb der unteren 
Wolkenschichten nahe der für mit Kondensationsprodukten ge- 
mischte Luft geltende Gradient des labilen Gleichgewichts; er be- 
trug im Mittel zwischen dem Boden und der oberen Grenze der 
Strato-Cumulus-Decke 0,59°/100 m.  Oberhalb der Region der 
Fracto-Cumuli und der Strato-Cumuli scheint eine schwache Ab- 
nabhme des Gradienten bestanden zu haben; doch kann von einer 
Stabilitätsschicht noch nicht die Rede sein. Bis über die Alto- 
Cumulusschicht hinaus befolgt der Gradient nahezu das Gesetz 
des labilen Gleichgewichts; erst über der Alto-Cumulus-Schicht 
bestand eine wenige 100 m mächtige, nahezu isotherme Schicht, 
die sich, wie schon im Fahrtbericht betont wurde auch durch re- 
lative Stabilität des Ballons bemerkbar machte. Darüber herrschte 
bis zur Maximalhôhe ein Gradient von im Mittel 0,68°/100 m. Er- 
sichtlich war die Atmosphäre bis zu mittleren Hôhen fast voll- 
kommen labil; so konnten starke aufsteigende Luftstrôme wohl 
bis in grofe Hühen vordringen, wodurch das Aufschiefen der 
Bôüenwolken verständlich wird. 

Die relative Feuchtigkeit hielt sich vom Boden bis zur oberen 
Grenze der Strato-Cumulns-Decke nahe an der Sättigungsgrenze 
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(vgl. die Tafel), hier tritt eine geringe Abnahme ein; die verhält- 
nismäfig hohe relative Feuchtigkeit von 80—90°/ besteht noch 
bis zu etwa 4500 m Hôühe fort. Oberhalb der isothermen Schicht 
ist eine sprunghafte Abnahme erkennbar, der für einige 100 m 
Hôhe wieder eine kleine Zunahme und dann bis zur Maximalhôühe 
eine schnelle Abnahme auf nahezu verschwindende relative Feuchtig- 
keit folgt. Der für das Niederschlagsgebiet nahe dem Zentrum 
einer Depression charakteristische Verlauf des Wasserdampf- 
gehaltes der Luft tritt auch deutlich in dem Diagramm der spezi- 
fischen Feuchtigkeit hervor; mit geringen Schwankungen, die wohl 
durch Wiederverdampfen von Kondensationsprodukten veranlafit 
sind, nimmt die spezifische Feuchtigkeit stetig mit der Hôhe ab, 
um in der Maximalhôhe nahezu auf Null zu sinken. 

Die mittlere Windrichtung war fast rein W: über der Strato- 
Cumulus-Decke war es natürlich ausgeschlossen, sichere Daten 
über Windrichtung und Windgeschwindigkeit zu erhalten, da die 
Orientierung während mehr als fünf Stunden unmôglich war. Die 
Windgeschwindigkeit wuchs, wie auch die Form der Wolken ver- 
riet, bis zur unteren Grenze der Strato-Cumulus-Schicht schnell 
an; es wurden mit wechselnder Hühe 11,9, 14,7, 15,4 16,3 und 
17,1 m/sec gemessen. In der Region der Alto-Cumuli wurde eine 
schnelle Aenderung der Windgeschwindigkeit mit der Hôhe — 
vermutlich eine Zunahme —- bemerkt; auch die Windrichtung 
schien hier eine Aenderung zu zeigen. Da die mittlere Wind- 
geschwindigkeit sich zu 20,7 m/sec berechnet, dürfte die Ge- 
schwindigkeit in den hôüchsten vom Ballon erreichten Schichten 
etwa 25 m/sec betragen haben. Bei der Landung herrschte eine 
Geschwindigkeit von 12—15 m/sec, die in den Bôen aber zeit- 
weise stark anwuchs. 

Die Luftmassen der unteren und mittleren Hôhen stammten 
offenbar vom Meere her, was durch ihren hohen Wasserdampf- 
gehalt und ïhre Strômungsrichtung sich deutlich erkennen läft. 
Sie waren durchweg in aufsteigender Bewegung begriffen und so- 
mit fand lebhafte Kondensation des Wasserdampfes in ihnen statt. 
Die nach Wasserdampfgehalt, Stromungsgeschwindigkeit und wahr- 
scheinlich auch nach Strômungsrichtung von diesen unterschiedenen 
hôheren Schichten, waren vermutlich von anderer Herkunft. 


Luftelektrische Messungen. 


Die Resultate der Potentialgefälle- und Leitfähigkeitsmessungen 
sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt; die Bezeichnungen 
sowie auch die graphische Darstellung in der beigegebenen Tafel 
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sind in Uebereinstimmung mit denjenigen in meinem Bericht über 
die Fahrt vom 11. Mai 1905). 

Bei der ersten Potentialgefällemessung bemerkte ich, daf von 
dem einen Kollektor nur grofe Tropfen abfielen; da offenbar seine 
Wirksamkeit verringert war, habe ich den so gemessenen Potential- 
gefällewert als unsicher von der DURS in der Tafel und von 
der Diskussion ausgeschlossen. 

(Tabelle siehe Seite 456.) 


Diskussion der Resultate. 


Obgleich die Fahrt nahe dem Zentrum einer gro$en Depression 
stattfand, wurde das Potentialgefälle und damit auch die Dichte 
des vertikalen Leitungsstromes dauernd positiv gefunden. Die 
Messungen konnten erst unterhalb der Strato-Cumulus-Decke in 
1730 m Hôühe beginnen; hier wurden noch 40,1 Volt/m gefunden. 
Die Messungen in grôferen Hôhen zeigen eine regelmäBige Ab- 
nahme des Gefälles bis zu dem relativ hohen Wert von 7,9 Volt/m 
in der Maximalhôhe. Bei meinen früheren Fahrten, die im wesent- 
lichen im Bereich eines absteigenden Luftstromes stattfanden, 
konnte ich in entsprechender Hôhe nur erheblich kleinere 
Werte des Potentialgefälles nachweïisen. Stellt man sich auf den 
Boden der hypothetischen Annahmen über den Elektritätshaushalt 
der unteren Atmosphäre, die ich an anderer Stelle?) dargelegt habe, 
so ist es einleuchtend, daf gerade in den Gebieten des aufsteigen- 
den Luftstromes, also in dem Bereiche ausgedehnter Kondensation 
des Wasserdampfes noch in mittleren Hôhen ein verhältnismäBig 
starkes Potentialgefälle bestehen muf, da in diesen Gebieten 
nach meiner Annahme gerade die Konvektion positiver Ladungen 
nach oben und diejenige negativer Ladungen durch die Nieder- 
schläge nach unten stattfindet. Es ist bemerkenswert, daB sich 
diese positiven Ladungen in mittleren Hôhen mit voller Sicherheit 
nachweisen liefen. Während über der Strato-Cumulusschicht das 
Gefälle zwischen 3160 und 4080 m Hôhe nur von 31,5 auf 28,5 
Volt/m, also um 0,00326 Volt/m° abnimmt — entsprechend einer 
positiven räumlichen Ladungsdichte von 1,09 107" elektrostat. Ein- 
heiten, nimmt es zwischen 4080 und 4810 m Hôhe von 28,5 auf 
11,4 Volt/m ab, also um 0,0234 Volt/m* — eutsprechend einer 
positivenräumlichen Ladungsdichte von 7,85: 107"° elektrost. Einheiten. 


1) H. Gerdien, Nachr. der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gôttingen, Math.-phys. Klasse. 1905, 258—270. 

2) H. Gerdien, Phys. Z.-5. 6, 647—666, 1905. 

Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1905. Heft 6. 33 
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Zeit bezw. Dauer der | Hôhe über Potentialgefälle Dichte des ver- 


tikalenLeitungs- 
Beginn der | Messung in | dem Meere 4,10 | 4,.104 | 2.104 dE me Bemerkungen 
à in elektrost.| elektrost. MaBe 
Messung Sekunden in Metern Volt/m Einbeit 104 107 


12h 150 p. 300 1650—1715 | 1,74 | | 
12» 22m 505 p.| 300 1740— | 80: (| 256 

1790—1750 
12h 28m 30s p. 1740 (+ 31,6 ?) | (+ 10,5 ?) RE cu 
12h 37m 30s p. 1730 A RUE $74 Dbar den roue 
1h 45m p. 180 3160—3250 1,90 | 5,34 Wolken. In der Nach- 
1h 50m p 180 3260—3190 3,44 Re pre 
12 542 p. 3160 + 31,5 + 10,5 5,61 Wolkenmeer. Wieder- 
2h 49m p. 120 4100 6,01 bolt Donner. 
2b 53m p 120 4090 ss || 936 
2h 57m p. 4080 + 28,5 + 9,5 53 
3h 17m 30s p. 120 4300—4310 | 3,44 | 8,69 
3h 21m 30 p. 120 4330—4350 5,25 Über den Alto-Cumuli. 
3h 25m p. 4355 + 22,2 + 7,4 6,43 
3h 59m p. 120 4600 4,87 | 11,59 
4h 030 p. 120 4750—4800 6,72 
4h 06n p. 4810 + 11,4 + 3,8 4,40 
4h 42m 308 p. 90 6000—6020 | 11,4 
4h 46m D. 90 6045—6035 9,21 706 
4h 48m p. 6030 | +79  |+2,6 5,36 
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Diese Messung wird gestützt durch den in 4355 m Hühe vor- 
gefundenen Gefällewert von 22,2 Volt/m. In der Schicht zwischen 
4810 m und 6030 m fand nur eine weit schwächere Abnahme des 
Gefälles (von 11,4 auf 7,9 Volt/m) statt, entsprechend einer posi- 
tiven Ladungsdichte von 0,96 : 107” elektrostat. Einheïiten. Es lag 
also zwischen 4080 m und 4810 m Hôhe eine Schicht, welche die 
7,2 fache Ladungsdichte hatte, als die darunter liegende und die 
7,5fache Ladungsdichte als die darüberliegende. Diese Schicht ist 
identisch mit der aus dem Temperaturverlauf und den horizontalen 
Stromungsverhältnissen erkennbaren und während der Fahrt an 
der Stabilität der Hüôhenlage des Ballons aufgefundenen Stabilitäts- 
schicht. Nach der Schätzung der Hôhe, bis zu welcher die Küpfe 
der Gewitterbôüen hinaufreichten, lag die Schicht schon einige 
1000 m niedriger als diese Gebilde, es ist also wohl denkbar, daf 
die in der Schicht vorgefundenen starken positiven Ladungs- 
dichten aus diesen gewaltigen Kondensationsprozessen herstammten. 
Das Absinken der positiven Ladungen muf in grof$en Hôühen in 
der Nachbarschaft des Kondensationsvorganges verhältnismäfig 
schnell vor sich gehen; erst eine Adsorbtionsschicht wird das Ab- 
strômen der Ladungen nach unten merklich aufhalten kônnen — 
auf diese beiden Punkte habe ich schon in meiner oben zitierten 
Arbeit hingewiesen. 

Die Anteile der positiven und der negativen Ionen an der 
spezifischen Leitfähigkeit sind unterhalb der Strato-Cumulus-Decke 
etwa doppelt so groB als im Mittel am Erdboden. Ueber dieser 
Decke nehmen beide Anteile zunächst langsam, dann schneller zu; 
der Verlauf beider in der Nachbarschaft der Altocumulusschicht 
und der darüber liegenden Stabilitätsschicht entspricht dem bei 
der vorliegenden Schichtung nach früheren Erfahrungen zu er- 
wartenden. Bemerkenswert ist die ganz ungewühnlich hohe Leit- 
fähigkeit, die in der trockenen, klaren Luft bei 6000 m Hôhe vor- 
gefunden wurde. 

Dem Verhalten des Potentialgefälles und der Leitfähigkeit 
entspricht der in mehrfacher Hinsicht interessante Verlauf der 
Dichte des vertikalen Leitungsstromes mit der Hôhe. Zunächst 
bestätigt sich die bei der Fahrt vom 11. V. 1905 vorgefundene, 
relativ hohe Konstanz des Vertikalstromes im Vergleich zu den 
starken Aenderungen des Gefälles und der Leitfähigkeit mit der 
Hôühe. Während das Gefälle von oben bis unten in Verhältnis 
1:5, die Leitfähigkeit nahezu im Verhältnis 6:1 varriert, ändert 
sich die Dichte des vertikalen Leitungsstromes nur im Verhältnis 
1:2, und zwar stimmen die Werte in groBen und mittleren Hôhen 
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fast vollständig überein, eine Stôrung in dem Verlaufe des Ver- 
tikalstroms ist lediglich innerhalb und unterhalb der schon mehr- 
fach genannten Stabilitätsschicht vorhanden, die, wie oben gezeigt 
wurde, starke positive Ladung enthält. Offenbar ist das Ein- 
strômen dieser positiven Ladungen in horizontalem Konvektions- 
strome erst vor verhältnismäBig kurzer Zeit eingetreten, sodaf 
sich unterhalb der positiv geladènen Schicht noch nicht der statio- 
näre Strôomungszustand einstellen konnte. 

Bemerkenswert ist die am 30. August vorgefundene absolute 
GrôBe des vertikalen Leitungsstromes — das Maximum vom 
30. August erreicht fast den 3,5fachen Betrag des Maximums vom 
11. Mai 1906. Besonders auffällig ist aber die GrôBe des vertikalen 
Leitungsstromes in der Maximalhôhe; hier wurden noch 5,36 :107 
elektrostate Einheiten gefunden, d. h. mehr als 4mal so viel als 
am 11. Mai in 5760 m Hôhe. Ob der stärkere Vertikalstrom und 
das stärkere Potentialgefälle in grofen und mittleren Hôühen ein 
Merkmal der cyklonalen Wetterlage ist, das sie von der anti- 
cyklonalen typisch unterscheidet — wie ich aus meinen hypothe- 
tischen Annahmen folgern muB — das kann erst ein weit aus- 
gedehnteres Beobachtungsmaterial entscheiden lassen. Die vor- 
liegenden luftelektrischen Messungen sind die ersten quantitativen 
Daten aus dem Gebiete einer grofen Depression, so wie die am 
11. Mai gewonnenen die ersten quantitativen Daten aus dem Be- 
reich eines Hochdruckrückens waren. 

Am Schlusse meines Berichts môchte ich es nicht unterlassen, 
meinem Gefährten, Herrn Dr. A. Wegener, für seine opferwillige 
Unterstützung meinen herzlichen Dank zu sagen. 

Die Kosten ber Untersuchung wurden aus dem von der Kgl. 
Gesellschaft der Wissenschaft für luftelektrische Arbeiten zur 
Verfügang gestellten Fonds bestritten. 


Gôttingen, Geophysikalisches Institut. November 1906. 


Der Doppler-Effekt bei den Kanalstrahlen und 
die Spektra der positiven Atomionen. 


Von 
J. Stark. 


Mit einer Figur. 
Vorgelegt von Herrn Riecke am 25. November 1905. 


$ 1. Einleitung. — Auf Grund gewisser Ueberlegungen und 
Beobachtungen kann man sich die Ansicht bilden, daB die positiven 
Atomionen eines chemischen Elementes dessen Linienspektra emit- 
tieren. Nach W. Wiens Untersuchungen sind die Teilchen der 
Kanalstrahlen positiv geladene chemische Atome oder Atom- 
gruppen, die eine grofe (Geschwindigkeit besitzen. Es ist darum 
zu erwarten, daB das Licht, welches Kanalstrahlen in einem Gas 
zur Emission bringen, zum Teil ein Linienspektrum besitzt. 

Wenn ein Kanalstrahlteilchen als positives Atomion Spektral- 
linien emittiert, während es eine beträchtliche Geschwindigkeit 
besitzt, so muB an seinen sämtlichen Linien der Doppler-Effekt 
zu beobachten sein. Es bezeichnen 14, die Wellenlänge einer Linie, 
wenn sie normal zur Richtung der Kanalstrahlen beobachtet wird, 
1, sei die Wellenlänge derselben Linie, wenn sie parallel den Ka- 
nalstrahlen beobachtet wird, und zwar in der Weise, da die Ka- 
nalstrahlen auf den Beobachter zulaufen; « sei die Geschwindig- 
keit der Kanalstrahlen, c diejenige des Lichtes. (GemäB dem 
Doppler'schen Prinzip gilt dann 


Ù 
1) 1, = 1, —. 


Infolge der Bewegung der Kanalstrahlen erscheint demnach jede 
,bewegte“ Linie (4,) des betreffenden Atomions gegen die ,ruhende“ 
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Linie (4,) nach Ultraviolett zu verschoben; die Grüfe _— 
hat für alle Linien desselben positiven Atomions den gleichen 
Wert. 

Die Kanalstrahlteilchen haben im Gas hinter der Kathode 
im allgemeinen nicht alle die gleiche Geschwindigkeit. Die maxi- 
male Geschwindigkeit, die sie haben künnen, berechnet sich aus 
der Spannungsdifferenz AV, welche sie vor der Kathode im elek- 
trischen Felde frei durchlaufen haben. Es sei & die elektrische 
Ladung, w die Masse des Kanalstrahlteilchens. Wenn dann die 
ganze elektrische Arbeit in kinetische Energie des Teïlchens trans- 
formiert wird, so gilt 


e. AV = Tu oder 


Ù — Veiar 


Indem die Kanalstrahlen vor der Kathode nicht den ganzen Ka- 
thodenfall frei durchlaufen oder hinter der Kathode Zusammen- 
stôBe erfahren, kommen hier aufBer der maximalen Geschwindig- 
keit v noch beliebig kleinere Geschwindigkeiten vor. DemgemäB 
mu die bewegte Linie À, nach Rot stark verbreitert erscheinen, 
oder genauer sie setzt sich entsprechend der Geschwindigkeits- 
variation aus einer Anzahl verschobener Linien zusammen: 


2) 


A 1, Ad, = 1, + ü. 8. W. 


Mit 2, sei die nach Ultraviolett liegende Kante der bewegten 
Linie bezeichnet. Berechnet man für sie nach Gleichung 1) die 
zugehôrige Geschwindigkeit v,, so muB deren Wert nahezu gleich 
sein der Geschwindigkeit v, welche sich aus der Gleichung 2) 
berechnet. 

Wie sich wahrscheinlich machen läft, kommt bei der Wieder- 
vereinigung von positiven Atomionen mit negativen Elektronen 
zu neutralen Atomen ein Bandenspektrum zur Emission. Da die 
Kanalstrahlen das von ihnen durchlaufene Gas ionisieren, mu in 
diesem neben der Ionisierung auch Wiedervereinigung statt haben, 
also ein Bandenspektrum zur Emission kommen. Da der Träger 
des Bandenspektrums, das System positives Restatom — negatives 
Elektron, nicht die Geschwindigkeit der Kanalstrahlen besitzt, s0 
müssen die von ihm emittierten Spektrallinien die gleiche Lage 
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und Breite haben, môügen sie normal oder parallel zu den Kanal- 
strahlen beobachtet werden. 

Die vorstehenden theoretischen Folgerungen lassen sich in 
folgende Sätze zusammenfassen. Das Licht, welches Kanalstrahlen 
auf ihrem Wege durch ein Gas zur Emission bringen, zeigt neben 
einem Linienspektrum ein Bandenspektrum; diese Folgerung ist 
von mir und Herrn Hermann experimentell an Stickstoff und 
Wasserstoff bestätigt worden. Das von den Kanalstrahlen emit- 
tierte Linienspektrum zeigt den Doppler-Effekt, das von ihnen er- 
regte Bandenspektrum zeigt den Doppler-Effekt nicht. Ueber die 
experimentelle Bestätigung dieser zweiten Folgerung bei einigen 
Elementen, besonders bei Wasserstoff berichtet die vorliegende 
Mitteilung. 


$ 2. Methode und Resultate bei Wasserstoff. — Die Kanal- 
strahlen wurden erzeugt in 4—bcem weiten zylindrischen Glas- 
rôhren. Als Kathoden dienten Aluminiumscheiben, diese waren 
mit sehr vielen 1 mm weiten Lüchern versehen; um sie in den 
Rôbhren zu fixieren, waren sie auf zylindrische Ringe aus Alumi- 
niumblech aufgenietet. 

Zur Evakuation der Rôhren diente eine Oelluftpumpe, haupt- 
sächlich, um stôrende Quecksilberdämpfe zu vermeiden. Die Rôhren 
wurden erst oftmals evakuiert und dazwischen wieder mit frischem 
trockenem Wasserstoff gefüllt; gleichzeitig wurde ein starker elek- 
trischer Strom durch sie gesandt, um aus ïhnen Wasser und 
Kohlenwasserstoffe nach Môglichkeit zu entfernen. 

. Als Stromquelle diente eine Hochspannungsbatterie von 3000 
Volt elektromotorischer Kraft. Vor die Rôhre war ein Amyl- 
alkohol-Jodkadmium-Widerstand geschaltet. Zur Messung des Ka- 
thodenfalles (Elektrodenspannung) diente ein Braunsches Elektro- 
meter. Durch Abpumpen oder Zulassen von Gas wurde der Ka- 
thodenfall auf ungefähr 2000 Volt gehalten. Die Stromstärke 
betrug im Mittel 0,007 Ampère. 

Zur Analyse des Lichtes der Kanalstrahlen diente der Pris- 
menspektrograph, den ich bereits in einer früheren Mitteilung!) 
näher beschrieben habe. Er wurde so eingestellt, daB die Linien 
im Violett am schärfsten wurden. Die Expositionszeiten betrugen 
8—5 Stunden. 

Erstens wuräen Aufnahmen gemacht, indem das Kollimator- 
robhr senkrecht zu den Kanalstrahlen gestellt wurde; der Spalt 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 16, 498, 1905. 
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war hierbei auf das Licht unmittelbar hinter der Kathode ge- 
richtet ; alles übrige Licht war durch schwarzes Papier abgeblendet. 
Zweiïitens wurden Aufnahmen gemacht, indem das Kollimatorrohr 
in die Richtung der Kanalstrahlen gebracht wurde, so daB diese 
direkt auf den Spalt zuliefen. Bei dieser zweiten Stellung ist un- 
vermeidlich, daB durch die Lôcher in der Kathode Licht aus der 
negativen Glimmschicht auf den Spalt fällt. 

Die Figur 1 gibt die erste photographische Aufnahme des 
Doppler-Effektes bei den Kanalstrahlen in Wasserstoff wieder. 
Aus ibr lassen sich bereits bei genauer Betrachtung nachstehende 
Sätze ablesen. Sichergestellt wurden diese Sätze natürlich da- 
durch, daB eine ,normale“ und eine ,parallele“ Aufnahme mit den 
Schichtseiten auf einander gelegt und so verglichen wurden. 

Die Linien des ersten Spektrums oder des Serienspektrums 
von Wasserstoff (HB,Hy,..) zeigen in den Kanalstrahlen den 
Doppler-Effekt. Parallel den Strahlen beobachtet, bietet sich jede 
einzelne Linie als ein Duplet dar, bestehend aus der ,ruhenden“ 
und aus der ,bewegten“ Linie. Die ruhende Linie ist scharf, die 
bewegte unscharf. Die bewegte Linie ist in der ganzen Serie 
nach Ultraviolett verschoben. Mit man für verschiedene Linien 


die maximale Verschiebung und berechnet he A0 , 80 erweist sich 


diese GrôBe für alle Linien dieser Serie als konstant. Berechnet 
man aus Gleichung 1) die maximale Geschwindigkeit v,, so findet 
man v, — b:10'cm.sec*; die berechnet man aus Gleichung 2) 


für JV — 2000 Volt, = — 9,5-10% magn. Einh. »,, so ergibt 


sich 6-107cm. sec”. 

Die Verschiebung der bewegten Linie nach Ultraviolett ist 
um s0 grüBer, je grôBer die Geschwindigkeit der Kanalstrahlen, 
je grôBer also der Kathodenfall ist. Dies ergaben weitere Auf- 
nahmen des Effektes bei 1000, 1500 und 3000 Volt Kathodenfall. 
Die maximale Verschiebung ist gemäB diesen Aufnahmen ange- 
nähert proportional der Quadratwurzel aus dem Kathodenfall. 
Eine besonders groBe Verschiebung wurde bei Anwendung eines 
groBen Induktoriums bei niedrigem Gasdruck erzielt; freilich er- 
weist sich hierbei die verschobene Linie als stark verbreitert ent- 
sprechend der variablen Spannung des [nduktoriums. 

Die Linie 4687,9, welche als eine Linie der Hauptserie des 
Wasserstoffes erklärt wird, konnte in den Spektrogrammen bis 
jetzt nicht aufgefunden werden. Auch konnte die zweite Neben- 
serie bis jetzt nicht mit Sicherheit nachgewiesen werden. 
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Die Linien des zweiten Wasserstoffspektrums (Bandenspek- 
trum), die sich neben den Serienlinien in grofer Zahl — auch 
Stickstoffbanden sind angedeutet — finden, zeigen den Doppler- 
Effekt in keinem der zahlreichen Spektrogramme. 


$ 3 Vorläufige Beobachtungen über den Doppler-Effekt bei 
anderen Elementen. — Das Linienspektrum des Stickstoffs ist 
bei den Kanalstrahlen nur in geringer Intensität zu erhalten. 
Mit Sicherheit konnte von Herrn W. Hermann bis jetzt die Linie 
1 — 39953 identifiziert werden. Diese zeigt nun auch den 
Doppler-Effekt; sie wird um so mehr nach Ultraviolett verschoben, 
je grüBer die Geschwindigkeit der Kanalstrahlen ist. Die Linien 
des Bandenspektrums des Stickstoffs zeigen auch bei groBen Ge- 
schwindigkeiten der Kanalstrahlen unveränderte Lage. Der Doppler- 
Effekt wurde von mir und Herrn W. Hermann auch bei den Linien 
des Quecksilbers aufgesucht. Bei diesem Element ist er wegen 
des grofien Atomgewichtes nur sehr gering. Die Dispersion des 
zur Verfügung stehenden Spektrographen gestattete bei Anwendung 
der hohen Spannung eines gro$en Induktoriums eben noch die Be- 
obachtung einer geringen Verschiebung einiger intensiver Länien 
(5461,0 — 4358,6 — 4046,8 — 3650,3) im Sinne des Doppler-Effektes. 
Alle diese Quecksilberlinien sind Serienlinien. Ueber die Resultate 
dieser Untersuchungen wird an anderer Stelle ausführlich berichtet 
werden. 

Die Untersuchung des Doppler-Effektes bei den Alkalien, 
speziell bei Natrium und Kalium, habe ich zusammen mit Herrn 
K. Siegl in Angriff genommen. Es sind dabei sehr grofe 
Schwierigkeiten zu überwinden; die mit Natrium- oder Kalium- 
dampf gefüllten Natronglas-Rôhren sind nämlich nur kurze Zeit 
haltbar. Wir konnten darum bis jetzt nur kurze Expositionszeiten 
erzielen und auch nur einen niedrigen Kathodenfall anwenden. Es 
lief sich bis jetzt folgendes feststellen. Die Kanalstrahlen in 
Natrium- und Kaliumdampf bringen die Haupt- und die erste und 
zweite Nebenserie zur Emission. Die erste Nebenserie des Na- 
triums zeigt den Doppler-Effekt, ebenso wurde an der zweiten in- 
tensiven Linie (4 — 4044,29) des violetten Duplets der Hauptserie 
des Kaliums eine Verschiebung im Sinne des Doppler-Effekts kon- 
statiert. Die Verschiebung der ersten Nebenserie des Natriums 
ist angenähert so gro, wie sie sich für ein einwertiges Natriumion 
aus dem Kathodenfall berechnet. Ebenso ist die Linie À — 4044,29 
der Hauptserie des Kaliums um so viel verschoben. wie bei Ein- 
wertigkeit des Kaliumions erwartet werden darf. An den übrigen 
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Serien des Natriums und Kaliums konnte der Effekt noch nicht 
untersucht werden, da sie in den Spektrogrammen nur angedeutet 
waren. Ueber die Methoden und erweiterten Resultate dieser Un- 
tersuchung wird später ausfübrlich berichtet werden. 


$ 4 Folgerungen. — An die vorstehenden Resultate lassen 
sich mebrere Folgerungen knüpfen. 

Die Linien des zweiten Wasserstoffspektrums und die Linien 
des Bandenspektrums von Stickstoff besitzen als Träger nicht po- 
sitive Atomionen. 

Alle Linien der Wasserstoffserie (4, H3,..) besitzen den 
gleichen Träger, nämlich das einwertige positive Wasserstoffon. 

Die Hauptserie und die erste Nebenserie der Alkalien besitzen 
als Träger das einwertige positive Atomion. 

Die Serien des Quecksilbers besitzen als Träger positive Ato- 
mionen. 

Nach Analogie ist zu schliefen, daB die Serienspektra aller 
chemischen Elemente positive Atomionen als Träger haben. Welche 
Valenzzahl des Ions indes der einzelnen Serie zuzuordnen ist, hat 
die spezielle Untersuchung zu ergeben. 

Es ist môglich, daf die positiven Ionen auBer den Serien noch 
andere Linien emittieren. Diese müssen dann auch in den Kanal- 
strahlen den Doppler-Effekt zeigen. Wie weiter unten dargelegt 
ist, darf man diesen Effekt bei allen Linien erwarten, welche 
Linien durch eine Druckänderung verschoben werden; alle diese 
haben demnach positive Atomionen als Träger. 

Die Serienlinien zeigen den Zeeman-Effekt; aus dessen Vor- 
zeichen ist zu folgern, daf die Emissionszentren der Serienlinien 
negative Elektronen sind. Wir müssen darum annehmen, daf in 
den positiven Atomionen neben der positiven Ladung noch nega- 
tive Elektronen vorhanden sind. Diese führen in dem elektrischen 
Felde der positiven Ladung Schwingungen aus unter Ausstrahlung 
elektromagnetischer Wellen. 

Die Beobachtung des Doppler-Effektes bei den Kanalstrahlen 
erôffnet uns die Môglichkeit festzustellen, welche Spektra den 
positiven Atomionen eines Elementes zuzuschreiben sind. Ferner 
kann aus der GrôBe des Dopplers-Effektes bei den Kanalstrahlen 


deren spez. Ladung E) wenigstens angenähert bestimmt werden. 


Durch Kombination von Gleichung 1) und 2) erhält man nämlich 
Los (eds) 


€ 
9) pod Piment: 
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Die GrôBen 4 V, 4, und 1,, sind der Messung zugänglich. Hat man 
ein Gemisch von verschiedenartigen Kanalstrahlen, welche alle 
die gleiche Spannungsdifferenz frei durchlaufen haben, so gilt 


4) E& Es 2x | 1, + Lo n3 p03 [ £ 
ll LE ds 
Ist uw, — u,, hat man also verschiedenartige Ionen desselben Ele- 


mentes, so muB das Verhältnis s,/s, aus der Gleichung 4) als eine 
ganze Zahl oder deren reziproker Wert (2,8,---,4,4-.:) sich er- 
geben. 


Aus der Tatsache, daf Serienspektra der chemischen Elemente 
positive Atomionen als Träger haben, erklärt sich ungezwungen 
die bekannte Tatsache‘), daf Serienlinien durch Druckänderungen 
verschoben werden. Die Emissionszentren der Serienlinien führen 
ja ihre Schwingungen in dem elektrischen Feld der positiven La- 
dung aus. An ihnen muf sich darum der sogenannte ,elektrische 
Zeeman-Effekt“ *) zeigen, d. h. durch die Stärke des elektrischen 
Feldes wird die Schwingungszahl der Elektronen beeinfluft. Ver- 
änderung der Stärke dieses Feldes hat eine Aenderung der Schwin- 
gangszahl zur Folge. Da nun die Wirkungssphäre des elektrischen 
Feldes am positiven Ion viel grôüfer ist als die Dimensionen des 
Atoms, so befindet sich in ihr eine grofe Anzahl von Molekülen; 
die Stärke des Ionenfeldes wird durch deren Anwesenheit beein- 
fluft. Da die atomischen Dimensionen klein sind verglichen mit 
denjenigen des Ionenfeldes, so kann jener Einfluf durch eine Kon- 
tinuumskonstante des Mediums, durch deren Dielektrizitätskon- 
stante, dargestellt werden. Es bezeichnen 4, die von einem Elek- 
tron emittierte Serienlinie für den Druck p,, die Masse des Elek- 
trons sei w, die Kraft für 4, sei X. Wir kônnen nach dem obigen 
KX, darstellen als Produkt zweier Funktionen x, und k, von denen 
x, abhängt von der Dielektrizitätskonstante des Mediums, # von 
der Bindung des Elektrons im Atom. Es ist also 


A —= AE en 2x W4. re 
À, = 2e Ve 


1) H. Kayser, Handbucb der Spektroskopie. IL S. 322. 
2) W. Voigt, Ann. d. Phys. 4,197. 1901. 
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Nun kônnen wir in kleinen Variationsbereichen die Beziehung 


zwischen x und p durch die Interpolationsformel x — TE 
darstellen, wo a und b Konstanten sind. Dann erhalten wir 


ir inter 


Die Vermutung, daB die Aenderung der Wellenlänge durch 
Drack auf den Einflu8 der Dielektrizitätskonstante des Mediums 
zurückzuführen sei, wurde zuerst von Fitzgerald!) ausge- 
sprochen. Verständlich wird dieser Einfluf erst durch die Er- 
kenntnis, daf der Träger der verschobenen Serienlinie ein positiv 
geladenes Atomion ist. Umgekehrt kann man nun schliefen, daf 
alle Linien eines chemischen Elementes, welche durch Druck ver- 
schoben werden kônnen, positive Atomionen als Träger haben. 
Bandenspektra, welche keine Ionen als Träger haben, dürfen nach 
dem Vorstehenden durch Druck nicht verschoben werden. Dies 
ist nach Kayser”*) in der Tat der Fall. 


$ 5. Historisches. — Verschiedene Autoren haben die An- 
sicht ausgesprochen, daB das Auftreten verschiedenartiger Spektra 
bei demselben Element auf eine Dissoziation der chemischen Atome 
zurückzuführen sei; insbesondere hat Lockyer diese Dissoziations- 
hypothese auf eine grofe Anzahl spektralanalytischer Erschei- 
nungen angewandt. Kayser*) hat mit Nachdruck darauf hinge- 
wiesen, daf die Ionenhypothese für die elektrische Leitung in 
Gasen der Folgerung sich nicht entziehen kônne, daf den positiven 
und negativen Ionen sowie den neutralen Atomen besondere Spektra 
zuzuweisen seien. Im Jahre 1902 habe ich in meinem Buche über 
die Elektrizität in Gasen“ (Leipzig) über den Träger der Linien- 
spektra $S. 447 folgende spezielle Hypothese aufgestellt. , Das 
Linienspektrum ist dem positiven Atomion als Träger zuzueignen.“ 
Hierzu fügte ich später (1904) eine Hypothese“) über den Ursprung 


1) G. F, Fitzgerald, Astrophys. Journ. 5, 210, 1897. 

2) H. Ka yser, landbuch der Spektroskopie. II S. 327. 
3) H_Kayser, Handbuch der Spektroskopie. [. S. 202. 
4) J. Stark, Ann. d. Phys. 14,525, 1904. 
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des Bandenspektrums eines Elementes. , Wir wollen nun annehmen, 
daf das Bandenspektrum als Träger das System positives Rest- 
atom — negatives Elektron hat, das in der Umbildung zu einem 
neutralen Atom begriffen ist.“ Auf Grund dieser zwei Arbeits- 
hypothesen lie sich die Erscheinang finden, daB leuchtendem 
Quecksilberdampf durch ein elektrisches Feld wobl die Träger des 
Linienspektrums, nicht aber diejenigen des Bandenspektrums ent- 
zogen werden. Die zwei Arbeitshypothesen ergänzte ich später 
(Januar 1905) durch folgenden Zusatz!). ,Aus der Hypothese, 
daf die Linienspektra den positiven Atomionen eigen sind, folgt 
zwanglos die spezielle Annahme, daf ein chemisches Element, 
welches mehrere Valenzstufen besitzt, entsprechend viele Linien- 
spektra haben kann, die strukturell von einander verschieden sind.“ 
— ,Kommt das Bandenspektrum bei Wiederanlagerung eines ne- 
gativen Elektrons an ein positives Ion zustande, und sind bei den 
Ionen eines Elementes mehrere Wertigkeits- oder Dissoziations- 
stufen vorhanden, so werden dem Elemente auch mehrere Banden- 
spektra verschiedener Struktur eigen sein.“ In der Tat ergab 
sich, daf Quecksilberdampf in der negativen Glimmschicht neben 
dem gewühnlichen Linienspektrum noch ein zweites Linienspektrum 
emittiert. 

Lenard”*) hat im Jahre 1903 gezeigt, daf die einzelnen kon- 
zentrischen Schichten des Lichtbogens von dem Lichte der ein- 
zelnen Serien der Alkalien verschieden stark erleuchtet erscheinen; 
der äufere relativ niedrig temperierte Lichtbogenmantel erscheint 
ausschlieflich im Lichte der Hauptserie, die nach innen folgenden 
Schichten erscheinen der Reïhe nach im Lichte der einzelnen Ne- 
benserien. Er deutete die beobachteten Erscheinungen dahin, 
»daB jedes Metallatom im Bogen, während es die verschiedenen 
Flammenschichten passiert, eine Reïhe verschiedener Zustände an- 
nehme, deren mindestens so viele sind, als sein Spektrum Serien 
enthält.“ — ,Auch unter den extremen Verhältnissen des elek- 
trischen Bogens oder Funkens sind bisher nur Erscheinungen be- 
obachtet, welche auf das Vorhandensein ungeteilter Atome hin- 
weisen. Sämtliche Spektralserien der Alkalimetalle beispielweise 
bestehen aus Linienpaaren, und die Schwingungsdifferenz aller 
Paare ist Fanktion des Atomgewichtes. Wenn danach bei der 
Emission aller Serien eines und desselben Metalles die ganze Masse 
eines Atoms eine Rolle spielt, so ist es das Nächstliegende, diese 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 16.512, 1905. 
2) P. Lenard, Ann. d. Phys. 11,636, 1903. 
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ganze Masse in den Emissionszentren auch als vorhanden anzu- 
nehmen.“ Später (April 1905) spricht Lenar d!) folgende Ansicht 
über die Träger der Linienspektra aus. ,Die Emissionszentren 
der Hauptserie sind elektrisch neutrale Metallatome.“ — ,Die 
Emissionszentren der Nebenserien sind positiv geladene Metalle 
atome, das sind solche, welche negative Elementarquanta verloren 
haben. — Dies schlossen wir aus der Tatsache ihrer elektrischen 
Wanderung. Es ist aber dann naheliegend anzunehmen, daf die 
verschiedenen Nebenserien desselben Metalles von Atomen emittiert 
werden, welche eine verschiedene Zahl von Elementarquanten ver- 
loren haben, im besonderen, daB die Emissionszentren der I. II, 
IITL.,... Nebenserie Atome sind, welche 1, 2, 38,... negative Ele- 
mentarquanten verloren.“ Ob diese Spezialisierung der allgemeinen 
Hypothese den wirklichen Verhältnissen entspricht, läft sich aus 
den zwei Erscheinungen, mit welchen Lenard jene speziellen Hy- 
pothesen zu begründen sucht, nicht mit Sicherheit ableiten. Bei der 
Deutung der scheinbar konzentrisch geschichteten Emission der ver- 
schiedenen Serien im Lichtbogen ist der Umstand zu berücksichtigen, 
daf von der zentralen Axe des Lichtbogens nach auBen ein sehr starker 
Abfall der Temperatur statt hat. Infolgedessen wird das von den 
inneren Schichten emittierte Licht von den äuferen absorbiert; 
bei genäherter Anwendung des Kirchhoff’schen Gresetzes ist zu 
folgern, da eine innere Schicht um so ärmer an Licht von der 
Wellenlänge À, dem Beobachter erscheint, je mehr es von einer 
äuBeren kälteren Schicht emittiert wird; denn um so grüfer ist 
in dieser dann auch die Absorption des von innen kommenden 
Lichtes. Darum erscheint das Innere der äuferen Schicht arm 
an der Emission der Wellenlänge 4. In Wirklichkeit emittiert 
aber die innere Schicht entsprechend ihrer hôheren Temperatur 
die Wellenlänge 4, nach der äuferen Schicht stärker als diese 
selbst. Kommen darum die Wellenlängen 1,,4,,.. erst bei ver- 
schieden hohen Temperaturen T,,7,... zu gleich starker Emission, 
so erscheinen dem Beobachter die einzelnen nach innen folgenden 
Schichten des Lichtbogens überwiegend in dem Lichte der Wellen- 
länge 4,,4,.. Die verschiedenen Serien künnen einen und den- 
selben Träger haben; wenn nur die Emission der Serien bei der 
gleichen Temperatur verschieden intensiv ist, wird sich die von 
Lenard beobachtete schichtenartige Emission am Lichtbogen zeigen. 
Bei Flammen ist der Temperaturabfall von innen nach aufen nicht 
so grof; darum künnen hier die Emissionen der verschiedenen 


1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 17, 227, 229, 1905. 
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Serien räumlich auch nicht so scharf scheinbar auseinander treten, 
was Lenard !) in der Tat findet. 

Weiïter führt Lenard zur Begründung seiner speziellen Hy- 
pothese die Erscheinung der elektrischen Wanderung leuchtender 
Metalldämpfe an. Er erinnert zunächst an eine frühere Beobach- 
tung?) von ihm, daB ein leuchtender Salzdampfstreifen in einer 
Flamme nach der negativen Seite hin abgelenkt wird, wenn die 
Flamme zwischen zwei Platten von mindestens 2000 Volt Span- 
nungsdifferenz gestellt wird. Lenard deutete diese Erscheinung 
als eine elektrische Wanderung des Salzdampfes und glaubte als 
spez. Geschwindigkeit der positiven Träger in den leuchtenden 
Flammen den Wert 0,08 cm/sec./Volt/em aus seinen Beobachtungen 
ableiten zu dürfen. So wenig nun eine elektrische Wanderung 
positiver Metallionen in Gasen zu bestreiten ist, so scheint doch 
die von Lenard beobachtete Erscheinung nur indirekt von der 
elektrischen Wanderung der Ionen veranlafit zu sein. Auf der 
negativen Seite einer elektrischen Strômung in einer Flamme bildet 
sich nämlich eine positive Ladung infolge des Wegwanderns der 
sehr schnellen negativen Elektroionen. Diese vom elektrischen 
Feld nach der Kathode getriebene positive Ladung übt auf das 
ganze Flammengas einen Zug aus und führt so als elektrischer 
Wind einen Teil der Flamme nach der negativen Seite. Diese 
Ablenkung der ganzen Flamme ist leicht zu beobachten; Lenard 
selbst konstatiert, daB unter Umständen ein Teil der Flamme den 
abgelenkten leuchtenden Dampfstreifen begleitet; er berücksichtigt 
indes bei der Deutung der Erscheinung nicht die Relativbewegung 
von Îonen und neutralem Gas. Unter diesem Gesichtspunkt er- 
klärt sich, warum Lenard als scheinbare spez. Geschwindigkeit 
der positiven Flammenionen 0,08 findet, während H. A. Wilson 
nach einer anderen Methode ungefähr 60 gefunden hat. Ferner 
versteht man eher, warum Verminderung *) der Leitfähigkeit durch 
Einführung von Chlor in die Flamme nicht eine Verminderung der 
Ablenkung des Salzdampfstreifens zur Folge hat. Später hat 
Lenard einen von Riecke‘) und mir am Glimmstrom in freier 
Luft angestellten Versuch am Lichtbogen wiederholt. In dem 
Versuch mit dem Glimmstrom dürfte die elektrische Wanderung 
von Metallionen in einem Gas einwandfrei nachgewiesen sein; in 
ihm erfolgt nämlich die elektrische Wanderung entgegen der me- 


1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 17.219, 1905. 

2) P. Lenard, Ann. d. Phys. 9,642, 1902. 

3) F. L. Tufts, Physik. Zeitschr. 5,157, 1904. 

4) E. Riecke und J. Stark, Physik. Zeitschr. 5,537, 1904. 
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chanischen Gasstrômung. Nicht die gleiche Beweiskraft besitzt 
der Versuch im Falle des Lichtbogens ; hier kann die Ungleichheit 
der Verdampfung der Elektroden ähnliche. Erscheinungen wie die 
Elektrolyse bewirken, indem von der Anode infolge ihrer hôheren 
Temperatur Dampf nach der Kathode strômt oder destilliert. 
Unter diesem (esichtspunkt beurteilt Ka yser’) frühere im Sinne 
einer Elektrolyse gedeutete Beobachtungen am Lichtbogen. Uebri- 
gens läft sich aus dem fraglichen Versuch kein sicherer 
SchluB auf die Träger der Linienspektra im leuchtenden Metall- 
dampf ziehen. Man kann in jenem Versuch nur eine Stütze für 
die Hypothese über den Träger der Linienspektra sehen, nicht 
einen Beweis. Indem nämlich positive Metallionen nach der Ka- 
thode wandern, treffen sie mit negativen Elektronionen zusammen 
und verwandeln sich durch Wiedervereinigung mit diesen zum 
Teil in neutrale Atome. Neben den positiven Metallionen sind 
darum notgedrungen immer auch neutrale Metallatome vorhanden, 
und so bleibt unentschieden, ob die Serienspektren, welche von 
dem Gebiet der elektrischen Wanderung emittiert werden, den 
neutralen Atomen oder den Ionen zuzueignen sind. Man kann es 
lediglich für wahrscheinlich halten, daf die Zabl der neutralen 
Metallatome klein ist, verglichen mit der Zahl der Ionen, und 
daraus folgern, daf die emittierten Serien den Ionen eigentümlich 
sind. Lenard glaubt aus dem elektrischen Wanderungsversuch 
sogar folgern zu dürfen, daB die Hauptserie der Alkalien von den 
neutralen Atomen emittiert werde. Er findet nämlich, da8 der 
Kern des Lichtbogens nur schwach von dem Licht der Hauptserie 
erhellt ist, daB dagegen in dem äuferen Mantel des Lichtbogens 
Alkalidämpfe zur Emission der Hauptserie gebracht werden kônnen, 
ohne daB sie vom elektrischen Feld nach der Kathode geführt 
werden. Indes ist erstens zu beachten, daf nach den obigen Dar- 
legungen in Wirklichkeit auch ïm Innern des Lichtbogens die 
Hauptserie kräftig leuchtet. Zweitens darf nicht übersehen werden, 
da im Mantel des Lichtbogens die elektrische Feldstärke viel 
kleiner als im Innern ist, so daB hier die elektrische Wanderung 
nur sehr schwach sein kann. 

So weit ich urteilen kann, besitzen wir bis jetzt nur eine 
Methode, die Spektra der Atomionen zu ermitteln, nämlich die 
Beobachtung des Doppler-Effektes bei den Kanalstrahlen. 

Es sei mir noch der Hinweis gestattet, daf ich bereits in meinem 
Buche über die Elektrizität in Gasen (Leipzig 1902) S. 457 mit fol- 


1) H Kayser, Handbuch der Spektroskopie 1, 165. 


Der Doppler-Effekt bei den Kanalstrahlen u. die Spektra d. positiven Atomionen. 471 


genden Worten den Doppler-Effekt bei den Kanalstrahlen voraus- 
gesagt habe, ,Auch kann man vielleicht hier (Kanalstrahlen) eine 
Verschiebung oder Verbreiterung der Spektrallinien gemäB dem 
Dopplerschen Prinzip beobachten; hier besitzen nämlich die posi- 
tiven Ionen eïinerseits eine grofe Geschwindigkeit, anderseits 
müssen auch sie selbst bei einem Zusammenstof nicht blos das 
von ihm getroffene Teiïlchen, ja sogar viel stärker als dieses zum 
Leuchten erregt werden.“ Warum frühere Autoren an der Emis- 
sion der positiven Lichtsäule und an dem von Kathodenstrahlen 
erregten Licht den Doppler-Effekt nicht finden konnten, ist nach 
den neuen Erfahrungen leicht zu verstehen. 

Zum Schlusse môchte ich auch an dieser Stelle Herrn Pro- 
fessor Dr. E. Riecke herzlich dafür danken, daf er von Anfang 
an mit grofer Bereitwilligknit für meine spektralanalytischen 
Untersuchungen die notwendigen Mittel beschafft und mir zur 
Verfügung gestellt hat. 


Gôüttingen, 5. November 1905. 


Kgl. Gos. d. Wisgs, Nachrichton, Math.-pbys. Klasso. 1906. Heft 6, 34 
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Bestimmung aller Kurven, 
durch deren Translation Minimalflächen entstehen. 


Von 
Georg Scheffers in Darmstadt. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 25. November 1905. 


In einer kürzlich unter dem gleichen Titel erschienenen Arbeit 
kommt Herr Stäckel zu dem Ergebnis!): , Wenn aber Lie ge- 
glaubt hat, da mit dem Scherkschen Flächen und deren Aus- 
artungen, der geradlinigen Schraubenfläche und der Ebene, die 
Minimalflächen erschôpft seien, die sich durch Translation einer 
Kurve von nicht verschwindendem Bogenelement erzeugen lassen, 
so hat er sich geirrt“. Es ist jedoch leicht, zu zeigen, da 8 sich 
nicht Lie, sondern Herr Stäckel geirrt hat. Dies nach- 
zuweisen und zu einigen anderen Behauptungen in derselben Ar- 
beit Stellung zu nehmen, ist der Zweck der folgenden Zeïlen. 

1. Die Lôsung des Problems, alle Minimalflächen zu finden, 
die noch Translationen von Kurven mit nicht verschwindendem 
Bogenelement zulassen, eines Problems, das übrigens längst von 
Lie als Spezialfall eines allgemeinen Problems erledigt worden 
ist ?), führt Herrn Stäckel zu zwei Flächenkategorien. Die mit 
(S,) bezeichnete stellt Scherk’sche Minimalflächen dar — zu denen 
auch Lie gekommen war —, die Flächenkategorie (S,) dagegen 
hält Herr Stäckel für neu. Ihre Gleichungen, in denen zwei 


1) Nachrichten der K. Gesellscht der Wissenschaften zu Gôttingen, math.- 
phys. Klasse, 1905. Heft 4, S. 343. Vgl. insbes. S. 356. 

2) Lie’s eigene Arbeiten hierüber findet man zusammengestellt in meiner 
Abhandlung: ,Das Abel’sche Theorem und das Lie’sche Theorem über Trans- 
lationsflächen“, Acta Mathematica, 28. Band, S. 65—91. Der von Herrn Stäckel 
bchandelte spezielle Fall ist chenda auf S. 89 erwäbnt. 
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Konstanten À und y auftreten, lauten: 
x —= siny.(u+v) 


À cos 1— sin x Tant 
(S)ly — Re ET ESS N EEE 


2 — cosy. {arc sin (1 sin «) + arc sin (1 sin v)]. 


Herrn Stäckels Schluffolgerung ist diese: Die Funktionaldeter- 
minante von x, y, z hinsichtlich «, v, À ist nicht identisch gleich Null, 
folglich enthält die Gleichung zwischen 2, y, z, die sich aus (S,) 
durch Elimination von « und v ergibt, zwei wesentliche Kon- 
stanten (gemeint sind À und y). Bei der Kategorie (S,) dagegen 
enthält sie nur eine (nämlich y). Folglich kônnen die Flächen (S,) 
nicht die Flächen (S,) sein. 

Hierbei ist ein eïnfacher Umstand übersehen: Diejenigen 
Flächen (S,) nämlich, die sich für denselben Wert der Konstanten 
y, aber für verschiedene Werte der Konstanten 4 ergeben, sind 
einander kongruent. In der Tat: Ueben wir auf die Fläche (S,) 
eine solche Translation parallel der y-Axe aus, bei der y um die 
Konstante 


log (4° —1)—21log (1 +1) 
wächst, so stellt sich die Fläche (S,) so dar: 


x —= siny.(u+vw), 


y = — [log (4 cos + V1 — 4° sin° w) — 4 log (4° —1)] 


— [log (4 cos v + VI — 4° sin” v) — 4 log (4° —1)], 


| z = cos y.[arcsin(4 sin «) + arc sin (1 sin v)]. 


Durch diesen sehr einfachen ProzeB ist das erreicht, was Herr 
Stäckel bei den Flächen (S,) vermifit: Jetzt nämlich ist die 
Funktionaldeterminante von 4, y, z hinsichtlich «, v, À identisch 
gleich Null Die Gleichung also, die aus (5;,) durch Elimi- 
nation von « und v hervorgeht, ist auch frei von À, d.h.: Alle 
Flächen (S,), die zu demselben Werte von y, aber zu verschiedenen 
Werten von À gehôren, sind einander kongruent. Hieraus folgt 
noch ein Umstand, den Herr Stäckel infolge seines Fehlers na- 
turgemäB nicht bemerkt hat: Die Fläche (5,,) kann auf unendlich 
viele Weisen durch Translation von Kurven erzeugt werden. 

2, Das Beweismittel Herrn Stäckels dafür, daB die Flächen 
(S,) wesentlich von den Flächen (S,) verschieden sein müssen, ist 
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durch das Vorhergehende bhinfällig geworden: Die Gleichungen 
(S,) enthalten ebenso wie die Gleichungen (S,) nur eine ,wesent- 
liche“ Konstante, nämlich y. Immerhin wäre es ja denkbar, da8 
trotzdem die Flächen (S,) nicht die Flächen (S,) wären. Aber in 
dieser Beziehung macht einen schon der folgende Umstand stutzig: 

Wenn man bei den Scherk'schen Flächen (S,), die sich übrigens 
offenbar analog (5,) so darstellen .lassen !): 


{æ = siny.(u+v), 


y = — [log (4 cos u + V1 — 4° sin’ v) — 1 log (4*—1)] 
@) ; + [log (4 cos » + V1— 4° sin* v) — 4 log (4° — 1)], 


, 2 —= cos y.{arc sin (1 sin «) — arc sin (1 sin v)|], 


und bei den Flächen (S,) die partiellen Differentialquotienten von 
æ, y, + nacb den Flächenparametern « und v berechnet, so ergiebt 
sich, daf sie sich bei (S,) und (S,) nur durch das Vorzeichen der 
Quadratwurzel 


Vi— 4 sin v 


unterscheiden. Daraus folgt: Die Gleichungen (S,) lassen sich — 
abgesehen von additiven Kunstanten — so schreiben, daB sie sich 
von den Gleichungen (S,) nur durch das Vorzeichen dieser Irra- 
tionalität unterscheiden. Da nun Herr Stäckel ganz richtig zeigt, 
da8 die Fläche (S,) in der von dieser Irrationalität freien Form 


__ Cos(oz—re) EU NE RATE ] 
(D) nn cos(oez+re) (° — 2smy ” — 2 cos y 


dargestellt werden kann, so mu sich notwendig die Fläche {(S,) 
oder (S),) in einer solchen Form: 


__ Ccos(ogæ—r2+a) 
7 cos(er+rz+b) 


darstellen lassen, wo a, b, c Konstanten sind. 

3. Es ist aber auch leicht, direkt aus (S,,) die Parameter w 
und v zu eliminieren. Zu diesem Zwecke schlieBen wir so: Wenn 
wir in (ÿ,) für w und v ein und dieselbe Veränderliche # setzen, 


1) In der Stäckel'schen Arbeit steht vor der zweiten Quadratwurzel 
ein Minuszeichen. Dies ist jedoch ein offenbarer Druckfehler, wie die Stäckel- 
schen Formeln (S) für & — — 1 zeigen. 
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so ergiebt sich eine Kurve auf der Fläche (5,,): 


æ = 2siny.t 
(K) y = — 2 log (4 cos + V1 — 4" sin’ #) + log (4° — 1), 
2 = 2 cos y.arc sin (1 sinf), 


und die Fläche (5;,) ist offenbar der Ort der Mitten aller Sehnen 
dieser Kurve (die übrigens eine Haupttangentenkurve ist). Da nun 
À in (3), wie bewiesen, nur scheinbar auftritt, so folgt, daB auf 
der Fläche (5) alle diejenigen unendlich vielen Kurven liegen, 
die durch (X) für die verschiedenen Werte der Konstanten À dar- 
gestellt werden, d. h: Die Gleichung der Fläche (5), geschrieben 
in æ, y, 2 allein, geht durch Elimination von # und 4 aus (X) her- 
vor. Diese Elimination gibt 


___sin(ox —re) a A À 
7 sin(o@z+re) ( "9 smy'ar sé 
oder: 
(2) Un cos (oæ—r2+x) 
cos (ox+rz—1x) 

Die Vergleichung mit (1) lehrt: Die Fläche (5,) oder (S,) ist 
eine Scherk’sche Minimalfläche. Die angeblich neuen 
Flächen des Herrn Stäckel sind also tatsächlich nicht neu; der 
gegen Lie erhobene Vorwurf wird damit vollständig hinfällig. 

4. Von Lie rührt die schône Bemerkung her, daf diejenigen 
Kurven, durch deren Translation eine Scherk’sche Minimalfläche 
erzeugt werden kann und deren Bogenelement nicht verschwindet, 
so gefunden werden kônnen: Man greife eine beliebige Haupt- 
tangentenkurve der Fläche heraus, ziehe von irgend einem 
ihrer Punkte alle Sehnen der Kurve und halbiere sie. Der Ort 
der Mitten ist eine erzeugende Kurve. Läft man den gewählten 
Punkt varïieren, so erhält man in dieser Weise alle unendlich 
vielen Erzeugenden einer Schar. Nach dieser Methode hat ein 
Schüler von Lie, Herr R. Kummer, auf einem Gipsmodell einer 
Scherk’schen Fläche eine allgemeine Schar von erzeugenden 
Kurven konstruiert. Das Modell ist im Besitze des Leipziger 
mathematischen Institutes; doch findet man in der Kummer'’schen 
Dissertation‘) stereoskopische Abbildungen davon. Ich erinnere 
mich noch deutlich daran, wie Lie damals, als Herr Kummer 


1) Richard Kummer, ,Die Flächen mit unendlich vielen Erzeugungen 
durch Translation von Kurven“, Leipziger Dissertation, gedruckt bei Julius Klink- 
hardt, Leipzig 1894. 
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das Modell anfertigte, Tag für Tag in der Arbeitsstätte vorsprach, 
weil er sich danach sehnte, einmal wirklich die Erzeugung der 
Fläche durch Translation einer môglichst allgemeinen Kurve zu 
sehen. Die Kurve wurde damals aus Draht gewunden, und wir 
drei freuten uns, zu beobachten, wie es diese periodische Kurve 
fertig brachte, sich in Translationsbewegung längs der ebenfalls 
periodischen Scherk’schen Fläche hinzubewegen. Das Nähere über 
die sehr einfache Bestimmung dieser Kurve findet man in der 
erwähnten Dissertation. Dieser Reminiszenz stelle ich die Worte 
des. Herrn Stäckel gegenüber: freilich hat Lie ,dort nur die 
Existenz der unendlich vielen Erzeugungen nachgewiesen, 
wäbrend hier deren explicite Darstellung gegeben wurde“. 
Vermutlich kennt Herr Stäckel die Arbeit Kummer’s nicht; 
jedenfalls aber ist Herr Kummer einen Schritt weiter als Herr 
Stäckel gegangen : er hat erzeugende Kurven allgemeinster Art 
wirklich hergestellt. 

5. Da die Scherk’schen Flächen zwei diskrete Scharen von 
Haupttangentenkurven haben, so gehôren dazu selbstverständ- 
lich zwei wesentlich verschiedene Kategorien von Darstellungen 
dieser Flächen durch Translation von Kurven. Für Lie wäre 
also die Existenz der beiden Darstellungsarten (5;,) und (%;,) der 
Flächen gar nichts wunderbares gewesen. 

Gehen wir zu den Ausartungen über, so stofen wir auf die 
gemeine Schraubenfläche. Hier artet die eine Schar von 
Haupttangentenkurven in gerade Linien aus und gibt keine Kate- 
gorie von Darstellungen; dies hatte Lie vollständig richtig er- 
kannt. Herr Stäckel aber ist auch in diesem Punkte in Wider- 
spruch mit Lie, indem er auf S. 353 behauptet, da für die ge- 
meine Schraubenfläche : 


_ — t84y 
die beiden Darstellungen: 
x = c(sinp, +singq,), æ = C(cos p,— cos Q,), 
Y = Pit PE Fa, Ja) 
z = C(cos p, + cos Q,); 3 — —c(sinp,+sing,) 


wesentlich verschieden seien. Auch hier ist der Widerstreit 
zu Ungunsten des HerrnStäckel zu entscheiden. Denn 
wenn man in der ersten Darstellung setzt: 

D = PM QU = $T—-4;, 
80 geht ja sofort die zweite hervor. 
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6. Das von Herrn Stäckel behandelte Problem ist, wie schon 
angedeutet, ein spezieller Fall eines von Lie gelôsten Problems. 
Nach Lie findet man alle Flächen mit mehrfacher Erzeugung 
durch Translation von Kurven, indem man Abelsche Integrale in 
bezug auf eine beliebige ebene Kurve vierter Ordnung heranzieht. 
Lie selbst hat gezeigt, wie man insbesondere vorgehen muB, um 
alle Minimalflächen zu finden, die noch weitere Translationen als 
die ihrer Minimalkurven gestatten. Die anzuwendende Methode 
ist sebr einfach; die rechnerische Ausführung dieses speziellen Falles 
macht nur einen Teil der erwähnten Kummer'schen Dissertation 
aus. Ich räume aber ausdrücklich ein, da8 Herr Stäckel dieses 
spezielle Problem auf einem von Lie unabhängigen Wege in An- 
griff genommen hat; und darin liegt der bleibende Wert der 
Stäckel'schen Arbeit, wenn man von den bezeichneten Irrtümern 
absieht. 


Darmstadt, den 29. Okt. 1905. 


Nachr. d. K. Ges. d. W. Gôtt. math.-phys. Ki. 1905 (Gerdien). 
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